
EÐnai l�joc na skeftìmaste touc pragmatikoÔc arijmoÔc
san dekadikoÔc arijmoÔc me �peira yhfÐa?

W. T. Gowers

'Enac apì touc pr¸touc stìqouc ìlwn sqedìn twn eisagwgik¸n majhm�twn thc
An�lushc eÐnai na m�joun oi foithtèc na mhn skèftontai touc pragmatikoÔc arij-
moÔc san dekadikoÔc arijmoÔc me �peira yhfÐa kai, antÐ gi� autì, na touc blèpoun san
stoiqeÐa tou monadikoÔ pl rwc diatetagmènou s¸matoc, h Ôparxh tou opoÐou apodei-
knÔetai mèsw twn tom¸n tou Dedekind   twn akolouji¸n Cauchy me ìrouc rhtoÔc
arijmoÔc. Ja  jela na uposthrÐxw ed¸ ìti den up�rqei tÐpota to esfalmèno sto na
touc skeftìmaste san {�peira dekadik� anaptÔgmata}. Antijètwc, an to k�noume,
poll� apì ta paradosiak� epiqeir mata thc An�lushc gÐnontai pio diaisjhtik�, pa-
rìlo pou q�noun se komyìthta. H komyìthta eÐnai asfal¸c meg�lo pleonèkthma,
den eÐnai loipìn prìjesh mou na proteÐnw ìti o trìpoc didaskalÐac twn pragmatik¸n
arijm¸n sta Panepist mia prèpei na all�xei. EÐnai ìmwc kalì na doÔme p¸c h kajie-
rwmènh antimet¸pish touc sundèetai me, kai prokÔptei apì, k�poiec pio {aploðkèc}
idèec. San paradeÐgmata ja fèrw thn Ôparxh thc tetragwnik c rÐzac tou dÔo kai to
je¸rhma endi�meshc tim c.

1. Kataskeu  twn pragmatik¸n arijm¸n mèsw dekadik¸n ana-
ptugm�twn.

JumhjeÐte ìti gia na {kataskeu�soume} touc pragmatikoÔc arijmoÔc prèpei na
d¸soume èna par�deigma pl rwc diatetagmènou s¸matoc. Gia to skopì autì mporoÔ-
me na upojèsoume gnwst  thn Ôparxh twn rht¸n arijm¸n (autoÐ kataskeu�zontai
apì touc jetikoÔc akeraÐouc, oi opoÐoi, an jèlete, kataskeu�zontai apì ta sÔnola)
kai k�poiec ènnoiec, ìpwc aut  thc �peirhc akoloujÐac, oi opoÐec den eÐnai entel¸c
tetrimmènec all� eÐnai kat� k�poion trìpo pio stoiqei¸deic.

'Opwc ja doÔme, ta dekadik� anaptÔgmata dÐnoun mia polÔ kal  kai eÔlhpth kata-
skeu  twn pragmatik¸n arijm¸n. Up�rqoun k�poiec enoqlhtikèc leptomèreiec, ìpwc
h an�gkh na metafèroume yhfÐa   na tautÐzoume ton 0.9999999 . . . me ton 1. EpÐshc,
up�rqei k�ti to musthri¸dec se sqèsh me thn epilog  tou arijmoÔ 10 (ìpwc kai me
thn protÐmhsh mac se opoiond pote �llo arijmì, an kai o 2 ja  tan Ðswc h kalÔterh
epilog ). Gia touc lìgouc autoÔc, h kataskeu  mac den eÐnai aisjhtik� �rtia ìpwc
k�poiec �llec. 'Eqei ìmwc to pleonèkthma, gia touc arq�riouc, ìti brÐsketai pio
kont� sthn eikìna pou  dh èqoun gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc.

Gia na xekin soume, orÐzoume ton dekadikì arijmì me ton profan  trìpo, san
mia peperasmènh akoloujÐa stoiqeÐwn tou sunìlou {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} h opoÐa
akoloujeÐtai apì mia upodiastol  kai apì mia �peirh akoloujÐa stoiqeÐwn tou su-
nìlou {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. O orismìc den eÐnai akìma pl rhc, afoÔ prèpei na
dieukrinÐsoume ìti merik� apì aut� ta antikeÐmena tautÐzontai: gia par�deigma, o
0124.383478 . . . eÐnai o Ðdioc arijmìc me ton 124.383478 . . . (an bebaÐwc upojèsoume
ìti oi akoloujÐec suneqÐzoun me ton Ðdio trìpo) kai o 1.99999999 . . . eÐnai o Ðdioc
arijmìc me ton 2. (Parepiptìntwc, gia to teleutaÐo autì par�deigma, den èqei nìh-
ma na fèrete antirr seic, afoÔ dÐnw orismì. Mpor¸ na d¸sw ìpoion orismì jèlw,
kai eÐnai epilog  mou na orÐsw rht� ìti 1.99999999 . . . = 2 kai ìti to Ðdio isqÔei
opoted pote o arijmìc mou {katal gei} se mia �peirh alusÐda apì enni�ria).

'Eqw loipìn orÐsei to sÔnolo twn arijm¸n mou. Gia na to k�nw pl rwc dia-
tetagmèno s¸ma, prèpei na orÐsw thn di�taxh, na exhg sw p¸c prosjètw kai p¸c
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pollaplasi�zw dekadikoÔc arijmoÔc, kai na apodeÐxw ìti ta axi¸mata tou s¸matoc,
ta axi¸mata thc di�taxhc kai to axÐwma thc plhrìthtac ikanopoioÔntai ìla. To pr¸-
to er¸thma loipìn eÐnai: p¸c prosjètoume dÔo dekadik� anaptÔgmata? H ap�nthsh
eÐnai apl , gia na thn exhg sw ìmwc prèpei na eis�gw k�poion sumbolismì. An mou
d¸soun ènan dekadikì arijmì x, ja gr�fw x(n) gia ton peperasmèno dekadikì arij-
mì pou prokÔptei an perikìyw ton x sthn n-ost  jèsh met� thn upodiastol . Gia
par�deigma, an o x eÐnai h tetragwnik  rÐza tou dÔo, tìte x(1) = 1.4, x(2) = 1.41
kai x(3) = 1.414. An kai den èqei idiaÐterh shmasÐa, ac sumfwn soume ìti an o x
gr�fetai me dÔo trìpouc, eÐte san dekadikìc pou katal gei se mia �peirh alusÐda
apì enni�ria   san dekadikìc pou katal gei se mia �peirh alusÐda apì mhdenik�, tìte
protimoÔme ta enni�ria � mìno kai mìno gia na mhn up�rqei amfibolÐa gia ton trìpo
orismoÔ tou x(n).

Gia na prosjèsoume touc x kai y, to pr¸to mac b ma eÐnai na jewr soume thn
akoloujÐa twn peperasmènwn dekadik¸n anaptugm�twn x(1) + y(1), x(2) + y(2),
x(3) + y(3) kai ta loip�. Ac doÔme ti sumbaÐnei an epilèxoume x = y = π =
3.141592653589793 . . .. Tìte, oi pr¸toi ìroi thc akoloujÐac eÐnai oi

6.2, 6.28, 6.282, 6.2830, 6.28318, 6.283184, 6.2831852, 6.28318530, 6.283185306,
6.2831853070, 6.28318530716, 6.283185307178, 6.2831853071794, 6.28318530717958,
6.283185307179586, . . ..

T¸ra, an mac d¸soun ènan ìro aut c thc akoloujÐac, den mporoÔme p�nta na
proqwr soume ston epìmeno me apl  prosj kh enìc yhfÐou sto tèloc, giatÐ meri-
kèc forèc prèpei na tropopoi soume èna   perissìtera apì ta prohgoÔmena yhfÐa.
Gia par�deigma, met� apì ton 6.282 den  rje o 6.282t gia k�poio yhfÐo t, all� o
6.2830. EÐnai ìmwc mia apl  �skhsh na deÐxete ìti, sthn di�rkeia thc diadikasÐac,
kanèna yhfÐo den tropopoieÐtai perissìterec apì mÐa forèc. O kanìnac loipìn gia
na prosdiorÐsoume ton dekadikì arijmì x + y eÐnai o ex c. To n-ostì yhfÐo tou
x + y eÐnai to n-ostì yhfÐo tou x(n) + y(n), ektìc an tropopoihjeÐ k�poia stigm 
argìtera, opìte eÐnai to n-ostì yhfÐo tou x(m) + y(m), ìpou m > n eÐnai h pr¸th
(kai monadik ) stigm  kat� thn opoÐa to n-ostì yhfÐo metab�lletai.

MporoÔme na aplousteÔsoume aut n thn perigraf  an orÐsoume mia ènnoia orÐou,
kat�llhlh gia to plaÐsio sto opoÐo douleÔoume. Ac parathr soume pr¸ta ìti eÐnai
eÔkolo na orÐsoume di�taxh gia touc dekadikoÔc arijmoÔc. O x eÐnai mikrìteroc apì
ton y an o x(n) eÐnai mikrìteroc apì ton y(n) gia k�poion n. (Ed¸ èqei shmasÐa to
ìti èqoume orÐsei kal� ton x(n)). Ac upojèsoume t¸ra ìti èqoume mia mh-fjÐnousa
akoloujÐa (x1, x2, x3, . . .) apì dekadikoÔc arijmoÔc (an ta anaptÔgmata touc eÐnai
peperasmèna mporoÔme na ta k�noume �peira prosjètontac mhdenik� sto tèloc).
Tìte, gia k�je n h akoloujÐa (x1(n), x2(n), x3(n), . . .) eÐnai ki aut  mh-fjÐnousa.
(EÐnai h Ðdia akoloujÐa me thn prohgoÔmenh, èqoume ìmwc perikìyei ta p�nta sto
n-ostì dekadikì yhfÐo.) Aut  h akoloujÐa, eÐte ja metab�lletai �peirec forèc,
opìte eÐnai fanerì ìti h akoloujÐa (x1(n), x2(n), x3(n), . . .) den eÐnai fragmènh, �ra
kai h (x1, x2, x3, . . .),   ja metab�lletai peperasmènec to pl joc forèc, opìte telik�
stamat�ei na metab�lletai kai gÐnetai èna stajerì peperasmèno dekadikì an�ptugma
pou termatÐzetai sthn n-ost  jèsh. 'Ara, gia k�je fragmènh mh-fjÐnousa akoloujÐa
(x1, x2, x3, . . .) ìlec oi akoloujÐec (x1(n), x2(n), x3(n), . . .) eÐnai telik� stajerèc.
An orÐsoume san y(n) ekeÐno to peperasmèno dekadikì an�ptugma sto opoÐo telik�
stajeropoieÐtai h (x1(n), x2(n), x3(n), . . .), tìte gia k�je m > n h akoloujÐa y(m)
xekin�ei me thn akoloujÐa y(n). Epomènwc, ta peperasmèna dekadik� anaptÔgmata
y(1), y(2), . . . eÐnai ta arqik� komm�tia k�poiou dekadikoÔ arijmoÔ y. Autìc o y lème
ìti eÐnai to ìrio thc (x1, x2, x3, . . .).
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O parap�nw orismìc ousiastik� perièqei mia apìdeixh tou isqurismoÔ ìti to
axÐwma thc plhrìthtac isqÔei gia touc dekadikoÔc arijmoÔc, sth morf  tou ìti mo-
nìtonec kai fragmènec akoloujÐec sugklÐnoun. (Autì pou den èqw k�nei eÐnai na
deÐxw ìti h parap�nw ènnoia orÐou sumfwneÐ me thn sunhjismènh. Autì ìmwc den
eÐnai polÔ dÔskolo.) T¸ra, mpor¸ polÔ apl� na orÐsw to �jroisma x + y san to
ìrio thc fragmènhc mh-fjÐnousac akoloujÐac x(1) + y(1), x(2) + y(2), x(3) + y(3),
. . .. (Gia thn akrÐbeia, mporeÐ merikèc forèc na fjÐnei an k�poioc apì touc x kai y
eÐnai arnhtikìc. Gia dosmènouc arnhtikoÔc arijmoÔc ja mporoÔsame na prosjèsoume
dÔo akeraÐouc ¸ste na touc k�noume jetikoÔc, na prosjèsoume ekeÐnouc touc nèouc
arijmoÔc kai met� na afairèsoume xan� touc dÔo akeraÐouc. DeÐte pio k�tw gia mia
diaforetik  sÔmbash.)

P¸c ja mporoÔsame t¸ra na deÐxoume ìti h prìsjesh eÐnai prosetairistik  kai
metajetik ? EÐnai polÔ eÔkolo: gia par�deigma, oi akoloujÐec (x(1) + y(1), x(2) +
y(2), x(3)+y(3), . . .) kai (y(1)+x(1), y(2)+x(2), y(3)+x(3), . . .) eÐnai Ðsec, epomènwc
èqoun to Ðdio ìrio. Parìmoia parat rhsh dikaiologeÐ thn prosetairistikìthta. EÐnai
fanerì ìti o 0 eÐnai oudètero stoiqeÐo. H Ôparxh antijètwn eÐnai lÐgo pio polÔplokh
lìgw twn problhm�twn pou prokÔptoun ìtan qeirizìmaste arnhtikoÔc arijmoÔc. Ja
mporoÔsame na orÐsoume ìria gia pio genikèc akoloujÐec apì tic aÔxousec. Protim¸
na orÐzw ta �peira dekadik� anaptÔgmata wc ex c: xekin�me me ènan akèraio k (jetikì
  arnhtikì) kai prosjètoume mia upodiastol  kai met� mia �peirh alusÐda s pou
apoteleÐtai apì arijmoÔc apì ton 0 wc ton 9. Autì anaparist� ton arijmì k + 0.s.
Gia par�deigma, me (−2).386 . . . anaparist¸ ton arijmì pou �lloc ja ègrafe sth
morf  −1.613 . . .. Tìte, o antÐstrofoc tou n.s1s2s3 . . . eÐnai o (−(n+1)).t1t2t3 . . .,
ìpou k�je ti isoÔtai me 9−si. Den eÐnai dÔskolo na elègxete ìti to �jroisma aut¸n
twn dÔo arijm¸n eÐnai o (−1).9999999 . . . pou isoÔtai me mhdèn.

O pollaplasiasmìc orÐzetai me ton Ðdio trìpo. Gia jetikoÔc x kai y orÐzoume san
xy to ìrio thc fragmènhc mh-fjÐnousac akoloujÐac x(n)y(n), kai katìpin orÐzoume
ton (−x)y na isoÔtai me −(xy) kai ta loip�. Gia na zwntanèyoume lÐgo ton orismì, ac
prospaj soume na uy¸soume sto tetr�gwno ton π. O orismìc mac lèei ìti prèpei
na uy¸soume sto tetr�gwno ton π(n) gia oloèna megalÔtera n, kai ìti tìte ja
doÔme ìlo kai pio poll� yhfÐa tou dekadikoÔ anaptÔgmatoc na stajeropoioÔntai
stadiak� kai na paramènoun stajer�. Ac doÔme tic pr¸tec tèsseric timèc: π(1)2 =
3.12 = 9.61, π(2)2 = 3.142 = 9.8596, π(3)2 = 3.1412 = 9.865881, π(4)2 = 3.14152 =
9.86902225. AfoÔ 3.14162 = 9.86965056, gnwrÐzoume  dh ìti ta pr¸ta trÐa yhfÐa
met� thn upodiastol  èqoun p�rei tic telikèc timèc touc. Autèc oi telikèc timèc eÐnai
ex orismoÔ ta yhfÐa tou π2.

Den eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume ìti o pollaplasiasmìc pou orÐsame eÐnai pro-
setairistikìc kai metajetikìc, kai ìti o 1 eÐnai oudètero stoiqeÐo. Gia mia akìma
for�, ta antÐstrofa stoiqeÐa parousi�zoun perissìtera prob mata, ìqi ìmwc polÔ
perissìtera. Ac prospaj soume, p�li, na k�noume touc upologismoÔc se mia su-
gkekrimènh perÐptwsh � gia ton π. 'Enac fusiologikìc trìpoc na to k�noume ja
 tan paÐrnontac touc antÐstrofouc twn π(n), oi opoÐoi ja  tan �peira dekadik� a-
naptÔgmata, kai na touc doÔme na sugklÐnoun stadiak�. Ja paÐrname mia fjÐnousa,
antÐ gia aÔxousa, akoloujÐa, ja  tan ìmwc eÔkolo na epekteÐnoume ton orismì tou
orÐou ¸ste na antimetwpÐsoume aut n thn diafor�. Enallaktik�, ja mporoÔsame na
orÐsoume san π[n] to mikrìtero dekadikì an�ptugma pou eÐnai megalÔtero apì π kai
telei¸nei sto n-ostì yhfÐo, opìte h akoloujÐa 1/π[n] ja  tan t¸ra aÔxousa. Mia
�llh dunatìthta ja  tan na orÐsoume san r(n) to megalÔtero dekadikì an�ptugma
pou telei¸nei sto n-ostì yhfÐo kai ikanopoieÐ thn anisìthta r(n)π < 1. 'Oloi au-
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toÐ oi trìpoi douleÔoun, an kai qrei�zetai k�poia prosp�jeia gia na deÐxoume ìti o
arijmìc pou prokÔptei sto tèloc dÐnei st� al jeia 1 ìtan pollaplasiasteÐ me ton π.

2. H Ôparxh thc tetragwnik c rÐzac tou dÔo.

ElpÐzw, an kai sthn suz thsh pou prohg jhke den d¸same pl reic apodeÐxeic,
ìti èqw d¸sei arketèc leptomèreiec ¸ste na peisteÐte ìti up�rqoun fusiologikoÐ
orismoÐ gia thn prìsjesh, ton pollaplasiasmì kai thn di�taxh twn dekadik¸n arij-
m¸n, kai ìti me autoÔc touc orismoÔc to sÔnolo twn dekadik¸n arijm¸n gÐnetai èna
pl rwc diatetagmèno s¸ma. Ac doÔme t¸ra mia {aploðk } prosèggish thc Ôparxhc
thc tetragwnik c rÐzac tou dÔo.

'Enac lìgoc gia ton opoÐo faÐnetai profanèc ìti h tetragwnik  rÐza tou dÔo
up�rqei, eÐnai ìti mporoÔme na thn upologÐsoume san dekadikì an�ptugma. An èqete
breÐ k�poia pr¸ta yhfÐa, tìte to epìmeno ja eÐnai o megalÔteroc akèraioc apì 0 wc
9 gia ton opoÐo to tetr�gwno tou arijmoÔ pou prokÔptei eÐnai mikrìtero apì dÔo.
Gia par�deigma, 1.42 = 1.96 < 2 kai 1.52 = 2.25 > 2, �ra to pr¸to yhfÐo met� thn
upodiastol  eÐnai to 4. Katìpin, afoÔ 1.412 < 2 kai 1.422 > 2, blèpoume ìti to
epìmeno yhfÐo eÐnai to 1, kai oÔtw kajex c.

Ja deÐxw t¸ra ìti aut  h idèa eÐnai h b�sh gia mia pl rh kai swst  apìdeixh
thc Ôparxhc thc tetragwnik c rÐzac tou dÔo. Pr¸ta ap� ìla, an èqoume orÐsei
touc pragmatikoÔc arijmoÔc san dekadikoÔc arijmoÔc, tìte h diadikasÐa pou mìlic
perigr�yame orÐzei monos manta k�poion pragmatikì arijmì. Gia thn akrÐbeia, eÐnai
o monadikìc dekadikìc arijmìc x gia ton opoÐo isqÔei to ex c: gia k�je n èqoume
x(n)2 < 2 kai (x(n)+10−n)2 > 2. Autì bebaÐwc den apodeiknÔei pl rwc ìti o 2 èqei
tetragwnik  rÐza, giatÐ mporeÐ to tetr�gwno autoÔ tou x, pou orÐzetai monos manta,
na mhn isoÔtai me 2.

Sac faÐnetai asteÐo? Den eÐnai fanerì ìti to tetr�gwno tou x isoÔtai me 2?
H al jeia eÐnai ìti den eÐnai kajìlou fanerì, den eÐnai ìmwc kai dÔskolo na to
apodeÐxoume. IdoÔ èna epiqeÐrhma pou douleÔei. An koit�xete pÐsw ston orismì
tou pollaplasiasmoÔ dekadik¸n arijm¸n, ja deÐte ìti autì pou prèpei na deÐxoume
eÐnai ìti, kaj¸c to n aux�nei, o x(n)2 eÐnai ènac dekadikìc arijmìc pou sqhmatÐzetai
apì ton 1 akoloujoÔmeno apì mia upodiastol  akoloujoÔmenh apì mia alusÐda apì
enni�ria thc opoÐac to mlhkoc aux�nei sto �peiro kaj¸c to n aux�nei sto �peiro.
Sunep¸c, to tetr�gwno tou x ja eÐnai (ex orismoÔ) o 1.99999999999 . . . o opoÐoc (ex
orismoÔ) isoÔtai me 2.

Ac doÔme loipìn giatÐ mporeÐ kaneÐc na epilèxei n ètsi ¸ste h alusÐda twn 9
ston x(n)2 na èqei m koc toul�qiston 100. Qontrik�, to epiqeÐrhma eÐnai to ex c.
An jèsoume n = 101, tìte x(n)2 < 2 en¸ (x(n) + 10−101)2 > 2. 'Omwc, oi x(n) kai
x(n) + 10−101 diafèroun mìno kat� 10−101, ap� ìpou èpetai, met� apì ènan sÔntomo
upologismì, ìti oi x(n)2 kai (x(n) + 10−101)2 diafèroun ligìtero apì 10−100. Apì
autì èpetai ìti x(n)2 > 2− 10−100, ìpwc jèlame.

O sÔntomoc upologismìc phgaÐnei k�pwc ètsi: h diafor� twn (y+c)2 kai y2 eÐnai
2cy + c2. An y = x(n) < 2 kai c < 10−101, tìte aut  h posìthta eÐnai mikrìterh
apì 10−100. Profan¸c, an�logoc upologismìc deÐqnei ìti an jèlete mia alusÐda apì
m enni�ria, mporeÐte na to katafèrete me ton x(m + 1) (o opoÐoc, apl¸c gia na to
jumÐsoume, eÐnai to arqikì komm�ti tou dekadikoÔ anaptÔgmatoc thc tetragwnik c
rÐzac tou dÔo to opoÐo paÐrnoume an stamat soume sto (m + 1)-ostì yhfÐo).
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3. SuneqeÐc sunart seic kai dekadikoÐ arijmoÐ.

MÐa apì tic sunhjismènec apodeÐxeic gia thn Ôparxh thc tetragwnik c rÐzac tou
dÔo eÐnai h akìloujh. H sun�rthsh f(x) = x2 eÐnai suneq c, èqoume f(1) < 2
kai f(2) > 2, opìte apì to je¸rhma endi�meshc tim c up�rqei x ¸ste f(x) = 2.
Exet�zontac thn apìdeixh tou jewr matoc endi�meshc tim c blèpoume ìti tautìqrona
prosdiorÐzei thn tim  tou x: eÐnai to supremum tou sunìlou A twn pragmatik¸n
arijm¸n y pou ikanopoioÔn thn y2 < 2. K�je b ma aut c thc gnwst c apìdeixhc
èqei to antÐstoiqo tou sto epiqeÐrhma pou mìlic èdwsa mèsw twn dekadik¸n arijm¸n.
Ac to doÔme pio analutik�.
(a) Gia na orÐsw ton dekadikì arijmì x, èkana to dekadikì tou an�ptugma ìso pio
meg�lo mporoÔsa, frontÐzontac mìno o x(n)2 na eÐnai mikrìteroc apì 2. Autì anti-
stoiqeÐ fusiologik� sto na p�rei kaneÐc to supremum tou sunìlou A pou orÐsame
pio p�nw. MporoÔme na k�noume thn antistoiqÐa akìma pio sten  an xanaorÐsoume
thn ènnoia tou supremum mèsw twn dekadik¸n arijm¸n. Gia na to k�noume autì,
jewroÔme tuqìn sÔnolo B dekadik¸n arijm¸n pou na eÐnai �nw fragmèno, kai orÐ-
zoume ton arijmì x = sup(B) jètontac san x(n) to mègisto twn y(n) ìpou y ∈ B.
Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti o x(m) eÐnai arqikì komm�ti tou x(n) an m < n,
ìpwc ja èprepe, kai ìti o dekadikìc arijmìc x pou prokÔptei eÐnai to el�qisto �nw
fr�gma tou sunìlou B (profan¸c o x(n) prèpei na eÐnai toul�qiston tìso meg�loc
ìso ìloi oi y(n) gia na eÐnai o x �nw fr�gma, kai exÐsou profan¸c, an, gia k�je
n, o x(n) eÐnai tìso meg�loc ìso ìloi oi y(n), tìte o x eÐnai �nw fr�gma). 'Etsi,
eÐnai eÔkolo na deÐxoume to axÐwma tou elaqÐstou �nw fr�gmatoc gia to s¸ma pou
kataskeu�same. EÐnai epÐshc eÔkolo na diapist¸soume ìti an orÐsoume san B to
sÔnolo ìlwn twn dekadik¸n arijm¸n pou èqoun tetr�gwna mikrìtera apì 2, tìte to
sup(B) ja eÐnai akrib¸c to Ðdio me ton dekadikì arijmì pou orÐsame nwrÐtera.
(b) 'Otan èdeixa ìti mporoÔme na k�noume thn alusÐda twn 9 osod pote makri� jèlou-
me, qrhsimopoÐhsa to gegonìc ìti mia metabol  k�pou arg� sto dekadikì an�ptugma
enìc arijmoÔ x èqei polÔ mikr  epÐdrash sthn tim  tou x2. Autì eÐnai ousiastik�
to Ðdio me to na lèw ìti h sun�rthsh f(x) = x2 eÐnai suneq c, kai o upologismìc
pou èkana  tan o sunhjismènoc upologismìc pou apaiteÐtai gia na elègxoume thn
sunèqeia thc f (toul�qiston sto di�sthma 1 < x < 2).

Me thn gl¸ssa twn dekadik¸n arijm¸n, poi�  tan h idiìthta thc sun�rthshc
f(x) = x2 pou epètreye sto epiqeÐrhma mac na doulèyei? 'Htan h ex c. Gia k�je
dosmèno m up�rqei n ¸ste, gia na upologÐsoume thn tim  f(x) me akrÐbeia thc t�xhc
tou 10−m na eÐnai arketì na gnwrÐzoume ton x mèqri to n-ostì yhfÐo met� thn
upodiastol  � dhlad , na gnwrÐzoume ton x(n). Aut  eÐnai mia apl  anadiatÔpwsh
tou orismoÔ thc sunèqeiac sthn gl¸ssa twn dekadik¸n arijm¸n.

4. To je¸rhma endi�meshc tim c.

Qrhsimopoi¸ntac autìn ton orismì, ac prospaj soume na apodeÐxoume to je¸-
rhma endi�meshc tim c koun¸ntac ta qèria. Gia to skopì autì, ac upojèsoume ìti f
eÐnai mia suneq c sun�rthsh apì to di�sthma [a, b] sto R, me f(a) < c kai f(b) > c.
P¸c ja mporoÔsame na prospaj soume na broÔme x gia to opoÐo f(x) = c? GiatÐ na
mhn prospaj soume na to k�noume akrib¸c ìpwc to k�name ìtan f(x)  tan h x2 kai
c  tan o 2? Ja xekinoÔsame loipìn brÐskontac ton megalÔtero dunatì x(1) gia ton
opoÐo f(x(1)) < c, kai met� ton megalÔtero dunatì x(2) pou arqÐzei ìpwc o x(1)
kai ikanopoieÐ thn f(x(2)) < c, kai oÔtw kajex c. An suneqÐsoume aut n thn dia-
dikasÐa, katal goume na kataskeu�soume ton megalÔtero dunatì dekadikì arijmì x
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pou ikanopoieÐ thn f(x(n)) < c gia k�je n. (Shmei¸ste ìti autì mporeÐ na mhn eÐnai
to supremum tou sunìlou ìlwn twn y gia touc opoÐouc f(y) < c. Me èna elafr¸c
diaforetikì ìmwc epiqeÐrhma, mporoÔme na ft�soume se autìn ton x.) 'Ena aplì epa-
gwgikì epiqeÐrhma deÐqnei ìti gia k�je n èqoume f(x(n)) < c kai f(x(n)+10−n) ≥ c.
AfoÔ h f eÐnai suneq c, gia k�je m mporoÔme na epilèxoume n ¸ste oi f(x(n)) kai
f(x(n) + 10−n) na apèqoun ligìtero apì 10−m apì ton f(x), ap� ìpou èpetai ìti o
f(x) apèqei to polÔ 10−m apì ton c. AfoÔ autì mporoÔme na to k�noume gia k�je
m, o f(x) prèpei na eÐnai Ðsoc me c.

To epiqeÐrhma pou perigr�yame eÐnai mia elafr¸c metamfiesmènh èkdosh miac �l-
lhc sunhjismènhc apìdeixhc tou jewr matoc endi�meshc tim c, h opoÐa qrhsimopoieÐ
diadoqikèc diqotom seic. (MporoÔme, fusik�, na qwrÐzoume ta diast mata mac se
dèka antÐ gia dÔo Ðsa komm�tia.) To gegonìc ìti moi�zei epÐshc polÔ me thn apìdeixh
pou gÐnetai mèsw tou supremum tou {x : f(x) < c} eÐnai mia èndeixh gia to ìti ìlec
oi gnwstèc apodeÐxeic tou jewr matoc eÐnai, telik�, basismènec sthn Ðdia apl  kai
diaisjhtik  idèa.
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