
'Enac di�logoc gia thn anagkaiìthta tou sust matoc
twn pragmatik¸n arijm¸n

W. T. Gowers

'Oloi oi foithtèc pou spoud�zoun Majhmatik� gnwrÐzoun ìti sthn {ierarqÐa}
twn susthm�twn arijm¸n N, Z, Q, R kai C (dhlad , twn fusik¸n, twn akeraÐwn,
twn rht¸n, twn pragmatik¸n kai twn migadik¸n arijm¸n) to megalÔtero poiotik�
{�lma} emfanÐzetai metaxÔ tou Q kai tou R. An jel sei kaneÐc na katano sei se
b�joc touc pragmatikoÔc arijmoÔc, tìte prèpei na skefteÐ p�nw sthn ènnoia tou
orÐou, en¸ ìla ta �lla {�lmata} � akìma kai autì apì to R sto C � gÐnontai
me k�poiouc algebrikoÔc qeirismoÔc. Up�rqei pragmatik� lìgoc na k�noume ìlon
autìn ton kìpo? Pìso {pragmatikoÐ} eÐnai se telik  an�lush oi pragmatikoÐ arijmoÐ?
Ston di�logo pou akoloujeÐ summetèqoun treic fantastikoÐ qarakt rec: o M eÐnai
ènac majhmatikìc pou paÐrnei touc pragmatikoÔc arijmoÔc san k�ti dedomèno, o
S eÐnai ènac skeptikist c pou den eÐnai diatejeimènoc na m�jei k�ti an den peisteÐ
prohgoumènwc ìti autì eÐnai apolÔtwc anagkaÐo, en¸ o F eÐnai ènac proptuqiakìc
foitht c pou prìsfata èmaje tic basikèc arqèc thc An�lushc. Proc to tèloc, ènac
logikìc (o L) prospajeÐ na taktopoi sei th suz thsh.

Pr¸to Mèroc: H an�gkh gia eidikoÔc pragmatikoÔc arijmoÔc

S: KoitoÔsa èna biblÐo majhmatik¸n s mera kai eÐda èna swrì mperdemènec istorÐec
gia diatetagmèna s¸mata, tomèc Dedekind, akoloujÐec Cauchy � ìti ki an  tan aut�.
EÐnai dunatìn na qrei�zetai na ta m�jw ìla aut� mìno kai mìno gia na katal�bw touc
aploÔc arijmoÔc?
M: Ed¸ pou ta lème, oi pragmatikoÐ arijmoÐ den eÐnai tìso aploÐ ìso faÐnontai.
S: Autì eÐnai fanerì, an krÐnw apì to biblÐo pou eÐda, giatÐ ìmwc na k�nw ton kìpo
na asqolhj¸ mazÐ touc?
M: Ti �llo ja mporoÔse na gÐnei? Oi 'Ellhnec nìmizan ìti ja ta kat�fernan me
touc rhtoÔc arijmoÔc kai met� anak�luyan ìti h tetragwnik  rÐza tou dÔo den eÐnai
rhtìc. Me �lla lìgia, an topojet seic ìla ta rht� shmeÐa p�nw se mia eujeÐa, ja
anakalÔyeic ìti èqeic af sei ken�.
S: 'Oqi bèbaia, den ja èqw af sei kanèna.
M: Nai, ja èqeic � gia par�deigma, den ja èqeic sumperil�bei th rÐza tou dÔo.
S: Ma autì den eÐnai {kenì}. EÐnai ènac mìno arijmìc pou èmeine ap� èxw.
M: Ent�xei, lègontac {kenì} den ennooÔsa èna olìklhro di�sthma pou den perièqei
kanènan rhtì arijmì. Apl¸c ennooÔsa ìti ja eÐqec xeq�sei k�poiouc arijmoÔc ìpwc
h rÐza tou dÔo, kaj¸c kai polloÔc �llouc.
S: Ma giatÐ eÐsai tìso sÐgouroc ìti autoÐ oi arijmoÐ up�rqoun st� al jeia? Mil�c
san na anak�luyan oi 'Ellhnec èna antikeimenik� uparktì antikeÐmeno, thn tetragw-
nik  rÐza tou dÔo, to opoÐo den eÐnai rhtìc. 'Omwc, me poi� ènnoia to anak�luyan?
'Eftiaxan èna akribèc tetr�gwno kai mètrhsan th diag¸nio tou? Fusik� ìqi � �peirh
akrÐbeia eÐnai adianìhth. Den èqei nìhma na lème ìti k�poio fusikì antikeÐmeno èqei
�rrhto m koc. MporeÐ o Pl�twnac na pÐsteue se èna ideatì basÐleio gem�to apì
tèleia antikeÐmena, eg¸ ìmwc ìqi.
M: OÔte ki eg¸. Sumfwn¸ me poll� ap� ìsa lec. Sthn pr�xh m�lista den eÐnai
h �peirh akrÐbeia aut  pou eÐnai adÔnath: den mporoÔme na metr soume tÐpota me
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akrÐbeia megalÔterh apì perÐpou dekapènte dekadik� yhfÐa. 'Otan de oi upologistèc
fti�qnoun montèla gia fusikèc katast�seic, arkoÔntai stouc rhtoÔc arijmoÔc gia
na tic proseggÐsoun. NomÐzw ìmwc ìti parexhgeÐc th sqèsh twn majhmatik¸n me
th fusik . O lìgoc gia ton opoÐo eis�goume touc pragmatikoÔc arijmoÔc den eÐnai
epeid  k�poia fusik� antikeÐmena èqoun �rrhta m kh. To k�noume giatÐ mac dÐnoun
èna exairetik� kalì {montèlo} gia to fusikì m koc. Me touc pragmatikoÔc arijmoÔc
ìla douleÔoun �yoga � ki an jèleic mporeÐc na k�neic th sÔgkrish me thn prosomoÐ-
wsh pou gÐnetai ston upologist , ìpou qrei�zetai suneq¸c na k�noume polÔplokec
proseggÐseic.
S: Autì pou lec loipìn eÐnai ìti akìma ki an h tetragwnik  rÐza tou dÔo den èqei
k�poion �meso fusikì lìgo Ôparxhc, parìla aut� eÐnai mia polÔ bolik  majhmatik 
epinìhsh pou mac epitrèpei na mil�me gia ta m kh diagwnÐwn me oikonomikì trìpo?
M: Nai.
S: Na sumfwn sw m� autì, all� den nomÐzw ìti dikaiologeÐ thn Ôparxh olìklhrou
tou sust matoc twn pragmatik¸n arijm¸n. GiatÐ den paÐrneic mìno touc rhtoÔc mazÐ
me merikoÔc akìma shmantikoÔc arijmoÔc ìpwc oi tetragwnikèc rÐzec tou dÔo, tou
trÐa, tou pènte kai oÔtw kajex c?
M: Exart�tai apì to ti ennoeÐc ìtan lec {kai oÔtw kajex c}.
S: Ent�xei, ja èpairna tic tetragwnikèc rÐzec ìlwn twn rht¸n arijm¸n.
M: Autì den eÐnai arketì, gia par�deigma to �jroisma thc tetragwnik c rÐzac tou
dÔo kai thc tetragwnik c rÐzac tou trÐa den eÐnai tetragwnik  rÐza k�poiou rhtoÔ.
S: WraÐa, b�le to ki autì mèsa. B�le mazÐ kai ìla ta ajroÐsmata   ginìmena twn
tetragwnik¸n riz¸n.
M: Kai ti ja k�neic me tic tetragwnikèc rÐzec twn arijm¸n pou prìsjesec? Gia
par�deigma, ja èbazec kai thn

√√
2 +

√
3?

S: Nai, b�le touc ki autoÔc mèsa. Gia na telei¸noume, b�le ìlouc touc arijmoÔc
pou mporeÐc na fti�xeic xekin¸ntac apì touc rhtoÔc arijmoÔc kai qrhsimopoi¸ntac
thn prìsjesh, ton pollaplasiasmì kai thn exagwg  tetragwnik¸n riz¸n.
M: Kai nomÐzeic ìti ja mporoÔsec na z seic me autì to sÔsthma arijm¸n?
S: GiatÐ ìqi? Den blèpw pou eÐnai to prìblhma.
M: Loipìn, pr¸ta ap� ìla den mporeÐc oÔte kan na lÔseic ìlec tic poluwnumikèc
exis¸seic mèsa se autì to sÔsthma. Autì bèbaia den eÐnai kajìlou profanèc, u-
p�rqoun ìmwc polu¸numa pèmptou bajmoÔ me akèraiouc suntelestèc pou den èqoun
rÐzec tic opoÐec na mporeÐc na qtÐseic xekin¸ntac apì touc rhtoÔc arijmoÔc kai qrh-
simopoi¸ntac thn prìsjesh, ton pollaplasiasmì kai thn exagwg  tetragwnik¸n
riz¸n.
S: K�pou to èqw akoÔsei autì, èqei sqèsh me ton Galois?
M: Nai. Gia thn akrÐbeia, h mh epilusimìthta thc exÐswshc pèmptou bajmoÔ apodeÐ-
qthke apì ton Abel, ìmwc o Galois proq¸rhse polÔ parapèra kai mac prosèfere mia
teleÐwc susthmatik  mèjodo an�lushc twn poluwnÔmwn.
F: Gei� sac. M pwc diakìptw?
M: Kajìlou. Prospaj¸ na peÐsw ton S gia thn qrhsimìthta twn pragmatik¸n
arijm¸n. NomÐzw ìti eÐnai ètoimoc na paradeqteÐ ìti qreiazìmaste toul�qiston touc
algebrikoÔc arijmoÔc.
S: PoioÐ eÐnai autoÐ?
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M: EÐnai ìlec oi lÔseic twn poluwnumik¸n exis¸sewn, ìpou ta polu¸numa èqoun
akèraiouc suntelestèc.
S: Nai, den èqw kanèna prìblhma me autoÔc, an kai mou genn jhke mia aporÐa. AfoÔ
up�rqoun exis¸seic pèmptou bajmoÔ pou den mporeÐc na lÔseic me k�poion profan 
trìpo, pwc eÐsai tìso sÐgouroc ìti èqoun lÔseic?
M: 'Iswc o F mporeÐ na mac d¸sei thn ap�nthsh.
F: Nai, mpor¸. To m�jame t¸ra teleutaÐa. Jewr ste to polu¸numo pèmptou
bajmoÔ

P (x) = ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex + f.

QwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti o a eÐnai jetikìc.
Tìte, den eÐnai dÔskolo na deÐxoume ìti an o x eÐnai meg�loc kai jetikìc to Ðdio
isqÔei gia ton P (x), en¸ an o x eÐnai meg�loc kat� apìluth tim  kai arnhtikìc to
Ðdio isqÔei gia ton P (x). Apì to je¸rhma endi�meshc tim c, k�pou an�mesa prèpei
na up�rqei k�poioc x0 gia ton opoÐo P (x0) = 0.
S: K�pou se èqasa. Ti eÐnai autì to je¸rhma endi�meshc tim c?
M: Gia thn ¸ra, den ja sou d¸sw thn akrib  tou diatÔpwsh, nomÐzw ìmwc ìti
mpor¸ na se peÐsw sth sugkekrimènh perÐptwsh. Skèyou lÐgo th grafik  par�stash
tou poluwnÔmou P gia to opoÐo suzht�me. EÐnai suneq c, me thn ènnoia ìti den
parousi�zei apìtoma �lmata. An gia k�poiec timèc tou x brÐsketai k�tw apì ton
orizìntio �xona kai gia k�poiec �llec p�nw apì autìn, tìte k�pou an�mesa ja prèpei
na ton diasqÐsei, epeid  den k�nei �lmata, kai sto shmeÐo pou ton diasqÐzei èqoume
mia lÔsh thc exÐswshc P (x) = 0.
S: To epiqeÐrhma sou eÐnai arket� peistikì. Ac sumperil�boume loipìn ìlouc touc
algebrikoÔc arijmoÔc. Ja mporoÔsa m�lista na sou d¸sw thn �deia polÔ pio prin.
EkeÐno pou den mpor¸ na qwnèyw eÐnai ìlh aut  h par�xenh jewrhtik  antimet¸pish
twn pragmatik¸n arijm¸n.
M: Ja mporoÔsa se autì to shmeÐo na sou upenjumÐsw ìti o e kai o π den eÐnai
algebrikoÐ arijmoÐ. Pr¸ta ìmwc ja prospaj sw na sou exhg sw giatÐ eÐnai aparaÐ-
thth mia pio afhrhmènh, jewrhtik  prosèggish stouc arijmoÔc. Apotelèsmata ìpwc
to je¸rhma endi�meshc tim c den isqÔoun gia touc rhtoÔc arijmoÔc. Gia par�deigma,
h grafik  par�stash thc sun�rthshc x2 − 2 den tèmnei ton orizìntio �xona se rhtì
shmeÐo � kai ìtan arqÐzeic thn prosp�jeia na aitiolog seic autì pou upagoreÔei h
diaÐsjhsh sou, anagk�zesai na epino seic touc pragmatikoÔc arijmoÔc.

DeÔtero Mèroc: H an�gkh gia mia genik  jewrÐa pragmatik¸n
arijm¸n

S: Autì akoÔgetai endiafèron, an kai lÐgo dÔskolo na to fantast¸.
F: Ja  jela ki eg¸ na to katal�bw. Lec ìti o orismìc tou sust matoc twn prag-
matik¸n arijm¸n eÐnai kat� k�poion trìpo epibeblhmènoc?
M: Nai. Enno¸ ìti akìma kai mia basik  ènnoia ìpwc aut  thc sunèqeiac den èqei
polÔ nìhma qwrÐc touc pragmatikoÔc arijmoÔc.
F: GiatÐ autì?
M: Ac jewr soume th sun�rthsh f pou orÐzetai stouc rhtoÔc arijmoÔc apì thn
f(x) = 1 an x2 < 2 kai f(x) = 0 alli¸c. Aut  h sun�rthsh èqei profan¸c �lmata
sta shmeÐa ±√2 (fusik�, den lèw ìti autoÐ eÐnai rhtoÐ arijmoÐ) kai ìmwc, sÔmfwna
me ton orismì thc sunèqeiac, h f eÐnai suneq c sun�rthsh.
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F: Gia na to doÔme autì. Loipìn, an o x eÐnai rhtìc tìte den eÐnai Ðsoc me ±√2, �ra
perièqetai se k�poio mikrì di�sthma sto opoÐo h f eÐnai stajer . Sunep¸c h f eÐnai
suneq c sto x. To Ðdio isqÔei gia ìlouc touc rhtoÔc x, �ra h f eÐnai suneq c.
S: Ma ti eÐnai aut� pou lète? H sun�rthsh pou orÐsate èqei dÔo wraiìtata meg�la
�lmata ki eseÐc lète ìti eÐnai suneq c?
M: FaÐnetai lig�ki par�xeno sthn arq , to jèma eÐnai ìmwc ìti h sunèqeia orÐzetai
san topik  idiìthta. Diaisjhtik�, mia sun�rthsh f eÐnai suneq c sto x an to f(y)
eÐnai kont� sto f(x) ìtan to y eÐnai kont� sto x. Katìpin lème ìti h sun�rthsh
eÐnai suneq c an eÐnai suneq c se k�je x.
S: Prèpei na to skeft¸ lÐgo, autì ìmwc pou mpor¸ sÐgoura na pw eÐnai ìti an o
orismìc sac k�nei suneq  aut  th sun�rthsh, tìte den eÐnai kai polÔ kalìc orismìc.
M: EÐnai logikì na skèftesai ètsi, sthn pragmatikìthta ìmwc eÐnai ènac exairetik�
kalìc orismìc. Den sumpÐptei akrib¸c me thn diaisjhtik  mac antÐlhyh gia to ti
ja èprepe na eÐnai mia suneq c sun�rthsh � k�ti san mia sun�rthsh pou mporeÐc na
sqedi�seic th grafik  thc par�stash qwrÐc na qreiasteÐ na shk¸seic to molÔbi sou
apì to qartÐ � eÐnai ìmwc arket� apotelesmatikìc se aut  thn kateÔjunsh, kai p�nw
apì ekatì qrìnia peÐrac èqoun deÐxei ìti eÐnai o {swstìc} trìpoc na tupopoi seic
aut  thn idèa.
F: Mia stigm , nomÐzw ìti o S èqei k�poio dÐkio ed¸. O orismìc thc sunèqeiac eÐnai
ftiagmènoc gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc, den deÐqnei loipìn thn anep�rkeia twn
rht¸n arijm¸n to gegonìc ìti odhgeÐ se perÐerga apotelèsmata ekeÐ. P¸c xèreic ìti
den up�rqei k�poioc austhrìc orismìc pou na douleÔei kalÔtera stouc rhtoÔc?
M: MporeÐc na mou perigr�yeic ènan?
F: To prìblhma pou eÐqame me to �lma sthn

√
2  tan ìti den mac epitrepìtan na

poÔme autì pou ìloi xèroume ìti sumbaÐnei � ìti h sun�rthsh èqei �lma sto shmeÐo√
2. An rÐxoume mia mati� sth grafik  par�stash ja to doÔme amèswc. Den ja

mporoÔsame na to perigr�youme lègontac ìti apì th mia pleur� h sun�rthsh eÐnai
meg�lh kai apì thn �llh pleur� eÐnai xafnik� mikr ?
M: Kai ti ennoeÐc ìtan lec {xafnik�}?
F: Ac poÔme ìti gia k�je δ > 0 up�rqei èna zeug�ri arijm¸n x, y gia touc opoÐouc
|x− y| < δ, ìmwc f(x) = 1 kai f(y) = 0. Dhlad , oi x kai y eÐnai kont�, en¸ oi f(x)
kai f(y) den eÐnai kont�.
S: Autì perÐpou skeftìmouna ki eg¸. MporeÐc na èqeic �lma parìlo pou autì to
�lma den sumbaÐnei se k�poio rhtì shmeÐo.
M: MporeÐc loipìn na mou peÐc poiìc akrib¸c eÐnai o orismìc sou?
F: FaÐnetai ìti up�rqoun pollèc dunatìthtec. An autì pou jèloume eÐnai na a-
pofÔgoume na esti�soume se èna mìno shmeÐo (giatÐ to shmeÐo pou ja jèlame na
koit�xoume mporeÐ na eÐnai �rrhto) tìte ja mporoÔsame na lème ìti h f eÐnai suneq c
an gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste na èqoume |f(x) − f(y)| < ε opoted pote
|x− y| < δ.
M: Autìc o orismìc pou èdwsec eÐnai st� al jeia austhrìc orismìc, ìmwc eÐnai o
orismìc thc omoiìmorfhc sunèqeiac, pou eÐnai ènnoia isqurìterh apì thn ènnoia thc
sunèqeiac, ìso ki an den faÐnetai amèswc h diafor�.
F: Lec loipìn ìti up�rqoun suneqeÐc sunart seic pou me autìn ton orismì den ja
tic logari�zame san suneqeÐc?
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M: Nai, up�rqoun pollèc. Gia par�deigma, h x2 orismènh sto sÔnolo ìlwn twn
rht¸n.
F: Kat�laba. Ja sou d¸sw loipìn ènan �llo orismì qrhsimopoi¸ntac akoloujÐec.
Ja jèlame na lème ìti h f eÐnai suneq c an to f(xn) teÐnei sto f(x) ìtan to xn teÐnei
sto x, autì ìmwc ja odhgoÔse sto gnwstì prìblhma ìti to x gia to opoÐo mil�me
mporeÐ na mhn eÐnai rhtì. Den mporoÔme ìmwc na mil�me gia akoloujÐec pou ja èprepe
na {sugklÐnoun} qwrÐc na mil�me gia to ìriì touc? M�jame tic pro�llec ènan wraÐo
trìpo gia na to k�noume � tic akoloujÐec Cauchy. Me autèc mporeÐ kaneÐc na d¸sei
ènan kalì orismì gia akoloujÐec rht¸n pou {sugklÐnoun, ìqi ìmwc anagkastik� se
rhtì}. Na poÔme loipìn ìti h f eÐnai suneq c an apeikonÐzei akoloujÐec Cauchy se
akoloujÐec Cauchy?
M: NomÐzw ìti oÔte autì douleÔei. Gia par�deigma, p�re san f(x) thn 1/x sto
sÔnolo twn gnhsÐwc jetik¸n rht¸n. Aut  eÐnai suneq c, ìmwc h akoloujÐa Cauchy
(1/n) apeikonÐzetai sthn akoloujÐa (n) pou den eÐnai Cauchy.
F: Nai, all� den douleÔei gia ekeÐnec toul�qiston tic sunart seic pou orÐzontai
se olìklhro to sÔnolo twn rht¸n? Ac upojèsoume ìti h f eÐnai o periorismìc sto
Q miac suneqoÔc sun�rthshc pou orÐzetai sto R. Tìte, apeikonÐzei sugklÐnousec
akoloujÐec se sugklÐnousec akoloujÐec. 'Omwc sugklinousec kai Cauchy eÐnai to
Ðdio pr�gma, �ra apeikonÐzei akoloujÐec Cauchy se akoloujÐec Cauchy. AntÐstrofa,
an h f apeikonÐzei to Q sto Q (  akìma to Q sto R) kai phgaÐnei tic akoloujÐec
Cauchy se akoloujÐec Cauchy, tìte mporoÔme na epekteÐnoume ton orismì thc sto
R wc ex c. An mac d¸soun ènan pragmatikì arijmì x, jewroÔme mia akoloujÐa (xn)
rht¸n pou sugklÐnei sto x kai met� apeikonÐzoume to x sto ìrio thc (f(xn)). Autì
up�rqei giatÐ eÐnai akoloujÐa Cauchy � ki autì me th seir� tou prokÔptei apì to
gegonìc ìti h (xn) eÐnai Cauchy. EpÐshc, h tim  pou epilèxame san f(x) eÐnai kal�
orismènh, alli¸c ja mporoÔsame na b�loume dÔo akoloujÐec mazÐ kai na katal xoume
se antÐfash me thn idiìthta pou upojèsame ìti èqei h f .
M: Aut� pou lec eÐnai swst�, kai douleÔoun gia sunart seic pou orÐzontai se k�-
poio kleistì di�sthma rht¸n arijm¸n. Den mou arèsoun ìmwc kai polÔ, giatÐ basik�
b�zeic mèsa touc pragmatikoÔc arijmoÔc apì thn pÐsw pìrta. Sto tèloc - tèloc, ènac
pragmatikìc arijmìc den eÐnai mia akoloujÐa Cauchy rht¸n? Gia na epistrèyoume
sth sun�rthsh pou phdoÔse sto

√
2, autì pou proteÐneic eÐnai na apokalÔyoume thn

{asunèqeia} thc sun�rthshc kataskeu�zontac mia akoloujÐa rht¸n pou sugklÐnei
sto

√
2 kai paÐrnei enall�x timèc megalÔterec kai mikrìterec apì

√
2, opìte efarmì-

zontac thn f se aut n thn akoloujÐa paÐrnoume enall�x 0 kai 1. Met�, upokrÐnesai
ìti o

√
2 den up�rqei kai apl¸c anafèreic ìti h akoloujÐa sou eÐnai Cauchy. 'Ola

aut� eÐnai ènac teqnhtìc trìpoc gia na mhn peÐc ti pragmatik� sumbaÐnei.
S:Ma, ki ìtan esÔ èlegec ìti h f eÐnai suneq c me epiqeÐrhma ìti den sou epitrepìtan
na mil seic gia to shmeÐo sto opoÐo gÐnetai to �lma, me teqnhtì trìpo apèfeugec na
peÐc ti pragmatik� sumbaÐnei.
F: Na sac d¸sw ki �llon orismì. An mac d¸soun mia akoloujÐa In egkibwtismènwn
kleist¸n diasthm�twn rht¸n arijm¸n me m kh pou teÐnoun sto mhdèn, koit�me tic
eikìnec touc f(In). Gia na lème ìti h f eÐnai suneq c ja jèlame h tom  twn f(In)
na eÐnai ken    monosÔnolo.
M: OÔte autì mou arèsei, gia ton Ðdio lìgo. Autì pou dÐneic eÐnai mia perigraf  tou
pragmatikoÔ arijmoÔ � h tom  twn In � qwrÐc na to paradèqesai.
S: An mou epitrèpeic, h st�sh sou eÐnai polÔ par�xenh. EÐsai prìjumoc na k�neic
èna polÔ teqnhtì kai afÔsiko b ma kai na orÐseic ton pragmatikì arijmì san mia
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kl�sh isodunamÐac akolouji¸n Cauchy apì rhtoÔc   apì kat�llhlec akoloujÐec
egkibwtismènwn diasthm�twn, kai met� kathgoreÐc em�c giatÐ den enjousiazìmaste
me ton orismì sou. Ti eÐnai pio teqnhtì? Na d¸seic ènan aplì orismì thc sunèqeiac
mèsw akolouji¸n Cauchy   na parasurjeÐc tìso makri� pou na arqÐseic na pisteÔeic
ìti oi akoloujÐec Cauchy eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ?
F: En p�sei peript¸sei, giatÐ den epistrèfoume s� autì pou eÐpa sthn arq ? T¸ra
jum jhka ìti ìlec oi suneqeÐc sunart seic eÐnai omoiìmorfa suneqeÐc an tic pe-
riorÐsoume se èna fragmèno kleistì di�sthma. GiatÐ loipìn den orÐzoume ìti mia
sun�rthsh f apì to Q sto Q eÐnai suneq c an o periorismìc thc se k�je fragmèno
kleistì di�sthma eÐnai omoiìmorfa suneq c? Jèlw na p¸, autì pou eÐpa prin eÐnai
mia qar� an mil�me gia peperasmèna komm�tia tou Q. Kai t¸ra, den blèpw me poiì
trìpo mpaÐnoun sth suz thsh metamfiesmènoi oi pragmatikoÐ arijmoÐ.
M: 'Iswc èqeic dÐkio. Ent�xei, p¸c ja ìrizec t¸ra thn paragwgisimìthta?
F: Ac jewr soume loipìn mia sun�rthsh pou eÐnai, na to poÔme ètsi, paragwgÐsimh
all� {den ja èprepe} na eÐnai. Na p�roume thn f(x) = max{x2− 2, 0}? Jèlw na p¸
ìti aut  h sun�rthsh f den eÐnai st� al jeia paragwgÐsimh giatÐ den proseggÐzetai
apì grammik  kont� sthn

√
2. Gia na to deÐxw, ja mporoÔsa na kataskeu�sw eÔkola

èna zeug�ri rht¸n akolouji¸n (an) kai (bn) pou sugklÐnoun sthn
√

2 apì p�nw kai
apì k�tw antÐstoiqa, ètsi ¸ste h (f(bn) − f(an))/(bn − an) na mhn sugklÐnei. Ja
mou peÐc fant�zomai ìti mil�w èmmesa gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc ìtan orÐzw
autèc tic akoloujÐec.
M: 'Ontwc. Kai an prospaj seic na antigr�yeic to tèqnasma thc omoiìmorfhc
sunèqeiac ja sunant seic to prìblhma ìti mia paragwgÐsimh sun�rthsh den eÐnai
anagkastik� omoiìmorfa paragwgÐsimh, akìma ki an perioristoÔme se èna fragmèno
kleistì di�sthma.
F: Ti shmaÐnei o ìroc {omoiìmorfa paragwgÐsimh}?
M: ParagwgÐsimh sto x shmaÐnei ìti gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste gia ìla ta
y pou ikanopoioÔn thn |y−x| < δ na èqoume f(y) = f(x)+(y−x)f ′(x)+c, ìpou to c
eÐnai to polÔ Ðso me ε|y−x|. Gia na to k�noume autì omoiìmorfo, prèpei na zht soume
to δ na mhn exart�tai apì to x. Dhlad , gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste gia ìla
ta x, y pou ikanopoioÔn thn |y−x| < δ na èqoume |f(y)−f(x)−(y−x)f ′(x)| ≤ ε|y−x|.
'Omwc autìc den eÐnai kai tìso spoudaÐoc orismìc, giatÐ eÐnai isodÔnamoc me to na
lème ìti oi (f(x + h)− f(x))/h teÐnoun sthn f ′(x) omoiìmorfa ìtan to h teÐnei sto
mhdèn. 'Omwc an h f eÐnai paragwgÐsimh tìte oi sunart seic (f(x + h) − f(x))/h
eÐnai suneqeÐc, �ra kai h f ′, kai katal goume sto ìti oi omoiìmorfa paragwgÐsimec
sunart seic eÐnai autom�twc kai suneq¸c paragwgÐsimec.
F: Den mou arèsei autìc o orismìc giatÐ proôpojètei ìti  dh gnwrÐzeic poi� eÐnai h
par�gwgoc f ′(x).
M: AfoÔ den sou arèsei autì, ja mporoÔsec na peÐc ìti {paragwgÐsimh} shmaÐnei
{topik� kat� prosèggish grammik }. Ti shmaÐnei? An f(x) = u kai f(y) = v kai
z = ax+ by gia k�poiouc a, b > 0 me a+ b = 1 tìte o f(z) prèpei na eÐnai kont� ston
au + bv, thn tim  pou ja èpairne an h f  tan akrib¸c grammik . Lème loipìn ìti h f
eÐnai omoiìmorfa paragwgÐsimh an gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 me thn idiìthta: an
|y − x| < δ kai z = ax + by eÐnai ènac kurtìc sunduasmìc twn x kai y tìte èqoume
|f(z)− af(x)− bf(y)| ≤ ε|z − x|.
F: Autì akoÔgetai polÔ pio euq�rista. Poiì eÐnai loipìn to par�deigma miac sun�r-
thshc pou eÐnai paragwgÐsimh all� den eÐnai omoiìmorfa paragwgÐsimh?
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M: Opoiad pote apì tic palièc kalèc sunart seic me to sin(1/x) eÐnai arket . Ac
p�roume thn agaphmènh mac f(x) = x2 sin(1/x) an x 6= 0 kai f(0) = 0. Aut 
talant¸netai tìso polÔ kont� sthn arq  twn axìnwn pou sÐgoura den ikanopoieÐ
touc orismoÔc pou d¸same.
F: Autì loipìn pou uposthrÐzeic eÐnai ìti qreiazìmaste thn jewrÐa twn pragmatik¸n
arijm¸n gia na mporoÔme na mil�me gia thn paragwgisimìthta anìhtwn sunart sewn
ìpwc h x2 sin(1/x)? GiatÐ na mhn arkestoÔme stic suneq¸c paragwgÐsimec   stic
omoiìmorfa paragwgÐsimec?
M: H aÐsjhsh mou eÐnai ìti ja egkatèleipec poll� an apaitoÔsec ìlec oi sunart seic
sou na eÐnai suneq¸c paragwgÐsimec. AntÐ ìmwc na xekin soume mia suz thsh p�nw
s� autì to jèma, protim¸ na epistrèyoume sto je¸rhma endi�meshc tim c, to opoÐo
kat� th gn¸mh mou dÐnei mia polÔ pio peistik  ermhneÐa gia thn anagkaiìthta twn
pragmatik¸n arijm¸n.

TrÐto Mèroc: To Je¸rhma Endi�meshc Tim c

M: Na doÔme poÔ eÐqame meÐnei. SumfwnoÔme ìloi ìti oi rhtoÐ apì mìnoi touc eÐnai
arket� perioristikoÐ giatÐ up�rqoun polloÐ qr simoi arijmoÐ, ìpwc oi

√
2, e kai π,

oi opoÐoi eÐnai �rrhtoi?
F kai S: Nai.
M: WraÐa. T¸ra, an exet�soume pio prosektik� giatÐ pisteÔoume s� autoÔc touc
arijmoÔc, ja doÔme ìti up�rqoun k�poiec mèjodoi pou mac arèsei na qrhsimopoioÔme
gia na fti�qnoume nèouc arijmoÔc, kai an k�noume thn aj¸a paradoq  ìti autèc
oi mèjodoi eÐnai pr�gmati orjèc, tìte anagazìmaste na apodeqtoÔme olìklhro to
sÔsthma twn pragmatik¸n arijm¸n.
S: 'Opwc eÐpa kai prin, autì akoÔgetai polÔ endiafèron � ja to pistèyw ìmwc mìno
ìtan to d¸.
M: Ma eÐnai polÔ aplì. Ac p�roume gia par�deigma thn

√
2. EÐnai o (jetikìc)

arijmìc pou uywmènoc sto tetr�gwno dÐnei ton 2. Kai giatÐ eÐmaste bèbaioi ìti
up�rqei ènac tètoioc arijmìc? GiatÐ xèroume èna polÔ qr simo je¸rhma, to je¸rhma
endi�meshc tim c.
S: Suneq¸c to anafèreic autì. Ja mou peÐc epitèlouc ti lèei?
M: EÐmai sÐgouroc ìti o F ja mac to peÐ.
F: PolÔ euqarÐstwc. Lèei ìti an f eÐnai mia suneq c sun�rthsh, a < b eÐnai dÔo
pragmatikoÐ arijmoÐ kai f(a) = u, f(b) = v, tìte gia k�je w an�mesa ston u kai
ston v prèpei na up�rqei k�poioc c an�mesa stouc a kai b tètoioc ¸ste f(c) = w.
Me �lla lìgia, an mia suneq c sun�rthsh f paÐrnei dÔo timèc, tìte prèpei na paÐrnei
kai ìlec tic {endi�mesec timèc} an�mesa touc. Pio perigrafik�, an sqedi�seic th
grafik  par�stash miac suneqoÔc sun�rthshc kai k�poio komm�ti thc eÐnai k�tw
apì mia orizìntia eujeÐa en¸ k�poio �llo eÐnai p�nw apì aut n, tìte h grafik 
par�stash prèpei na tèmnei thn eujeÐa se k�poio shmeÐo.
M: EuqaristoÔme. 'Ena kalì par�deigma eÐnai h sun�rthsh f(x) = x2. AfoÔ
f(1) = 1 kai f(2) = 4, prèpei na up�rqei k�poioc x an�mesa stouc 1 kai 2 pou na
ikanopoieÐ thn f(x) = 2.
S: AkoÔgetai logikì, giatÐ ìmwc isqÔei to je¸rhma endi�meshc tim c?
M: Mou arèsei pou rwt�c. Oi perissìteroi �njrwpoi nomÐzoun ìti eÐnai tìso pro-
fanèc pou den qrei�zetai apìdeixh.
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S: Sumfwn¸ ìti den mporeÐc na per�seic apì th mia meri� miac eujeÐac sthn �llh
qwrÐc na thn diasqÐseic, h apìstash ìmwc apì autìn ton fusikì isqurismì mèqri thn
diatÔpwsh enìc isqurismoÔ sto afhrhmèno plaÐsio twn arijm¸n mou faÐnetai meg�lh.
Autì pou me anhsuqeÐ perissìtero ap� ìla eÐnai ìti to epiqeÐrhma sou eÐnai kuklikì.
An to je¸rhma endi�meshc tim c isqÔei mìno gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc kai ìqi
gia mikrìtera sust mata arijm¸n, tìte p¸c mporeÐc na to qrhsimopoi seic gia na
aitiolog seic touc pragmatikoÔc arijmoÔc? AntÐjeta, qrei�zesai touc pragmatikoÔc
arijmoÔc gia na aitiolog seic to je¸rhma.
M: Den èqw kanèna prìblhma na paradeqt¸ thn enoq  mou. Sugqèeic dÔo dia-
foretikoÔc tÔpouc aitiolìghshc. Gia na apodeÐxoume to je¸rhma endi�meshc tim c
qreiazìmaste touc pragmatikoÔc arijmoÔc. Sthn antÐjeth kateÔjunsh, qrhsimopoi¸
to je¸rhma endi�meshc tim c gia na aitiolog sw touc pragmatikoÔc arijmoÔc me dia-
foretikì trìpo: eÐnai èna exairetik� qr simo je¸rhma to opoÐo den ja eÐqame sth
di�jesh mac an den eÐqame sth di�jesh mac touc pragmatikoÔc arijmoÔc.
S: 'Iswc èqeic dÐkio. Me apogohteÔei ìmwc to ìti epiqeirhmatologeÐc se teleÐwc
jewrhtikì epÐpedo. Ja protimoÔsa na up�rqoun pio �mesa epiqeir mata.
M: EÐnai giatÐ den sou èqw akìma anafèrei èna �llo shmantikì shmeÐo, ìti to je-
¸rhma endi�meshc tim c eÐnai apl¸c h metamfÐesh miac idèac pou eÐnai polÔ �mesh
kai fusiologik . Na sou d¸sw loipìn mÐa akìma prosèggish sthn Ôparxh thc

√
2.

Apl¸c fti�qneic to dekadikì an�ptugma 1.4142135 · · ·, paÐrnontac k�je for� ton me-
galÔtero akèraio metaxÔ 0 kai 9 pou den odhgeÐ se tetr�gwno megalÔtero apì 2. Me
autìn ton trìpo orÐzontai �peira dekadik� yhfÐa kai o arijmìc pou prokÔptei eÐnai
h
√

2. Autì pou èqei endiafèron eÐnai ìti aut  h apl  kataskeu  eÐnai parìmoia me
k�poiec apì tic apodeÐxeic tou jewr matoc endi�meshc tim c, kai ìtan prospajeÐc na
aitiolog seic giatÐ to tetr�gwno tou arijmoÔ pou {kataskeu�zeic} isoÔtai me 2 tìte
blèpeic ìti siwphl� qrhsimopoieÐc th sunèqeia thc sun�rthshc x2 kai ousiastik�
apodeiknÔeic to je¸rhma endi�meshc tim c se aut n thn eidik  perÐptwsh.
S: Ac upojèsoume ìti to dèqomai autì. EÐmai upoqrewmènoc tìte na deqt¸ mazÐ
olìklhro to sÔsthma twn pragmatik¸n arijm¸n, ìpwc eÐpec prin,   mìno k�poiouc
prìsjetouc eidikoÔc arijmoÔc ìpwc oi

√
2, e kai π?

M: Prèpei na touc deqteÐc ìlouc: gia k�je pragmatikì arijmì t brèc mia suneq 
sun�rthsh pou mhdenÐzetai mìno sto t, kai tìte èqeic apodeqteÐ ton t.
S: Ki autì mporeÐc p�nta na to k�neic?
M: EÐnai polÔ eÔkolo. Gia par�deigma, h sun�rthsh f(x) = x − t èqei aut n thn
idiìthta.
S: Den pisteÔw st� auti� mou. To lèc sobar� ìti qrhsimopoieÐc th sun�rthsh
f(x) = x− t gia na dikaiolog seic thn Ôparxh tou arijmoÔ t?
M: WraÐa, se katalabaÐnw. 'Hmouna lÐgo biastikìc. Ac epistrèyoume sth suz thsh
gia thn

√
2. O {aploðkìc} trìpoc gia na thn orÐsoume eÐnai na fti�xoume to deka-

dikì thc an�ptugma. 'Otan mil�c gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc me austhrìtero
trìpo, exelÐsseic aut  th diadikasÐa se mia genik  arq , gnwst  san to axÐwma twn
monìtonwn akolouji¸n. Autì lèei ìti an (xn) eÐnai mia aÔxousa akoloujÐa prag-
matik¸n arijm¸n kai an up�rqei k�poioc z pou eÐnai megalÔteroc apì k�je xn, tìte
h akoloujÐa sugklÐnei se k�poio ìrio x. Den ja to orÐsw akrib¸c, all� èqeic èna
par�deigma me thn akoloujÐa 1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, · · ·, h opoÐa sugklÐnei sthn√

2. Aut  h genik  arq  eÐnai epÐshc fusiologik , pio basik  m�lista apì to je¸rh-
ma endi�meshc tim c. Se exanagk�zei de na apodeqteÐc to sÔsthma twn pragmatik¸n
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arijm¸n, giatÐ apodeiknÔetai ìti k�je diatetagmèno s¸ma sto opoÐo isqÔei autì to
axÐwma eÐnai isomorfikì me to s¸ma twn pragmatik¸n arijm¸n.
S: T¸ra me tÔflwsec lÐgo me thn episthmosÔnh sou, an ìmwc se katalabaÐnw kal�,
mporoÔme na sugkentr¸soume thn prosoq  mac apokleistik� sto er¸thma an ja
èprepe na apodeqtoÔme to axÐwma twn monìtonwn akolouji¸n.
M: Nai, giatÐ apì autì to axÐwma paÐrnoume ìla ìsa isqÔoun gia touc pragmatikoÔc
arijmoÔc.
S: Akìma aisj�nomai �bola. Ac upojèsoume ìti paÐrnw ènan arijmì me �peira
dekadik� yhfÐa kai prospaj¸ na ton {aitiolog sw}. Ac p�roume gia par�deigma ton
π. Lup�mai an faÐnomai agen c, all� mou faÐnetai ìti autì pou proteÐneic eÐnai h
ex c par�doxh aitiolìghsh: jewroÔme thn akoloujÐa

3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, 3.141592, · · ·

kai, xafnik�, èqoume ton π. Blèpw ìti up�rqei mia diadikasÐa pou efarmìzetai se
k�je arijmì me �peira dekadik� yhfÐa, polÔ dÔskola ìmwc ja thn apodeqìmoun san
aitiolìghsh thc Ôparxhc tou π. Gia na aitiolog sw ton π ja  jela na p¸ ìti èqei
jemeli¸dh shmasÐa gia thn trigwnometrÐa, ìti isqÔei o jaum�sioc tÔpoc eiπ = −1
kai oÔtw kajex c.
M: 'Eqei shmasÐa na k�noume th di�krish an�mesa sthn aitiolìghsh k�poiwn sugke-
krimènwn arijm¸n kai thn aitiolìghsh enìc sust matoc arijm¸n. Den èqw kanèna
prìblhma na deqt¸ ìti sth suntriptik  touc pleioyhfÐa oi pragmatikoÐ arijmoÐ eÐnai
pantel¸c �qrhstoi. 'Oloi mazÐ ìmwc diamorf¸noun èna sÔsthma arijm¸n pou eÐnai
arket� gennaiìdwro ¸ste na perièqei ìlouc touc qr simouc arijmoÔc. DeÔteron,
kai pio shmantikì, mac parèqoun èna plaÐsio sto opoÐo isqÔoun ìla ta epiqeir mata
pou qrhsimopoioÔme gia na aitiolog soume thn Ôparxh aut¸n twn qr simwn arij-
m¸n. An loipìn jel soume k�poia stigm  na orÐsoume ènan kainoÔrgio arijmì me
aut� ta epiqeir mata, mporoÔme na to k�noume. Den qrei�zetai na prospaj soume
na problèyoume poioÐ arijmoÐ mporeÐ na mac fanoÔn qr simoi.

Tètarto Mèroc: Ti eÐnai h tuqoÔsa akoloujÐa?

F: Mpor¸ na pw ki eg¸ k�ti ed¸? KatalabaÐnw ti lèc, kai lÐgo-polÔ èqw peisteÐ,
blèpw ìmwc k�poia shmeÐa pou mporeÐ na epitrèyoun antirr seic. Autì pou lèc eÐnai
perÐpou to ex c: ìtan jèloume na orÐsoume ènan �rrhto arijmì prèpei na k�noume
k�poia an�lush � gia par�deigma, na parousi�soume mia akoloujÐa rht¸n pou su-
gklÐnei se autìn,   mia suneq  sun�rthsh pou ton èqei san monadik  thc rÐza,  
èna orismèno olokl rwma pou ton èqei san tim . FaÐnetai ìti h pr¸th apì autèc
tic mejìdouc eÐnai p�nta arket , mporoÔme m�lista na qrhsimopoioÔme mìno monìto-
nec akoloujÐec. T¸ra ìmwc xafnik� lèc ìti ja èprepe na epitrèyoume se ìlec tic
fragmènec monìtonec akoloujÐec na èqoun ìrio. 'Iswc ìmwc up�rqei èna �llo, pio
perioristikì axÐwma pou na dÐnei èna polÔ mikrìtero sÔnolo arijm¸n kai ìmwc na
mac dÐnei ìlouc touc qr simouc arijmoÔc. NomÐzw ìti up�rqei k�poia ousÐa sthn
antÐrrhsh tou S gia thn {anìhth} aitiolìghsh tou π. Gia ènan tupikì, teleÐwc �o-
smo pragmatikì arijmì, den eÐnai eÔkolo na skeftoÔme k�poia logik  aitiolìghsh.
Den ja mporoÔsame me k�poion trìpo na poÔme ìti ìlec oi {logikèc} fragmènec
monìtonec akoloujÐec sugklÐnoun?
M: MporeÐc na dokim�seic, all� problèpw ìti den ja eÐnai eÔkolo.
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F: Den eÐmai teleÐwc sÐgouroc gi� autì pou lèw, fob�mai ìmwc ìti to sÔsthma twn
pragmatik¸n arijm¸n den eÐnai st� al jeia kal� orismèno. H eikìna pou prosp�jh-
sec na mac parousi�seic eÐnai ìti xekin�me me touc rhtoÔc, anakalÔptoume ìti eÐnai
aneparkeÐc, eis�goume k�poiouc nèouc arijmoÔc, blèpoume p¸c to k�name, kai met�
lème ìti autèc oi mèjodoi par�goun olìklhro to sÔsthma twn pragmatik¸n arijm¸n.
M: Aut  eÐnai mia logik  perÐlhyh ìswn eÐpame.
F: Gia na to jèsw pio tupik�, èqeic mia �peirh pr�xh, thn f(x1, x2, x3, . . .) = lim xn,
pou orÐzetai gia ìlec tic fragmènec monìtonec akoloujÐec, kai lec ìti oi pragmatikoÐ
arijmoÐ eÐnai to mikrìtero sÔsthma arijm¸n pou perièqei touc rhtoÔc kai eÐnai kleistì
k�tw apì aut n thn pr�xh.
M: Akrib¸c.
F: Autì eÐnai ent�xei, an eÐmaste ikanopoihmènoi me thn ènnoia thc fragmènhc monì-
tonhc akoloujÐac.
M: BrÐskeic k�ti to skoteinì s� aut n thn ènnoia?
F: Kat� k�poion trìpo, nai. Den xèrw p¸c na diatup¸sw autì pou lèw, all�
ja prospaj sw. Ac upojèsoume ìti o x eÐnai ènac tupikìc pragmatikìc arijmìc.
Tìte, o x prosdiorÐzei gia m�c mia fragmènh monìtonh akoloujÐa � den èqoume par�
na p�roume to dekadikì tou an�ptugma kai na koit�me ìla kai megalÔtera arqik�
komm�tia tou. AntÐstrofa, aut  h fragmènh monìtonh akoloujÐa prosdiorÐzei ton x
� afoÔ o x eÐnai to ìriì thc. 'Ola aut� ìmwc moi�zoun na lène ìti o x kai h fragmènh
monìtonh akoloujÐa allhloexart¸ntai � an mou d¸seic to èna, èqw to �llo. Thn Ðdia
stigm  den mou dÐnoun k�poia idèa gia to poi� zeug�ria (x, akoloujÐa pou sugklÐnei
sto x) up�rqoun.
M: Jèleic na peÐc ìti up�rqoun tètoia zeug�ria pou den up�rqoun? An nai, tìte den
katalabaÐnw to nìhma thc lèxhc {up�rqoun}!
F: 'Opwc eÐpa kai pio prin, den xèrw p¸c na to exhg sw, Mou faÐnetai ìti prokeimè-
nou na orÐsoume thn pr�xh thc kleistìthtac, prèpei na mil soume gia thn tuqoÔsa
fragmènh monìtonh akoloujÐa, kai aut  h ènnoia eÐnai entel¸c isodÔnamh me thn
ènnoia tou pragmatikoÔ arijmoÔ. 'Etsi, katal goume se k�ti pou moi�zei kuklikì.
Apotèlesma de aut c thc kuklikìthtac eÐnai ìti den èqoume kajar  eikìna gia thn Ô-
parxh twn perissìterwn pragmatik¸n arijm¸n. 'Otan lèc {k�je fragmènh monìtonh
akoloujÐa} jèlw na rwt sw ti eÐdouc fragmènec monìtonec akoloujÐec up�rqoun.
GiatÐ ja� prepe na deqt¸ thn ènnoia thc tuqoÔsac fragmènhc monìtonhc akoloujÐac?
Gia na p¸ thn al jeia, den nomÐzw ìti èqeic aitiolog sei touc pragmatikoÔc arijmoÔc
� pèra apì autoÔc pou orÐzontai me ènan wraÐo kai eujÔ trìpo.
S: Euqarist¸. Autì akrib¸c prospajoÔsa na p¸ nwrÐtera.
M: ArqÐsame na balt¸noume. Up�rqei k�ti to musthri¸dec sthn idèa thc tuqoÔ-
sac �peirhc akoloujÐac � akìma ki an apoteleÐtai mìno apì mhdenik� kai mon�dec.
Ki ìmwc, an jèloume na èqoume mia eÔqrhsth jewrÐa gia touc pragmatikoÔc arij-
moÔc faÐnetai ìti prèpei na deqtoÔme ìti k�poiec apì autèc eÐnai aprosdiìristec, gia
ton aploÔstato lìgo ìti up�rqoun arijm simoi to pl joc diaforetikoÐ orismoÐ en¸
up�rqoun uperarijm simoi to pl joc pragmatikoÐ arijmoÐ. Aut  h parat rhsh apa-
goreÔei mia kajìla elkustik  idèa � na perioristoÔme stouc pragmatikoÔc arijmoÔc
pou eÐnai orÐsimoi.
F: Me mpèrdeyec t¸ra lègontac ìti up�rqoun mìno arijm simoi to pl joc orÐsimoi
pragmatikoÐ arijmoÐ. Ti ja gÐnei an touc b�leic ìlouc se mia lÐsta sÔmfwna me
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th lexikografik  di�taxh twn orism¸n touc kai katìpin efarmìseic èna diag¸nio
epiqeÐrhma? Den ja sou d¸sei autì ènan kainoÔrgio, kai orismèno, arijmì?
M: Sou eÐpa ìti arqÐsame na balt¸noume. H ap�nthsh eÐnai ìti prèpei na orÐseic ti
akrib¸c ennoeÐc me th lèxh orismìc. An to k�neic, ja deÐc ìti o diag¸nioc arijmìc
pou kataskeu�zeic den eÐnai orÐsimoc me ton trìpo pou  tan oi arijmoÐ sth lÐsta
sou. EÐnai m�llon meta-orÐsimoc.
F: 'Omwc, s� aut n thn perÐptwsh, den blèpw ti me empodÐzei na b�lw ènan axioprep 
orismì kai met� na periorist¸ stouc orÐsimouc pragmatikoÔc arijmoÔc. An met�
prospaj seic na me peÐseic ìti up�rqoun arijmoÐ pou �fhsa ap� èxw, ja sou zht sw
na mou orÐseic ènan, kai den ja mporeÐc na to k�neic. Ja mporeÐc na meta-orÐseic
k�poion, mikrì to kakì. GiatÐ na me anhsuqoÔn autoÐ?
M: GiatÐ to sÔnolo twn arijm¸n sou ja eÐnai arijm simo kai ìla ta jewr mata thc
an�lushc ja p�youn na isqÔoun.
F: Ma poiì ja eÐnai to prìblhma? Ta {jewr mata thc an�lushc} sta opoÐa anafère-
sai aforoÔn antikeÐmena ta opoÐa antipaj¸ kai den èqoun kamÐa profan  qrhsimìthta,
ìpwc oi {tuqoÔsec} akoloujÐec. Ja mporoÔsa oÔtwc   �llwc na k�nw otid pote
eÐnai qr simo, ètsi den eÐnai? Gia par�deigma, to je¸rhma endi�meshc tim c ja Ðsque
gia tic orÐsimec suneqeÐc sunart seic, kai den me poluendiafèroun oi upìloipec. Te-
lik�, ja katèlhga na qrhsimopoi¸ akrib¸c thn Ðdia gl¸sa me th dik  sou, mìno pou
esÔ ennoeÐc k�ti lÐgo diaforetikì me th fr�sh {gia k�je x}, pou gia mèna ja s maine
{gia k�je orÐsimo x}, ìti ki an  tan telik� autì to x. Ja mporoÔsa m�lista akìma
kai na p¸ ìti oi pragmatikoÐ eÐnai uperarijm simoi! M� autì ja ennooÔsa sthn oro-
logÐa sou ìti den up�rqei orÐsimh amfimonos manth antistoiqÐa an�mesa sto N kai
touc orÐsimouc pragmatikoÔc arijmoÔc, giatÐ an up rqe ja mporoÔsa na efarmìsw
èna diag¸nio epiqeÐrhma kai na orÐsw ènan pragmatikì pou den an kei sthn eikìna.
M: EÐmai bèbaioc ìti autì ja arqÐsei na skal¸nei k�pou, all� den blèpw poÔ aut 
th stigm .
L: Sugn¸mh pou pet�gomai, all� ètuqe na akoÔsw èna mèroc thc suz ths c sac,
kai nomÐzw ìti mpor¸ na bohj sw se merik� apì ta erwt mat� sac.
M: Al jeia?
L: Loipìn, to pio profanèc pr�gma pou mpor¸ na p¸ eÐnai ìti o F eÐnai sqedìn
ètoimoc na xanaanakalÔyei th legìmenh jewrÐa twn kataskeu�simwn sunìlwn. Oi
leptomèreiec eÐnai pio polÔplokec ap� ìso fant�zetai o F, all� h basik  idèa eÐnai
swst : ìtan mil�me gia to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn enìc �peirou sunìlou, den
eÐnai profanèc ti ennooÔme. Oi perissìteroi majhmatikoÐ apl¸c den anhsuqoÔn gi�
autì, kai dèqontai thn ènnoia thc {tuqoÔsac akoloujÐac, ìpou ki an odhg sei aut }.
Mia teleÐwc sunep c jewrÐa sunìlwn ìmwc prokÔptei an ermhneÔsoume thn pr�xh
tou dunamosunìlou san aut n pou dÐnei ìla ta orÐsima uposÔnola enìc sunìlou.
F: Poi� eÐnai h diafor� apì autì pou èlega?
L: H diafor� eÐnai ìti antistèkesai polÔ se autì pou onìmasec meta-orismì. SÔm-
fwna toul�qiston me ton trìpo pou o Gödel dhmioÔrghse th jewrÐa twn kataskeu�-
simwn sunìlwn, fti�qneic sÔnola se èna epiplèon epÐpedo k�je for�. 'Eqeic mia
sullog  apì tÔpouc pou sou epitrèpetai na qrhsimopoi seic, kai mèsa s� autoÔc
b�zeic ìsa sÔnola èqeic dhmiourg sei wc tìte, fti�qnontac ètsi kainoÔrgia. Qrh-
simopoi¸ntac thn arÐjmhsh tou Gödel, mporeÐc akìma na k�neic diagwnopoi seic, an
ìmwc efarmìseic èna diag¸nio epiqeÐrhma se mia sullog  sunìlwn pou brÐskontai
sto n-ostì epÐpedo, tìte paÐrneic èna sÔnolo sto (n + 1)-ostì epÐpedo. Ki autìc
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o n den qrei�zetai na eÐnai k�poioc fusikìc arijmìc � mporeÐ na anebaÐnei yhl� mèsa
stouc diataktikoÔc arijmoÔc. An suneqÐseic na fti�qneic epÐpeda mèqri ton pr¸to
mh arijm simo diataktikì, tìte telik� èqeic deÐxei ìti up�rqoun uperarijm sima to
pl joc uposÔnola twn fusik¸n arijm¸n.
F: An epitrèpeic ston eautì sou mia tìso euèlikth ènnoia {kataskeuasimìthtac},
tìte poiìc mporeÐ na sou peÐ ìti den èqeic kataskeu�sei ìla ta uposÔnola twn fusi-
k¸n arijm¸n?
L: Den eÐnai eÔkolo na apant soume se aut n thn er¸thsh. To axÐwma V = L,
pou isqurÐzetai ìti k�je sÔnolo eÐnai kataskeu�simo, eÐnai sunepèc proc thn ZFC.
Ki autì den prokaleÐ idiaÐterh èkplhxh, afoÔ den mporeÐc na kataskeu�seic èna
antipar�deigma!
S: To sumpèrasma pou bgaÐnei loipìn eÐnai ìti ìtan oi perissìteroi majhmatikoÐ
miloÔn gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc, den xèroun gia poiì pr�gma miloÔn.
L: PolÔ wm� to jèteic. Ja protimoÔsa na p¸ ìti af noun aìristo to ti ennooÔn
ìtan miloÔn gia to tuqìn uposÔnolo enìc sunìlou, epeid  den qrei�zetai na anh-
suqoÔn gi� autì. 'Eqoun ta axi¸mata tou pl rwc diatetagmènou s¸matoc, kai an
pisteÔeic sthn Ôparxh twn majhmatik¸n antikeimènwn tìte ja prèpei na peÐc ìti aut�
ta axi¸mata eÐnai amfÐbola, giatÐ to axÐwma thc plhrìthtac basÐzetai sthn ènnoia thc
tuqoÔsac akoloujÐac, h opoÐa den èqei exhghjeÐ pl rwc. An ìmwc autì pou jèleic
apì ta axi¸mat� sou eÐnai èna sÔnolo kanìnwn pou na sou epitrèpoun na peic pìte
mia prìtash prokÔptei apì mia �llh, tìte ta axi¸mata tou pl rwc diatetagmènou
s¸matoc se kalÔptoun.
S: Dhlad , h jewrÐa twn pragmatik¸n arijm¸n eÐnai apl¸c mia sullog  apì for-
malistikoÔc qeirismoÔc qwrÐc nìhma?
L: 'Oqi, ìqi qwrÐc nìhma. Akìma ki an den lec akrib¸c se poi� antikeÐmena efarmìzo-
ntai ta jewr mata thc an�lushc, ìpwc ac poÔme to je¸rhma endi�meshc tim c, xèreic
toul�qiston ìti efarmìzontai se apl� antikeÐmena ìpwc h sun�rthsh f(x) = x2. An
se endiafèrei na qrhsimopoi seic touc pragmatikoÔc arijmoÔc me ton pio {oikonomi-
kì} trìpo, apodeiknÔontac akrib¸c ìti qrei�zesai gia ta {sunhjismèna} majhmatik�
kai tÐpota parap�nw, tìte k�neic th zw  sou polÔplokh qwrÐc lìgo, giatÐ prèpei
na anhsuqeÐc gia to ti eÐnai orÐsimo kai ta loip�. EÐnai polÔ pio logikì gia touc
perissìterouc majhmatikoÔc na af soun k�pwc jol  thn ènnoia tou tuqìntoc upo-
sunìlou kai na skèftontai me teleÐwc tupikì trìpo. MporeÐ ètsi na apodeiknÔeic
polÔ perissìtera apì aut� pou qreiazìsoun, giatÐ ìqi ìmwc an sthn pragmatikìthta
eÐnai aploÔstero?
M: Katal goume loipìn sthn ex c aitiolìghsh gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc.
1. Prèpei na p�me pèra apì touc rhtoÔc arijmoÔc. 2. 'Otan to k�noume autì,
eis�goume k�poiec diadikasÐec pou mac dÐnoun nèouc arijmoÔc. 3. Tupopoi¸ntac
autèc tic diadikasÐec, katal goume sto axÐwma twn monìtonwn akolouji¸n   se k�ti
isodÔnamo me autì. 4. Autì to axÐwma den eÐnai tìso akribèc ìso faÐnetai, giatÐ
h ènnoia thc tuqoÔsac monìtonhc akoloujÐac, akìma kai thc monìtonhc akoloujÐac
rht¸n arijm¸n, den eÐnai akrib c. 5. Den up�rqei lìgoc na gÐnei akrib c, giatÐ
xèroume p¸c na skeftìmaste mèsw twn akolouji¸n. 6. Autì mac epitrèpei na
orÐsoume ekeÐnouc touc pragmatikoÔc arijmoÔc touc opoÐouc qreiazìmaste se k�ti,
mac dÐnei tautìqrona ki èna swrì �llouc. 7. Sthn pragmatikìthta, den xèroume ti
akrib¸c perièqei autìc o swrìc, oÔte kai eÐnai safèc ìti èqei nìhma na rwt�me.

12


