
Απειροστικός Λογισμός Ι – 2ο Τεστ

11 Οκτωβρίου 2016

Ονοματεπώνυμο: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1. (4 μον.) Για κάθε n > 1 ορίζουμε

An :=

n∑
k=1

1

k2
=

1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2
.

Αποδείξτε με επαγωγή ότι: για κάθε n > 1 ισχύει η ανισότητα An 6 2− 1
n .

2. (3 μον.) Αποδείξτε ότι: για κάθε n > 1 και για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών
a1, . . . , an > 0 ισχύει η ανισότητα

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) > 1 + a1 + a2 + · · ·+ an.



3. (2 μον.) Αποδείξτε με επαγωγή ότι: για κάθε n > 1, ο 3 διαιρεί τον n3 + 2n.

4. (2 μον.) Δίνονται a1, . . . , an > 0 που ικανοποιούν την a1 · a2 · . . . · an = 1. Αποδείξτε
ότι

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) > 2n.

΄Ισως σας βοηθήσει η παρατήρηση ότι 1 + x > 2
√
x για κάθε x > 0.
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1. (3 μον.) Αποδείξτε ότι, για κάθε n > 1,

12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
.

2. (4 μον.) Για κάθε n > 1 ορίζουμε

Bn :=

n∑
k=1

1√
k

=
1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
n
.

Αποδείξτε με επαγωγή ότι: για κάθε n > 1 ισχύει η ανισότητα

Bn 6 2
√
n− 1.



3. (2 μον.) Δίνονται a1, . . . , an ∈ R και b1, . . . , bn > 0 που ικανοποιούν την

1 6
ak
bk

6 2

για κάθε k = 1, . . . , n. Αποδείξτε ότι

1 6
a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

6 2.

4. (2 μον.) Αποδείξτε με επαγωγή ότι 2n−1 > n2
για κάθε n > 7.
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1. (3 μον.) Για κάθε n > 1 ορίζουμε

Γn :=

n∑
k=1

(k + 1)2k = 2 · 2 + 3 · 22 + · · ·+ (n + 1) · 2n.

Αποδείξτε με επαγωγή ότι: για κάθε n > 1 ισχύει η ισότητα Γn = n · 2n+1
.

2. (4 μον.) Αποδείξτε με επαγωγή ότι: για κάθε n > 1 ισχύει η ανισότητα

1

2

3

4

5

6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
2n + 1

.



3. (2 μον.) Αποδείξτε με επαγωγή ότι n! > 2n για κάθε n > 4.

4. (2 μον.) ΄Εστω x ∈ R, x 6= 0, τέτοιος ώστε ο x + 1
x να είναι ακέραιος. Αποδείξτε ότι

για κάθε n > 1 ο αριθμός

xn +
1

xn

είναι ακέραιος.


