
Μια Ασκηση

Το φάσμα του bilateral shift 𝑈 είναι ίσο με 𝕋.

Ειδαμε στην ταξη οτι 𝜎(𝑈) ⊆ 𝕋: Αφου ‖𝑈‖ = 1 εχουμε 𝜎(𝑈) ⊆ 𝔻. Ομως αν |𝜆| < 1 τοτε
ο 𝐼 − 𝜆𝑈−1 ειναι αντιστρεψιμος γιατι ‖𝜆𝑈−1‖ = |𝜆| < 1 αρα o 𝑈 − 𝜆𝐼 = 𝑈(𝐼 − 𝜆𝑈−1) ειναι
αντιστρεψιμος, οποτε 𝜆 ∉ 𝜎(𝑈).

Εστω 𝑧 ∈ 𝕋, να δειξουμε οτι 𝑧 ∈ 𝜎(𝑈).
Υποθετουμε προς ατοπο ¹ οτι ο 𝑈 − 𝑧𝐼 ειναι αντιστρεψιμος, οποτε θα ειναι επι του ℓ2(ℤ),

αρα θα υπαρχει 𝑎 ∈ ℓ2(ℤ) ωστε

(𝑈 − 𝑧𝐼)(𝑎) = 𝑒0
ισοδυναμα (𝑈𝑎)(𝑛) − 𝑧𝑎(𝑛) = 𝛿𝑛,0 ∀𝑛 ∈ ℤ

δηλαδη 𝑎(𝑛 − 1) − 𝑧𝑎(𝑛) = {0 𝑛 ≠ 0
1 𝑛 = 0

Η σχεση
𝑎(𝑛 − 1) − 𝑧𝑎(𝑛) = 0 ∀𝑛 ≠ 0 (*)

δινει
𝑎(0) = 𝑧𝑎(1) = 𝑧2𝑎(2) = …

οποτε, για καθε 𝑘 > 0, εχουμε
|𝑎(𝑘)| = |𝑧𝑘𝑎(0)| = |𝑎(0)|

αφου 𝑧 ∈ 𝕋. Εφοσον 𝑎 ∈ ℓ2(ℤ) εχουμε ∑𝑘>0 |𝑎(𝑘)|2 < ∞ οποτε πρεπει |𝑎(0)| = 0.
Τοτε ομως η σχεση

𝑎(−1) − 𝑧𝑎(0) = 1
δινει 𝑎(−1) = 1 και συνεπως, απο την (*),

𝑎(−2) = 𝑧𝑎(−1) = 𝑧, 𝑎(−3) = 𝑧2 … 𝑎(−𝑘) = 𝑧𝑘−1

αρα |𝑎(−𝑘)| = 1 για καθε 𝑘 > 0 που ειναι ατοπο αφου 𝑎 ∈ ℓ2(ℤ).
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