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. Av P, Q givon dvo opBég mpoPorég 6’ évav ympo Hilbert, dei&te 6t1 1oydeL 1 1oodvvapuio
(PVQR)+(PANQ)=P+ Q<< PQ=QP.

. AvV € B(H,K) ovopilw D :=V*V € B(H) xau R := VV™* € B(K). Anodei&te 11 100dvvopies:

DapoPory <= VV*V =V <= V*VV* =V* < RnrpoPor.

. () Av H = 2 xow a € (>, deiéte 6T 0 tedestng D, sivan mpoforr| av kot povov av vrépyst M C N
dote a(n) =1 6tav neM kara(n) = 0 étav n ¢ M.

(i) Av H = L*([0,1]) xou f : [0,1] — C ocvveyng, deifte 611 0 tedeotig M givar mpoPodt| av-v f = 0
nf=1

. Av P, @ givaw 300 (opbéc) mpoPolréc o’ évav ydpo Hilbert:
(1) Agi&te 6t1 0 TEAeoTG P + @ givan TpoPfoin av kot poévov av P+ Q < 1.

(1) Agi&re o611 0 TEAeoTNG PQ P gival mpofoln av kot pévov av PQ = QP. [Yrodei&n npoaipetikn. Av
o R := PQP &ivon mpoPoln, dei&te ot R = PQ).]

. Av f € C([0, 1]), opilovpe v cvvaptnon T'f wg e&ng:

1
TN = [ = orwdy.
0
Agiéte 6T n answovion T emexteiveton oe ppayuévo tehest otov L2([0,1]) pe ||T|| = \/%
Asgi&re otirank(T) = 2.

. Ztov ydpo Hilbert £2(N), Bsopodpe tov tekeot ™ petatdémong S (ue Se, = enp1, n € N). Na
deybei 611 0 S mpooeyyileton katd onpeio and TeAecTEG mEMEPAGUEVNG TAENG, Ol OLMG GTNV TOTOAOYid
™e vopuag tov B(£?).

. Ztov ydpo Hilbert H = ¢%(Z), Ocwpovpe tov telesty g petatémong U (ue Ue, = e,11, n € Z). Na
deyBel 6t yo kabe x, y € H gyovpe 1i_>rn (U™z,y) = 0. [Ynodei&n Tpoatpetikn. OempeIoTe TpmTo, TNV
n oo

TEPUITOGT OTOV TO X (1] TO ) GVNKEL GTOV TVUVKVO VITOY®PO coo(Z) Tov H.]

. (i)'Eoto H ydpog Hilbert, B € K(H). Av A,,, A € B(H) pe

|Apz — Az|| — 0y xd0e © € H, d¢iéte ot ||A,,B — AB|| — 0.

[Zybl10: Aev 1oy0er ev yéver 6n | BA,, — BA|| — 0.]

Av {P,} givon pa avéovoa akorovbio tpofordv kot P = VP, givar ) tpoPoin otov kKAE6TO vItdympo
mov mapayovv ot P, (H), dei&te 60w | BP, — BP|| — 0 ko || P, BP, — PBP| — 0.

(i) Av o H eivai owympioyog, deiEte 6t umopovv va Bpebovv mpoforég P, menepacuévng tdéEng dote
VP, = I. Xpnowonoidvtog to (i), ddote pio GAAN amdden 0tL kabe coumayng tereotig otov H
npooeyyiletar oty tonoloyia g vopuag tov B(H) and tedectég nemepacpuévng taéng.



