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1. Έστω a = {an}, an ∈ C τυχούσα ακολουθία. Θέτουμε

Dax = (a1x1, a2x2, a3x3, . . .) (x = (x1, x2, . . . ) ∈ ℓ2).

(α) ΟDa ορίζει φραγμένο τελεστή ℓ2 → ℓ2 αν και μόνον αν η a είναι φραγμένη ακολουθία, και τότε ∥Da∥ = ∥a∥∞.
(β) Aν η a δεν είναι φραγμένη ακολουθία, τότε υπάρχει x ∈ ℓ2 ώστε Dax /∈ ℓ2.

2. Θέτουμε
Tx = (0, x1,

1

2
x2,

1

3
x3, . . .) (x = (x1, x2, . . . ) ∈ ℓ2).

(α) Δείξτε ότι ο T ορίζει φραγμένο τελεστή ℓ2 → ℓ2 και υπολογιστε τη νορμα του.
(β) Δείξτε ότι ο T : ℓ2 → ℓ2 είναι 1-1, αλλά δεν είναι επί του ℓ2.

3. Aν H = L2([0, 1]), δείξτε ότι το σύνολο {Mf : f ∈ C([0, 1])} αποτελείται από φυσιολογικούς τελεστές.
Δείξτε ότι ο Mf είναι αυτοσυζυγής αν και μόνον αν f(t)∈R για κάθε t∈ [0, 1], θετικός αν και μόνον αν f(t)≥0
για κάθε t∈ [0, 1] και ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν |f(t)|=1 για κάθε t∈ [0, 1].

4. H νόρμα τελεστή. Aν T ∈ B(H1,H2), απο τον ορισμο εχουμε ∥T∥ = sup{∥Tx∥2 : x ∈ H1, ∥x∥1 ≤ 1}.
(α) Δειξτε οτι ∥T∥ = sup{|⟨Tx, y⟩2| : x ∈ ball(H1), y ∈ ball(H2)}.
(β) Aν {e1, e2, . . . } ⊆ H1 και {f1, f2, . . . } ⊆ H2 ειναι ορθοκανονικες βασεις των δυο χωρων και aij = ⟨Tej , fi⟩
δειξτε οτι

∥T∥ = sup
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5. Έστω H1,H2 χώροι Hilbert και A ∈ B(H1,H2).
Nα δειχθεί ότι (A(H1)) = (ker(A∗))⊥ και kerA = (A∗(H2))

⊥.
Εξεταστε τη σχεση μεταξυ ker(A) και ker(A∗A).
Eίναι αλήθεια ότι (kerA)⊥ = A∗(H2);
[Υπόδειξη: Eξετάστε τον τελεστή Da στον ℓ2, για κατάλληλη ακολουθία a ∈ ℓ∞.]

6. (α) Aν X ∈ B(H) και Y ∈ B(H) είναι θετικοί τελεστές, δείξτε ότι ο XYX ∈ B(H) είναι θετικός τελεστής.

(β) Aν A,B ∈ B(H) είναι θετικοί τελεστές, δείξτε ότι ker(A+B) = kerA ∩ kerB.

7. Aν H είναι χώρος Hilbert και A,P ∈ B(H), θεωρούμε τον τελεστή
S ∈ B(H ⊕H) με S =

[
P A
A∗ P

]
.

Να δειχθεί ότι αν ο S είναι θετικός τοτε o P ειναι θετικος και ∥A∥ ≤ ∥P∥.
(Εδώ H1 ⊕H2 είναι ο χώρος όλων των ζευγαριών [ xy ] όπου x ∈ H1, y ∈ H2 με πράξεις κατά συντεταγμένη και
εσωτερικό γινόμενο

⟨[ xy ] , [ uv ]⟩ := ⟨x, u⟩H1
+ ⟨y, v⟩H2

.)

8. (Η διαταξη καθοριζει τη νορμα.) Aν H είναι χώρος Hilbert και A ∈ B(H), θεωρούμε τον τελεστή
T ∈ B(H ⊕H) με T [ xy ] =

[
x+Ay
A∗x+y

]
, δηλαδή T =

[
I A
A∗ I

]
.

Να δειχθεί ότι ∥A∥ ≤ 1 αν και μόνον αν ο T είναι θετικός.


