
Γραμμικοί Τελεστές: Ασκήσεις Ι
Δυο σχολια

1. Αν E είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, δείξτε ότι η απεικόνιση

E × E → K : (x, y) 7→ 〈x, y〉

δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής (ως προς καποια μετρικη γινομενο στον E × E). Δειξτε οτι ο περιορισμός της σε
κάθε φραγμένο υποσύνολο του E × E είναι ομοιόμορφα συνεχής.
Αποδειξη. Ξεκιναμε απο το δευτερο. Αν περιοριστουμε στην μπαλα ballR(E) ακτινας R > 0, η απεικόνιση

ball
R

(E)× ball
R

(E) → K : (x, y) 7→ 〈x, y〉

είναι ομοιόμορφα συνεχής. Πραγματι, αν τα σημεια x, y, x′y′ ανηκουν στην ballR(E), εχουμε

|〈x, y〉 − 〈x′, y′〉| = |〈x, y − y′〉+ 〈x− x′, y′〉| ≤ ‖x‖‖y − y′‖+ ‖x− x′‖‖y′‖
≤ R‖y − y′‖+R‖x− x′‖

οποτε, για καθε ϵ > 0, αν ‖x− x′‖ < ϵ
2R και ‖y − y′‖ < ϵ

2R θα εχουμε |〈x, y〉 − 〈x′, y′〉| < ϵ.
Ομως, αν τα σημεια x, y, x′y′ ΔΕΝ βρισκονται ολα σε καποια μπαλα, μπορω να τα επιλεξω ωστε τα ‖x− x′‖ και
‖y − y′‖ να ειναι μικρα ενω η διαφορα |〈x, y〉 − 〈x′, y′〉| ειναι μεγαλη. 1

Για παραδειγμα σταθεροποιωντας ενα μη μηδενικο x0 ∈ E και θετοντας για καθε n ∈ N

x(n) = n2x0, x′(n) = x(n) +
1

n
x0, y(n) = y′(n) = n2x0,

εχουμε
‖x(n)− x′(n)‖ =

1

n
‖x0‖ → 0, ‖y(n)− y′(n)‖ = 0,

αλλά
|〈x(n), y(n)〉 − 〈x′(n), y′(n)〉| = |〈x(n)− x′(n), y(n)〉| = 〈 1

n
x0, n

2x0〉 = n‖x0‖2 → +∞ .

4. Έστω E1, E2 υπόχωροι του Cn ώστε E1 ∩E2 = {0} και E1+E2 = Cn. Για κάθε x ∈ Cn γράφουμε x = x1+x2

όπου xi ∈ Ei. Aν ‖x1‖ ≤ ‖x‖ για κάθε x ∈ Cn (όπου ‖·‖ η Eυκλείδεια νόρμα), δείξτε ότι οιE1, E2 είναι κάθετοι.
Αποδειξη. Aν οι E1, E2 ΔΕΝ είναι κάθετοι, υπαρχουν xi ∈ Ei με 〈x1, x2〉 := z 6= 0. Αν γραψουμε z = |z|eiθ
εχουμε 〈e−iθx1, x2〉 > 0. Θετουμε y1 = e−iθx1 και, για t ∈ R+, θετουμε xt = −ty1. Παρατηρουμε οτι xt ∈ E1

και 〈xt, x2〉 < 0: τα διανυσματα xt and x2 παραγουν εναν πραγματικο 2-διαστατο χωρο στον οποιο σχηματιζουν
αμβλεια γωνια. Ισχυριζομαι οτι για αρκετα μεγαλο t > 0 θα εχουμε 2

‖xt + x2‖ < ‖xt‖ .

Πραγματι,

‖xt + x2‖2 − ‖xt‖2 = 〈xt + x2, xt + x2〉 − ‖xt‖2

= ‖xt‖2 + 〈x2, xt〉+ 〈xt, x2〉+ ‖x2‖2 − ‖xt‖2

= −t〈x2, y1〉 − t〈y1, x2〉+ ‖x2‖2

= ‖x2‖2 − 2t〈y1, x2〉

το οποιο ειναι < 0, αρκει να επιλεξουμε t >
‖x2‖2

2〈y1, x2〉
.

1Η ιδεα προερχεται απο την Πραγματικη, οπου ειδαμε οτι η συναρτηση t 7→ t2 ειναι ομοιομορφα συνεχης στα φραγμενα υποσυνολα του R, οχι
ομως σε ολον τον R.

2ενα σχημα βοηθαει


