
GrammikoÐ Telestèc (712)

Exet�seic 26 SeptembrÐou 2006

Na grafoÔn 4 jèmata

1. Na dojeÐ par�deigma
(a) fragmènou telest  pou den eÐnai fusiologikìc
(b) fusiologikoÔ telest  pou den eÐnai autosuzug c
(g) autosuzugoÔc telest  pou den eÐnai jetikìc
(d) jetikoÔ telest  pou den eÐnai probol 
(e) dÔo orj¸n probol¸n pou den metatÐjentai.

2. 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H) isometrÐa. DeÐxte ìti o T eÐnai epÐ an kai
mìnon an o T ∗ eÐnai 1-1, an kai mìnon an o TT ∗ eÐnai 1-1 .

3. 'Estw H = `2 kai {an} fragmènh akoloujÐa migadik¸n arijm¸n. ApodeÐxte pl rwc
ìti o diag¸nioc telest c Da : H → H eÐnai fragmènoc kai fusiologikìc. Pìte eÐnai o
Da sumpag c?

4. An {en : n = 1, 2, . . .} eÐnai h sunhjismènh orjokanonik  b�sh tou H = (`2, ‖ · ‖2),
na apodeiqjeÐ pl rwc ìti up�rqei fragmènoc telest c S : H → H ¸ste Sen = en+1

gia k�je n ∈ N.

Na apodeiqjeÐ ìti o S eÐnai isometrÐa kai ìti lim
n
‖(S∗)nx‖2 = 0 gia k�je x ∈ H.

5. 'Estw H q¸roc Hilbert.

(a) An A, B ∈ B(H) eÐnai jetikoÐ telestèc deÐxte ìti o telest c ABA eÐnai jetikìc.

(b1) An P ∈ B(H) eÐnai orj  probol , apodeÐxte ìti
0 ≤ 〈Px, x〉 = ‖Px‖2 gia k�je x ∈ H.

(b2) An P, Q ∈ B(H) eÐnai orjèc probolèc, apodeÐxte ìti o telest c P + Q eÐnai
probol  an kai mìnon an ‖P + Q‖ ≤ 1.

6. (a) Diatup¸ste to Fasmatikì Je¸rhma gia sumpageÐc fusiologikoÔc telestèc
se q¸ro Hilbert.

(b) 'Estw H q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H) sumpag c autosuzug c telest c. Na
apodeiqjeÐ ìti up�rqei sumpag c autosuzug c telest c B ¸ste A = B3.

Kal  epituqÐa!


