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Προβολές

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert 𝐻:𝐻 =𝑀⊕𝑀⊥ ∶ 𝑥 = 𝑥𝑀 +𝑥𝑀⊥
H ορθή προβολή επί του𝑀 :𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑥→ 𝑥𝑀
γραμμική και ταυτοδύναμη (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ) με ‖𝑃 ‖ ≤ 1.
Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∶ 𝐻 →𝐻 γραμμική και ταυτοδύναμη
απεικόνιση (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ). Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:



Προβολές

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert 𝐻:𝐻 =𝑀⊕𝑀⊥ ∶ 𝑥 = 𝑥𝑀 +𝑥𝑀⊥
H ορθή προβολή επί του𝑀 :𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑥→ 𝑥𝑀
γραμμική και ταυτοδύναμη (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ) με ‖𝑃 ‖ ≤ 1.
Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∶ 𝐻 →𝐻 γραμμική και ταυτοδύναμη
απεικόνιση (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ). Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(α) Υπάρχει κλειστός υπόχωρος𝑀 του𝐻 ώστε 𝑃 = 𝑃𝑀 .



Προβολές

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert 𝐻:𝐻 =𝑀⊕𝑀⊥ ∶ 𝑥 = 𝑥𝑀 +𝑥𝑀⊥
H ορθή προβολή επί του𝑀 :𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑥→ 𝑥𝑀
γραμμική και ταυτοδύναμη (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ) με ‖𝑃 ‖ ≤ 1.
Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∶ 𝐻 →𝐻 γραμμική και ταυτοδύναμη
απεικόνιση (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ). Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(α) Υπάρχει κλειστός υπόχωρος𝑀 του𝐻 ώστε 𝑃 = 𝑃𝑀 .
(β) (ker𝑃)⊥(im𝑃).



Προβολές

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος χώρου Hilbert 𝐻:𝐻 =𝑀⊕𝑀⊥ ∶ 𝑥 = 𝑥𝑀 +𝑥𝑀⊥
H ορθή προβολή επί του𝑀 :𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑥→ 𝑥𝑀
γραμμική και ταυτοδύναμη (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ) με ‖𝑃 ‖ ≤ 1.
Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∶ 𝐻 →𝐻 γραμμική και ταυτοδύναμη
απεικόνιση (δηλ. 𝑃2 = 𝑃 ). Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(α) Υπάρχει κλειστός υπόχωρος𝑀 του𝐻 ώστε 𝑃 = 𝑃𝑀 .
(β) (ker𝑃)⊥(im𝑃).
(γ) ‖𝑃 ‖ ≤ 1.



Προβολές

Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∈ ℬ(𝐻) ταυτοδύναμος μη μηδενικός
τελεστής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:



Προβολές

Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∈ ℬ(𝐻) ταυτοδύναμος μη μηδενικός
τελεστής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Ο 𝑃 είναι η ορθή προβολή επί του im𝑃 .



Προβολές

Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∈ ℬ(𝐻) ταυτοδύναμος μη μηδενικός
τελεστής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Ο 𝑃 είναι η ορθή προβολή επί του im𝑃 .
(δ) Ο 𝑃 είναι αυτοσυζυγής, μάλιστα είναι θετικός.



Προβολές

Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∈ ℬ(𝐻) ταυτοδύναμος μη μηδενικός
τελεστής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Ο 𝑃 είναι η ορθή προβολή επί του im𝑃 .
(δ) Ο 𝑃 είναι αυτοσυζυγής, μάλιστα είναι θετικός.

(ε) Ο 𝑃 είναι φυσιολογικός.



Προβολές

Πρόταση

Έστω𝐻 χώρος Hilbert και 𝑃 ∈ ℬ(𝐻) ταυτοδύναμος μη μηδενικός
τελεστής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Ο 𝑃 είναι η ορθή προβολή επί του im𝑃 .
(δ) Ο 𝑃 είναι αυτοσυζυγής, μάλιστα είναι θετικός.

(ε) Ο 𝑃 είναι φυσιολογικός.

Ένας φραγμένος τελεστής είναι ορθή προβολή
αν και μόνον αν είναι ταυτοδύναμος και αυτοσυζυγής.



Προβολές

Χρήσιμες Παρατηρήσεις

(α) Αν 𝑃 ∈ ℬ(𝐻), τότε: 𝑃 ορθή προβολή ⟺ 𝑃 =𝑃∗ = 𝑃2.
(β) Αν 𝑃 = 𝑃2, τότε 𝑥 ∈ im𝑃 ⟺ 𝑥= 𝑃𝑥 και𝑥 ∈ ker𝑃 ⟺ 𝑥∈ im(𝐼 −𝑃).
(γ) Αν 𝑃 ορθή προβολή, τότε ⟨𝑃𝑥,𝑥⟩ = ‖𝑃𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 και𝑃𝑦 = 𝑦 ⟺ ‖𝑃𝑦‖ = ‖𝑦‖.
Πρόταση (Η απεικόνιση 𝑃 → im𝑃 διατηρεί τη διάταξη)

Αν 𝑃 ,𝑄 είναι ορθές προβολές, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) 𝑃 ≤𝑄 (β) ‖𝑃𝑥‖ ≤ ‖𝑄𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻
(γ) im𝑃 ⊆ im𝑄 (δ) 𝑄𝑃 = 𝑃 (ε) 𝑃𝑄= 𝑃 .



Προβολές𝒮(𝐻): κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , 𝒫(𝐻): ορθές προβολές𝒮(𝐻)→𝒫(𝐻) ∶𝑀 →𝑃(𝑀)
im𝑃 ← 𝑃𝑀⊥ → 𝐼 −𝑃(𝑀)𝑁 ⊆𝑀 ⟺ 𝑃(𝑁) ≤ 𝑃(𝑀)



Προβολές

Πρόταση

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert 𝐻 και𝑃 = 𝑃(𝑀), 𝑄 = 𝑃(𝑁) είναι οι αντίστοιχες προβολές, τότε

(i) Ο τελεστής 𝑅 = 𝑃𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν 𝑃𝑄=𝑄𝑃 . Τότε𝑅 = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).



Προβολές

Πρόταση

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert 𝐻 και𝑃 = 𝑃(𝑀), 𝑄 = 𝑃(𝑁) είναι οι αντίστοιχες προβολές, τότε

(i) Ο τελεστής 𝑅 = 𝑃𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν 𝑃𝑄=𝑄𝑃 . Τότε𝑅 = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).



Προβολές

Πρόταση

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert 𝐻 και𝑃 = 𝑃(𝑀), 𝑄 = 𝑃(𝑁) είναι οι αντίστοιχες προβολές, τότε

(i) Ο τελεστής 𝑅 = 𝑃𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν 𝑃𝑄=𝑄𝑃 . Τότε𝑅 = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
(i’) Eιδικότερα,𝑀⊥𝑁 ⟺ 𝑃𝑄= 0 ⟺ 𝑄𝑃 = 0 ⟺ 𝑃|𝑁 = 0 ⟺ 𝑄|𝑀 = 0.
(ii)



Προβολές

Πρόταση

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert 𝐻 και𝑃 = 𝑃(𝑀), 𝑄 = 𝑃(𝑁) είναι οι αντίστοιχες προβολές, τότε

(i) Ο τελεστής 𝑅 = 𝑃𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν 𝑃𝑄=𝑄𝑃 . Τότε𝑅 = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
(i’) Eιδικότερα,𝑀⊥𝑁 ⟺ 𝑃𝑄= 0 ⟺ 𝑄𝑃 = 0 ⟺ 𝑃|𝑁 = 0 ⟺ 𝑄|𝑀 = 0.
(ii) Ο τελεστής 𝑆 = 𝑃 +𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν𝑀⊥𝑁 . Τότε𝑆 = 𝑃(𝑀 +𝑁).



Προβολές

Πρόταση

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert 𝐻 και𝑃 = 𝑃(𝑀), 𝑄 = 𝑃(𝑁) είναι οι αντίστοιχες προβολές, τότε

(i) Ο τελεστής 𝑅 = 𝑃𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν 𝑃𝑄=𝑄𝑃 . Τότε𝑅 = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
(i’) Eιδικότερα,𝑀⊥𝑁 ⟺ 𝑃𝑄= 0 ⟺ 𝑄𝑃 = 0 ⟺ 𝑃|𝑁 = 0 ⟺ 𝑄|𝑀 = 0.
(ii) Ο τελεστής 𝑆 = 𝑃 +𝑄 είναι προβολή αν και μόνον αν𝑀⊥𝑁 . Τότε𝑆 = 𝑃(𝑀 +𝑁).





Προβολές

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , ο𝑀∩𝑁 είναι ο μεγαλύτερος
κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχεται και στον𝑀 και στον 𝑁 .



Προβολές

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , ο𝑀∩𝑁 είναι ο μεγαλύτερος
κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχεται και στον𝑀 και στον 𝑁 .
O𝑀+𝑁 είναι ο μικρότερος κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχει
και τον𝑀 και τον 𝑁 .



Προβολές

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , ο𝑀∩𝑁 είναι ο μεγαλύτερος
κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχεται και στον𝑀 και στον 𝑁 .
O𝑀+𝑁 είναι ο μικρότερος κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχει
και τον𝑀 και τον 𝑁 .

Συμβολισμοί: 𝑃 ∨𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∨𝑁) = 𝑃(𝑀 +𝑁)𝑃 ∧𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∧𝑁) = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
Πρτρ: Έστω𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι.
(α) Αν𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι και dim𝑁 <∞, τότε𝑀+𝑁
κλειστός. (ασκ.)



Προβολές

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , ο𝑀∩𝑁 είναι ο μεγαλύτερος
κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχεται και στον𝑀 και στον 𝑁 .
O𝑀+𝑁 είναι ο μικρότερος κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχει
και τον𝑀 και τον 𝑁 .

Συμβολισμοί: 𝑃 ∨𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∨𝑁) = 𝑃(𝑀 +𝑁)𝑃 ∧𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∧𝑁) = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
Πρτρ: Έστω𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι.
(α) Αν𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι και dim𝑁 <∞, τότε𝑀+𝑁
κλειστός. (ασκ.)
(β) αν𝑀⊥𝑁 , τότε𝑀+𝑁 κλειστός (γνωστό: από το Πυθαγόρειο...).



Προβολές

Αν𝑀,𝑁 είναι κλειστοί υπόχωροι του𝐻 , ο𝑀∩𝑁 είναι ο μεγαλύτερος
κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχεται και στον𝑀 και στον 𝑁 .
O𝑀+𝑁 είναι ο μικρότερος κλειστός υπόχωρος του 𝐻 που περιέχει
και τον𝑀 και τον 𝑁 .

Συμβολισμοί: 𝑃 ∨𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∨𝑁) = 𝑃(𝑀 +𝑁)𝑃 ∧𝑄 ∶= 𝑃(𝑀 ∧𝑁) = 𝑃(𝑀 ∩𝑁).
Πρτρ: Έστω𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι.
(α) Αν𝑀,𝑁 κλειστοί υπόχωροι και dim𝑁 <∞, τότε𝑀+𝑁
κλειστός. (ασκ.)
(β) αν𝑀⊥𝑁 , τότε𝑀+𝑁 κλειστός (γνωστό: από το Πυθαγόρειο...).
(γ) Αν𝑀 = {(𝑥,0) ∶ 𝑥 ∈ ℓ2} και 𝑁 = {(𝑦,𝐷𝑎𝑦) ∶ 𝑦 ∈ ℓ2} όπου𝑎(𝑛) = 1𝑛 , τότε (𝑀,𝑁 κλειστοί στον ℓ2 ⊕ℓ2 αλλά)𝑀+𝑁 όχι
κλειστός. (ασκ.)











Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη







Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη



Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη



Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .
(i) Αν οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες, τότε η σειρά∑𝑛𝑃𝑛𝑥 συγκλίνει για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 ,

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη



Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .
(i) Αν οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες, τότε η σειρά∑𝑛𝑃𝑛𝑥 συγκλίνει για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 , και∑𝑛𝑃𝑛𝑥 = 𝑃(𝑀)𝑥, όπου𝑀 είναι η κλειστή γραμμική
θήκη της ένωσης των im𝑃𝑛 (𝑛 ∈ ℕ).

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη





Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .
(i) Αν οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες, τότε η σειρά∑𝑛𝑃𝑛𝑥 συγκλίνει για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 , και∑𝑛𝑃𝑛𝑥 = 𝑃(𝑀)𝑥, όπου𝑀 είναι η κλειστή γραμμική
θήκη της ένωσης των im𝑃𝑛 (𝑛 ∈ ℕ).
Για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 ισχύει∑𝑛‖𝑃𝑛𝑥‖2 = ‖𝑃(𝑀)𝑥‖2.

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη



Προβολές

Πρόταση

Αν (𝑄𝑖) είναι φθίνουσα [αύξουσα] ακολουθία προβολών, τότε συγκλίνει
κατά σημείο 1 στην προβολή 𝑄= 𝑃(𝑀), όπου𝑀 είναι η τομή [η
κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης] των im𝑄𝑖 (𝑖 ∈ ℕ).
Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 .
(i) Αν οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες, τότε η σειρά∑𝑛𝑃𝑛𝑥 συγκλίνει για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 , και∑𝑛𝑃𝑛𝑥 = 𝑃(𝑀)𝑥, όπου𝑀 είναι η κλειστή γραμμική
θήκη της ένωσης των im𝑃𝑛 (𝑛 ∈ ℕ).
Για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 ισχύει∑𝑛‖𝑃𝑛𝑥‖2 = ‖𝑃(𝑀)𝑥‖2.
(ii) Αν∑𝑛‖𝑃𝑛𝑥‖2 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 , τότε οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο
κάθετες (επομένως ισχύει το συμπέρασμα του (i).

1όχι όμως στη νόρμα τελεστή, αν {𝑄𝑖} άπειρη





Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.



Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.



Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.(𝑖𝑖) Οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες.



Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.(𝑖𝑖) Οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες.(𝑖𝑖𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, η 𝑄𝑚 ∶= 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 είναι προβολή.



Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.(𝑖𝑖) Οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες.(𝑖𝑖𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, η 𝑄𝑚 ∶= 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 είναι προβολή.(𝑖𝑣) ∑𝑛 ‖𝑃𝑛𝑥‖2 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .



Προβολές

Eναλλακτική προσέγγιση:

Πρόταση

Έστω (𝑃𝑛) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 . Tα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:(𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, ισχύει ότι 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 ≤ 𝐼 , ισοδύναμα ∥ 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛∥ ≤ 1.(𝑖𝑖) Οι 𝑃𝑛 είναι ανά δύο κάθετες.(𝑖𝑖𝑖) Για κάθε𝑚∈ℕ, η 𝑄𝑚 ∶= 𝑚∑𝑛=1𝑃𝑛 είναι προβολή.(𝑖𝑣) ∑𝑛 ‖𝑃𝑛𝑥‖2 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Τότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 η σειρά∑𝑛𝑃𝑛𝑥 συγκλίνει στο 𝑃(𝑀)𝑥, όπου𝑀
είναι η κλειστή γραμμική θήκη της ένωσης των im𝑃𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) και∑𝑛‖𝑃𝑛𝑥‖2 = ‖𝑃(𝑀)𝑥‖2.
Απόδειξη στο αρχείο orthproj.pdf.


