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Γραμμικοί τελεστές και πίνακες

Ορισμός

Αν 𝐸,𝐹 είναι γραμμικοί χώροι, ονομάζουμε ℒ(𝐸,𝐹) το σύνολο όλων
των γραμμικών απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹. Όταν 𝐸 = 𝐹 , γράφουμεℒ(𝐸) αντί για ℒ(𝐸,𝐸).

𝑥+𝜆𝑦 ∈ 𝐸 𝑇 𝑇(𝑥)+𝜆𝑇 (𝑦) ∈ 𝐹



Πίνακες και Τελεστές• Kάθε 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική γραμμική απεικόνιση𝑇𝐴 ∶ 𝕂𝑚 → 𝕂𝑛 μέσω πολλαπλασιασμού πινάκων, ως εξής[𝑎𝑖𝑗]⎡⎢⎣𝜉1⋮𝜉𝑚⎤⎥⎦ = ⎡⎢⎣∑𝑚𝑗=1 𝑎1𝑗𝜉𝑗⋮∑𝑚𝑗=1 𝑎𝑛𝑗𝜉𝑗⎤⎥⎦.• Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε επιλογή ορθοκανονικών βάσεων{𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛} του 𝐹 ορίζει ισομορφισμούς𝑉 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑚, 𝑊 ∶ 𝐹 → 𝕂𝑛, οπότε ο πίνακας 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂)
ορίζει μια γραμμική απεικόνιση̃𝑇𝐴 ∶ 𝐸 𝑉→ 𝕂𝑚 𝑇𝐴→ 𝕂𝑛 𝑊−1→ 𝐹 .
Παρατηρούμε ότι𝑎𝑖𝑘 = ⟨ ̃𝑇𝐴𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ , 𝑖 = 1,…𝑛, 𝑘 = 1,…𝑚.



Πίνακες και Τελεστές• Αντίστροφα, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 ορίζει έναν𝑛×𝑚 πίνακα 𝐴𝑇 = [𝑎𝑖𝑘] από την σχέση 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩.
Ο γραμμικός χώρος ℒ(𝐸,𝐹)
Με γραμμ. πράξεις κατά σημείο, δηλ.(𝑇 +𝜆𝑆)(𝑥) = 𝑇(𝑥)+𝜆𝑆(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸)
το σύνολο ℒ(𝐸,𝐹) γίνεται γραμμικός χώρος.

𝑥 ∈ 𝐸 𝑇 +𝜆𝑆 𝑇(𝑥)+𝜆𝑆(𝑥) ∈ 𝐹
Η απεικόνιση 𝑀𝑛𝑚(𝕂) → ℒ(𝐸,𝐹) ∶ 𝐴 ↦ 𝑇𝐴 είναι 1­1, επί, γραμμική.



Πίνακες και Τελεστές

Πρόταση

Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛}
του 𝐹 , η απεικόνιση 𝑇 → ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ είναι γραμμικός ισομορφισμός από
τον χώρο ℒ(𝐸,𝐹) επί του γραμ. χώρου 𝑀𝑛𝑚(𝕂).
Όταν 𝑛 = 𝑚, απεικονίζει τη σύνθεση τελεστών στο γινόμενο πινάκων (ή
γενικότερα όταν ορίζεται η σύνθεση).

Σύνθεση ❀ γινόμενο πινάκων: Αν επίσης ένας 𝐺 έχει ορθοκανονική

βάση {𝑔1,…,𝑔𝑘}, και 𝐸 𝑇→ 𝐹 𝑆→ 𝐺 είναι γραμμικές με𝑇 ❀ [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚 και 𝑆 ❀ [𝑏𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑚𝑘 τότε𝑆𝑇 ∶= 𝑆 ∘𝑇 ❀ [𝑐𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑘 όπου 𝑐𝑖𝑗 = ∑𝑟𝑎𝑖𝑟𝑏𝑟𝑗.



Πίνακες και Τελεστές

Aν 𝐴 ∈ 𝑀𝑛𝑚, ορίζουμε 𝐴𝑡 ∈ 𝑀𝑚𝑛 τον 𝐴𝑡 = [𝑏𝑖𝑗] όπου 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.
Θέτουμε 𝐴∗ = [𝑎𝑗𝑖]. Τότε ⟨𝑇𝐴∗𝑦,𝑥⟩ = ⟨𝑦,𝑇𝐴𝑥⟩ για κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 ,𝑥 ∈ 𝐸.
Συνεπώς:

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.



Πίνακες και Τελεστές

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.
Ιδέα της απόδειξης: Επιλέγουμε ορθοκανονικές βάσεις και θεωρούμε
τον πίνακα 𝐴 ∶= 𝐴𝑇 . Αν 𝐵 είναι ο πίνακας 𝐵 = 𝐴∗, ο τελεστής𝑇 ∗ ∶= ̃𝑇𝐵 ικανοποιεί την σχέση ⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩ = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩ για κάθε𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.
Ιδιότητες: Αν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℒ(𝐻1,𝐻2),𝑅 ∈ ℒ(𝐻2,𝐻3) και 𝜆 ∈ ℂ, έχουμε(𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗, (𝑇𝑅)∗ = 𝑅∗𝑇 ∗, 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .



Τελεστές πρώτης τάξης

Αν 𝐸,𝐹 είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και 𝑢 ∈ 𝐸,𝑣 ∈ 𝐹 ορίζουμε
γραμμική απεικόνισηΘ𝑢,𝑣 ∶ 𝐸 → 𝐹 ∶ 𝑥 → ⟨𝑥,𝑢⟩𝑣
Συνήθεις συμβολισμοί:Θ𝑢,𝑣 = 𝑣𝑢∗ = 𝑣⊗𝑢∗ = |𝑣⟩⟨𝑢|
Άσκηση• Ο συζυγής: (𝑣𝑢∗)∗ = 𝑢𝑣∗• Βρείτε τη σύνθεση (𝑣𝑢∗) ∘ (𝑤𝑧∗). Πότε είναι =0;• Όταν οι 𝐸,𝐹 είναι χώροι πεπερασμένης διάστασης, κάθε𝑇 ∈ ℒ(𝐸,𝐹) γράφεται 𝑇 = ∑𝑁𝑘=1 𝑠𝑘𝑣𝑘𝑢∗𝑘 όπου𝑠𝑘 ∈ 𝕂, 𝑢𝑘 ∈ 𝐸,𝑣𝑘 ∈ 𝐹 .• Μπορώ τότε να επιλέξω την οικογένεια {𝑢1,…,𝑢𝑁} ορθοκανονική
βάση στον 𝐸, ή την {𝑣1,…,𝑣𝑁} ορθοκανονική βάση στον 𝐹 .• Μπορώ να επιλέξω και τις δύο οικογένειες ορθοκανονικές βάσεις;



Φραγμένοι τελεστές

Έστω (𝐸,‖ ⋅ ‖𝐸) και (𝐹 ,‖ ⋅ ‖𝐹 ) χώροι με νόρμα.

Παρατήρηση. Καμμιά γραμμική συνάρτηση (εκτός απ’ την 0) δεν είναι
φραγμένη με τη συνήθη έννοια σε όλον το χώρο.

Ορισμός

Mία γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ (𝐸,‖⋅‖𝐸) → (𝐹 ,‖⋅‖𝐹 ) λέγεται φραγμένη
ή φραγμένος τελεστής (bounded operator) αν‖𝑇 ‖ ∶= sup{‖𝑇𝑥‖𝐹 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸,‖𝑥‖𝐸 ≤ 1} < +∞.ℬ(𝐸,𝐹): ο χώρος των φραγμένων τελεστών.

... ισοδύναμα, αν υπάρχει 𝑀 ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸 να ισχύει‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐸.‖𝑇𝑥−𝑇𝑥′‖𝐹 γρ.= ‖𝑇 (𝑥−𝑥′)‖𝐹 φρ.≤ ‖𝑇 ‖‖𝑥−𝑥′‖𝐸
Αν 𝑇 γραμμική,
φραγμένη ⟺ συνεχής ⟺ ομοιόμορφα συνεχής.



Φραγμένοι τελεστές

Η επόμενη Πρόταση είναι βασικό εργαλείο:

Πρόταση

Έστω (𝐸,‖.‖𝐸) χώρος με νόρμα, (𝐹 ,‖.‖𝐹 ) χώρος Banach,𝐷 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος και 𝑇 ∶ 𝐷 → 𝐹
γραμμική απεικόνιση.
Αν η 𝑇 είναι συνεχής, τότε (και μόνο τότε) δέχεται συνεχή επέκταση̃𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 δηλ. ̃𝑇 |𝐷 = 𝑇 .
H επέκταση ̃𝑇 είναι μοναδική (αν υπάρχει) και ‖ ̃𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖.



Παράδειγμα𝐷 = 𝑐𝑜𝑜 ⊆ ℓ2, 𝐹 = ℓ2
Αν 𝑎 = (𝑎(𝑛)) με κάθε 𝑎(𝑛) ∈ 𝕂, ορίζω𝑇 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑎(𝑛)𝑒𝑛 𝑛 ∈ ℕ
και επεκτείνω γραμμικά:𝑇 (∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛) ∶= ∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑎(𝑛)𝑒𝑛

δηλ. 𝑇 ((𝑥(𝑛)) ∶= (𝑎(𝑛)𝑥(𝑛)), 𝑥 = (𝑥(𝑛)) ∈ 𝑐𝑜𝑜 .



Παράδειγμα𝐷 = 𝑐𝑜𝑜 ⊆ ℓ2, 𝐹 = ℓ2
Αν 𝑎 = (𝑎(𝑛)) με κάθε 𝑎(𝑛) ∈ 𝕂, ορίζω𝑇 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑎(𝑛)𝑒𝑛 𝑛 ∈ ℕ
και επεκτείνω γραμμικά:𝑇 (∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛) ∶= ∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑎(𝑛)𝑒𝑛

δηλ. 𝑇 ((𝑥(𝑛)) ∶= (𝑎(𝑛)𝑥(𝑛)), 𝑥 = (𝑥(𝑛)) ∈ 𝑐𝑜𝑜 .
Επεκτείνεται σε ̃𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 αν­ν η (𝑎(𝑛)) είναι φραγμένη, και‖𝑇 ‖ = sup𝑛 |𝑎(𝑛)| .



Παράδειγμα𝐷 = 𝑐𝑜𝑜 ⊆ ℓ2, 𝐹 = ℓ2
Αν 𝑎 = (𝑎(𝑛)) με κάθε 𝑎(𝑛) ∈ 𝕂, ορίζω𝑇 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑎(𝑛)𝑒𝑛 𝑛 ∈ ℕ
και επεκτείνω γραμμικά:𝑇 (∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛) ∶= ∑𝑛 ⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑎(𝑛)𝑒𝑛

δηλ. 𝑇 ((𝑥(𝑛)) ∶= (𝑎(𝑛)𝑥(𝑛)), 𝑥 = (𝑥(𝑛)) ∈ 𝑐𝑜𝑜 .
Επεκτείνεται σε ̃𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 αν­ν η (𝑎(𝑛)) είναι φραγμένη, και‖𝑇 ‖ = sup𝑛 |𝑎(𝑛)| .
Μάλιστα αν η (𝑎(𝑛)) δεν είναι φραγμένη, υπάρχει 𝑦 = (𝑦(𝑛)) ∈ ℓ2
ώστε (𝑎(𝑛)𝑦(𝑛)) ∉ ℓ2.





Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και ο 𝐸 έχει
πεπερασμένη διάσταση, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής.



Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και ο 𝐸 έχει
πεπερασμένη διάσταση, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής.
Πράγματι, επιλέγοντας ορθοκανονική βάση {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸
βρίσκουμε ‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ ( 𝑚∑𝑘=1 ‖𝑇𝑒𝑘‖2𝐹)1/2‖𝑥‖𝐸 ∀𝑥 ∈ 𝐸 .





Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και ο 𝐸 έχει
πεπερασμένη διάσταση, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής.
Πράγματι, επιλέγοντας ορθοκανονική βάση {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸
βρίσκουμε ‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ ( 𝑚∑𝑘=1 ‖𝑇𝑒𝑘‖2𝐹)1/2‖𝑥‖𝐸 ∀𝑥 ∈ 𝐸 .
Όμως, αν ο 𝐸 έχει άπειρη διάσταση, υπάρχουν ασυνεχείς γραμμικές
απεικονίσεις 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 , ακόμα κι αν dim𝐹 = 1.







O συζυγής τελεστής

Θεώρημα

Aν 𝐻1,𝐻2 είναι δύο χώροι Hilbert και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας φραγμένος
τελεστής, τότε υπάρχει ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που
ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑦,𝑥⟩𝐻1 = ⟨𝑦,𝑇𝑥⟩𝐻2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑥 ∈ 𝐻2.





O συζυγής τελεστής

Θεώρημα

Aν 𝐻1,𝐻2 είναι δύο χώροι Hilbert και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας φραγμένος
τελεστής, τότε υπάρχει ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που
ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑦,𝑥⟩𝐻1 = ⟨𝑦,𝑇𝑥⟩𝐻2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑥 ∈ 𝐻2.







O συζυγής τελεστής

Θεώρημα

Aν 𝐻1,𝐻2 είναι δύο χώροι Hilbert και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας φραγμένος
τελεστής, τότε υπάρχει ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που
ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑦,𝑥⟩𝐻1 = ⟨𝑦,𝑇𝑥⟩𝐻2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑥 ∈ 𝐻2.
O 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 ονομάζεται ο συζυγής (adjoint) του 𝑇 . Είναι
φραγμένος τελεστής και ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.



O συζυγής τελεστής

Θεώρημα

Aν 𝐻1,𝐻2 είναι δύο χώροι Hilbert και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας φραγμένος
τελεστής, τότε υπάρχει ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που
ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑦,𝑥⟩𝐻1 = ⟨𝑦,𝑇𝑥⟩𝐻2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑥 ∈ 𝐻2.
O 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 ονομάζεται ο συζυγής (adjoint) του 𝑇 . Είναι
φραγμένος τελεστής και ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
Προειδοποίηση Ο συζυγής ενός μη φραγμένου τελεστή δεν ορίζεται με
τον ίδιο τρόπο.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .
(γ) ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .
(γ) ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
(δ) Aν 𝐻1 𝑆→ 𝐻2 𝑇→ 𝐻3 φραγμένοι τελεστές, (𝑇𝑆)∗ = 𝑆∗𝑇 ∗.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .
(γ) ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
(δ) Aν 𝐻1 𝑆→ 𝐻2 𝑇→ 𝐻3 φραγμένοι τελεστές, (𝑇𝑆)∗ = 𝑆∗𝑇 ∗.
(ε) ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖2.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .
(γ) ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
(δ) Aν 𝐻1 𝑆→ 𝐻2 𝑇→ 𝐻3 φραγμένοι τελεστές, (𝑇𝑆)∗ = 𝑆∗𝑇 ∗.
(ε) ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖2.



O συζυγής τελεστής

Πρόταση

Η απεικόνιση 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻1,𝐻2) → ℬ(𝐻2,𝐻1) έχει τις εξής
ιδιότητες:
(α) είναι αντιγραμμική, δηλαδή (𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ 𝜆̄𝑆∗.
(β) 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .
(γ) ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
(δ) Aν 𝐻1 𝑆→ 𝐻2 𝑇→ 𝐻3 φραγμένοι τελεστές, (𝑇𝑆)∗ = 𝑆∗𝑇 ∗.
(ε) ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖2.
Ειδικότερα (αν 𝐻1 = 𝐻2 = 𝐻),
η 𝑇 → 𝑇∗ ∶ ℬ(𝐻) → ℬ(𝐻) είναι μια ενέλιξη (involution) που
ικανοποιεί την λεγόμενη ιδιότητα 𝐶∗, δηλ. την (ε).





Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Αν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Αν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής. Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και{𝑓1,…,𝑓𝑛} του 𝐹 , ορίζεται ένας 𝑛×𝑚 πίνακας [𝑎𝑛𝑚] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) από
τη σχέση 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ , 𝑖 = 1,…𝑛, 𝑘 = 1,…𝑚.
Αντίστροφα, κάθε [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που ικανοποιεί τη σχέση αυτή.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Αν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής. Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και{𝑓1,…,𝑓𝑛} του 𝐹 , ορίζεται ένας 𝑛×𝑚 πίνακας [𝑎𝑛𝑚] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) από
τη σχέση 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ , 𝑖 = 1,…𝑛, 𝑘 = 1,…𝑚.
Αντίστροφα, κάθε [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που ικανοποιεί τη σχέση αυτή.• Γενικότερα, κάθε φραγμένος τελεστής 𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 ορίζει έναν ∞×∞
πίνακα [⟨𝑇 𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩], όπου {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} η συνηθισμένη ορθοκανονική
βάση του ℓ2.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Αν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι
συνεχής. Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και{𝑓1,…,𝑓𝑛} του 𝐹 , ορίζεται ένας 𝑛×𝑚 πίνακας [𝑎𝑛𝑚] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) από
τη σχέση 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ , 𝑖 = 1,…𝑛, 𝑘 = 1,…𝑚.
Αντίστροφα, κάθε [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που ικανοποιεί τη σχέση αυτή.• Γενικότερα, κάθε φραγμένος τελεστής 𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 ορίζει έναν ∞×∞
πίνακα [⟨𝑇 𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩], όπου {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} η συνηθισμένη ορθοκανονική
βάση του ℓ2. Δεν ισχύει όμως το αντίστροφο. Παράδειγμα;



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Διαγώνιοι τελεστές Αν 𝑎 = (𝑎𝑛), 𝑎𝑛 ∈ 𝕂 είναι τυχούσα ακολουθία, η
απεικόνιση (𝑥(𝑛)) → (𝑎𝑛𝑥(𝑛)) στέλνει τον ℓ2 στον ℓ2 αν­ν (𝑎𝑛) ∈ ℓ∞



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Διαγώνιοι τελεστές Αν 𝑎 = (𝑎𝑛), 𝑎𝑛 ∈ 𝕂 είναι τυχούσα ακολουθία, η
απεικόνιση (𝑥(𝑛)) → (𝑎𝑛𝑥(𝑛)) στέλνει τον ℓ2 στον ℓ2 αν­ν (𝑎𝑛) ∈ ℓ∞
και τότε ορίζει φραγμένο τελεστή 𝐷𝑎 με νόρμα ‖𝐷𝑎‖ = ‖𝑎‖∞. Έχουμε⟨𝐷𝑎𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ = 𝑎𝑘𝛿𝑖𝑘 (διαγώνιος πίνακας).
O συζυγής του τελεστή 𝐷𝑎 είναι ο 𝐷𝑏, όπου 𝑏 = 𝑎∗ (Δηλαδή𝑏(𝑛) = 𝑎(𝑛) για κάθε 𝑛).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Διαγώνιοι τελεστές Αν 𝑎 = (𝑎𝑛), 𝑎𝑛 ∈ 𝕂 είναι τυχούσα ακολουθία, η
απεικόνιση (𝑥(𝑛)) → (𝑎𝑛𝑥(𝑛)) στέλνει τον ℓ2 στον ℓ2 αν­ν (𝑎𝑛) ∈ ℓ∞
και τότε ορίζει φραγμένο τελεστή 𝐷𝑎 με νόρμα ‖𝐷𝑎‖ = ‖𝑎‖∞. Έχουμε⟨𝐷𝑎𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ = 𝑎𝑘𝛿𝑖𝑘 (διαγώνιος πίνακας).
O συζυγής του τελεστή 𝐷𝑎 είναι ο 𝐷𝑏, όπου 𝑏 = 𝑎∗ (Δηλαδή𝑏(𝑛) = 𝑎(𝑛) για κάθε 𝑛).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Διαγώνιοι τελεστές Αν 𝑎 = (𝑎𝑛), 𝑎𝑛 ∈ 𝕂 είναι τυχούσα ακολουθία, η
απεικόνιση (𝑥(𝑛)) → (𝑎𝑛𝑥(𝑛)) στέλνει τον ℓ2 στον ℓ2 αν­ν (𝑎𝑛) ∈ ℓ∞
και τότε ορίζει φραγμένο τελεστή 𝐷𝑎 με νόρμα ‖𝐷𝑎‖ = ‖𝑎‖∞. Έχουμε⟨𝐷𝑎𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ = 𝑎𝑘𝛿𝑖𝑘 (διαγώνιος πίνακας).
O συζυγής του τελεστή 𝐷𝑎 είναι ο 𝐷𝑏, όπου 𝑏 = 𝑎∗ (Δηλαδή𝑏(𝑛) = 𝑎(𝑛) για κάθε 𝑛).• Τελεστές Hilbert­SchmidtΜία ικανή (αλλά όχι αναγκαία) συνθήκη
ώστε ένας ∞×∞ πίνακας [𝑎𝑖𝑘] να ορίζει φραγμένο τελεστή𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 ώστε 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ για κάθε 𝑖,𝑘 ∈ ℕ είναι η∞∑𝑖=1 ∞∑𝑘=1 |𝑎𝑖𝑘|2 < ∞





Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Διαγώνιοι τελεστές Αν 𝑎 = (𝑎𝑛), 𝑎𝑛 ∈ 𝕂 είναι τυχούσα ακολουθία, η
απεικόνιση (𝑥(𝑛)) → (𝑎𝑛𝑥(𝑛)) στέλνει τον ℓ2 στον ℓ2 αν­ν (𝑎𝑛) ∈ ℓ∞
και τότε ορίζει φραγμένο τελεστή 𝐷𝑎 με νόρμα ‖𝐷𝑎‖ = ‖𝑎‖∞. Έχουμε⟨𝐷𝑎𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ = 𝑎𝑘𝛿𝑖𝑘 (διαγώνιος πίνακας).
O συζυγής του τελεστή 𝐷𝑎 είναι ο 𝐷𝑏, όπου 𝑏 = 𝑎∗ (Δηλαδή𝑏(𝑛) = 𝑎(𝑛) για κάθε 𝑛).• Τελεστές Hilbert­SchmidtΜία ικανή (αλλά όχι αναγκαία) συνθήκη
ώστε ένας ∞×∞ πίνακας [𝑎𝑖𝑘] να ορίζει φραγμένο τελεστή𝑇 ∶ ℓ2 → ℓ2 ώστε 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑒𝑖⟩ για κάθε 𝑖,𝑘 ∈ ℕ είναι η∞∑𝑖=1 ∞∑𝑘=1 |𝑎𝑖𝑘|2 < ∞ (σύγκρινε με τους διαγώνιους). Έχουμε(𝑇𝑥)(𝑖) = ⟨𝑇𝑥,𝑒𝑖⟩ = ∑𝑘 𝑎𝑖𝑘𝑥(𝑘)για κάθε 𝑥 ∈ ℓ2 .



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Ολοκληρωτικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑘 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]× [𝑎,𝑏]),
ορίζουμε (𝑇 𝑜𝑘 𝑓)(𝑥) = ∫𝑏𝑎 𝑘(𝑥,𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]).







Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Ολοκληρωτικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑘 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]× [𝑎,𝑏]),
ορίζουμε (𝑇 𝑜𝑘 𝑓)(𝑥) = ∫𝑏𝑎 𝑘(𝑥,𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]).
Ορίζει γραμμικό τελεστή 𝑇 𝑜𝑘 ∶ (𝐶([𝑎,𝑏]), ‖⋅‖2) → (𝐶([𝑎,𝑏]), ‖⋅‖2)
φραγμένο, με ‖𝑇 𝑜𝑘 ‖2 ≤ ∬|𝑘(𝑥,𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Ολοκληρωτικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑘 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]× [𝑎,𝑏]),
ορίζουμε (𝑇 𝑜𝑘 𝑓)(𝑥) = ∫𝑏𝑎 𝑘(𝑥,𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]).
Ορίζει γραμμικό τελεστή 𝑇 𝑜𝑘 ∶ (𝐶([𝑎,𝑏]), ‖⋅‖2) → (𝐶([𝑎,𝑏]), ‖⋅‖2)
φραγμένο, με ‖𝑇 𝑜𝑘 ‖2 ≤ ∬|𝑘(𝑥,𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦.
Άρα επεκτείνεται σε 𝑇𝑘 ∶ 𝐿2([𝑎,𝑏]) → 𝐿2([𝑎,𝑏]).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Πολλαπλασιαστικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]),
ορίζουμε 𝑀𝑜𝑓 ∶ 𝐶([𝑎,𝑏]) → 𝐶([𝑎,𝑏]) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔
(κατά σημείο γινόμενο).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Πολλαπλασιαστικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]),
ορίζουμε 𝑀𝑜𝑓 ∶ 𝐶([𝑎,𝑏]) → 𝐶([𝑎,𝑏]) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔
(κατά σημείο γινόμενο). Επειδή ‖𝑓𝑔‖2 ≤ ‖𝑓‖∞ ‖𝑔‖2, o𝑀𝑜𝑓 επεκτείνεται

σε 𝑀𝑓 ∶ 𝐿2([𝑎,𝑏]) → 𝐿2([𝑎,𝑏]) με ∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (μάλιστα, ισότητα).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Πολλαπλασιαστικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]),
ορίζουμε 𝑀𝑜𝑓 ∶ 𝐶([𝑎,𝑏]) → 𝐶([𝑎,𝑏]) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔
(κατά σημείο γινόμενο). Επειδή ‖𝑓𝑔‖2 ≤ ‖𝑓‖∞ ‖𝑔‖2, o𝑀𝑜𝑓 επεκτείνεται

σε 𝑀𝑓 ∶ 𝐿2([𝑎,𝑏]) → 𝐿2([𝑎,𝑏]) με ∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (μάλιστα, ισότητα).
(Αλλιώς: με μέτρο) Πάρε 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇) και όρισε𝑀𝑓 ∶ 𝐿2(𝜇) → 𝐿2(𝜇) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Πολλαπλασιαστικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]),
ορίζουμε 𝑀𝑜𝑓 ∶ 𝐶([𝑎,𝑏]) → 𝐶([𝑎,𝑏]) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔
(κατά σημείο γινόμενο). Επειδή ‖𝑓𝑔‖2 ≤ ‖𝑓‖∞ ‖𝑔‖2, o𝑀𝑜𝑓 επεκτείνεται

σε 𝑀𝑓 ∶ 𝐿2([𝑎,𝑏]) → 𝐿2([𝑎,𝑏]) με ∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (μάλιστα, ισότητα).
(Αλλιώς: με μέτρο) Πάρε 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇) και όρισε𝑀𝑓 ∶ 𝐿2(𝜇) → 𝐿2(𝜇) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔. Είναι καλά ορισμένος και∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (ισότητα για 𝜎­πεπερασμένο 𝜇).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Πολλαπλασιαστικοί τελεστές στον 𝐿2([𝑎,𝑏]). Αν 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]),
ορίζουμε 𝑀𝑜𝑓 ∶ 𝐶([𝑎,𝑏]) → 𝐶([𝑎,𝑏]) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔
(κατά σημείο γινόμενο). Επειδή ‖𝑓𝑔‖2 ≤ ‖𝑓‖∞ ‖𝑔‖2, o𝑀𝑜𝑓 επεκτείνεται

σε 𝑀𝑓 ∶ 𝐿2([𝑎,𝑏]) → 𝐿2([𝑎,𝑏]) με ∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (μάλιστα, ισότητα).
(Αλλιώς: με μέτρο) Πάρε 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇) και όρισε𝑀𝑓 ∶ 𝐿2(𝜇) → 𝐿2(𝜇) ∶ 𝑔 → 𝑓𝑔. Είναι καλά ορισμένος και∥𝑀𝑓∥ ≤ ‖𝑓‖∞ (ισότητα για 𝜎­πεπερασμένο 𝜇).
O συζυγής του τελεστή 𝑀𝑓 είναι ο τελεστής 𝑀𝑔 όπου 𝑔 = 𝑓∗. Δηλαδή𝑀∗𝑓 = 𝑀𝑓∗ .



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (shift operators) στονℓ2(ℤ) = {𝑥 ∶ ℤ → 𝕂 ∶ ∞∑𝑘=−∞|𝑥(𝑘)|2 < ∞}:𝑥 = (…,𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),…)



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (shift operators) στονℓ2(ℤ) = {𝑥 ∶ ℤ → 𝕂 ∶ ∞∑𝑘=−∞|𝑥(𝑘)|2 < ∞}:𝑥 = (…,𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),…)
Ορίζω 𝑈,𝑉 : 𝑈𝑥 = (…,𝑥(−2),𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),…)𝑉 𝑥 = (…,𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),𝑥(3),…)
δηλαδή (𝑈𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛−1) και (𝑉 𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛+1) για κάθε 𝑛 ∈ ℤ.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (shift operators) στονℓ2(ℤ) = {𝑥 ∶ ℤ → 𝕂 ∶ ∞∑𝑘=−∞|𝑥(𝑘)|2 < ∞}:𝑥 = (…,𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),…)
Ορίζω 𝑈,𝑉 : 𝑈𝑥 = (…,𝑥(−2),𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),…)𝑉 𝑥 = (…,𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),𝑥(3),…)
δηλαδή (𝑈𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛−1) και (𝑉 𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛+1) για κάθε 𝑛 ∈ ℤ.
Προφανώς 𝑈,𝑉 ∶ ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ), γραμμικοί, ισομετρίες και επί, διότι𝑈𝑉 = 𝑉 𝑈 = 𝐼 , δηλ. 𝑈−1 = 𝑉 .



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (shift operators) στονℓ2(ℤ) = {𝑥 ∶ ℤ → 𝕂 ∶ ∞∑𝑘=−∞|𝑥(𝑘)|2 < ∞}:𝑥 = (…,𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),…)
Ορίζω 𝑈,𝑉 : 𝑈𝑥 = (…,𝑥(−2),𝑥(−1),𝑥(0),𝑥(1),…)𝑉 𝑥 = (…,𝑥(0),𝑥(1),𝑥(2),𝑥(3),…)
δηλαδή (𝑈𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛−1) και (𝑉 𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛+1) για κάθε 𝑛 ∈ ℤ.
Προφανώς 𝑈,𝑉 ∶ ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ), γραμμικοί, ισομετρίες και επί, διότι𝑈𝑉 = 𝑉 𝑈 = 𝐼 , δηλ. 𝑈−1 = 𝑉 .
Ο συζυγής του 𝑈 είναι ο 𝑉 . Άρα 𝑈𝑈∗ = 𝑈∗𝑈 = 𝐼 .



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,
άρα επεκτείνονται σε ισομετρίες ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,
άρα επεκτείνονται σε ισομετρίες ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ). Δείχνουμε ότι⟨𝑉 𝑒𝑛,𝑒𝑚⟩ = ⟨𝑒𝑛,𝑈𝑒𝑚⟩ για κάθε 𝑛,𝑚 ∈ ℤ, άρα 𝑉 = 𝑈∗ (γιατί;).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,
άρα επεκτείνονται σε ισομετρίες ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ). Δείχνουμε ότι⟨𝑉 𝑒𝑛,𝑒𝑚⟩ = ⟨𝑒𝑛,𝑈𝑒𝑚⟩ για κάθε 𝑛,𝑚 ∈ ℤ, άρα 𝑉 = 𝑈∗ (γιατί;).• (β) Στον ℓ2(ℤ+):𝑆𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)

και 𝑇𝑒𝑛 ∶= { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,
άρα επεκτείνονται σε ισομετρίες ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ). Δείχνουμε ότι⟨𝑉 𝑒𝑛,𝑒𝑚⟩ = ⟨𝑒𝑛,𝑈𝑒𝑚⟩ για κάθε 𝑛,𝑚 ∈ ℤ, άρα 𝑉 = 𝑈∗ (γιατί;).• (β) Στον ℓ2(ℤ+):𝑆𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)

και 𝑇𝑒𝑛 ∶= { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)

Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ+), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­συστολές
(δηλ. ‖𝑆𝑥‖2 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑐00(ℤ+)), άρα επεκτείνονται σε
συστολές ℓ2(ℤ+) → ℓ2(ℤ+)). Δείχνω 𝑇 = 𝑆∗.



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα• Tελεστές μετατόπισης (α) Στον ℓ2(ℤ) (αλλιώς):𝑈𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)

και 𝑉 𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­ισομετρίες,
άρα επεκτείνονται σε ισομετρίες ℓ2(ℤ) → ℓ2(ℤ). Δείχνουμε ότι⟨𝑉 𝑒𝑛,𝑒𝑚⟩ = ⟨𝑒𝑛,𝑈𝑒𝑚⟩ για κάθε 𝑛,𝑚 ∈ ℤ, άρα 𝑉 = 𝑈∗ (γιατί;).• (β) Στον ℓ2(ℤ+):𝑆𝑒𝑛 ∶= 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)

και 𝑇𝑒𝑛 ∶= { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)

Επεκτείνω γραμμικά στον 𝑐00(ℤ+), παρατηρώ ότι είναι ‖⋅‖2­συστολές
(δηλ. ‖𝑆𝑥‖2 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑐00(ℤ+)), άρα επεκτείνονται σε
συστολές ℓ2(ℤ+) → ℓ2(ℤ+)). Δείχνω 𝑇 = 𝑆∗.
(Μάλιστα ο 𝑆 είναι ισομετρία. Ο 𝑆∗;)



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα

Συμπέρασμα

Στον ℓ2(ℤ) ∶ 𝑈𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)𝑈∗𝑒𝑛 = 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Στον ℓ2(ℤ+) ∶ 𝑆𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)𝑆∗𝑒𝑛 = { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)• (γ) Στον 𝐿2(ℝ) (translation operators):
Έστω 𝑡 ∈ ℝ. Αν 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ), ορίζω 𝑓𝑡 ∶ 𝑠 → 𝑓𝑡(𝑠) = 𝑓(𝑠−𝑡).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα

Συμπέρασμα

Στον ℓ2(ℤ) ∶ 𝑈𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)𝑈∗𝑒𝑛 = 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Στον ℓ2(ℤ+) ∶ 𝑆𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)𝑆∗𝑒𝑛 = { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)• (γ) Στον 𝐿2(ℝ) (translation operators):
Έστω 𝑡 ∈ ℝ. Αν 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ), ορίζω 𝑓𝑡 ∶ 𝑠 → 𝑓𝑡(𝑠) = 𝑓(𝑠−𝑡). Τότε𝑓𝑡 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) και η απεικόνιση𝜆𝑡 ∶ (𝐶𝑐(ℝ),‖⋅‖2) → 𝐶𝑐(ℝ),‖⋅‖2) ∶ 𝑓 → 𝑓𝑡
είναι (γραμμική) ισομετρία επί (γιατί;).



Φραγμένοι τελεστές: Παραδείγματα

Συμπέρασμα

Στον ℓ2(ℤ) ∶ 𝑈𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά)𝑈∗𝑒𝑛 = 𝑒𝑛−1 (μετατόπιση αριστερά) (𝑛 ∈ ℤ)
Στον ℓ2(ℤ+) ∶ 𝑆𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 (μετατόπιση δεξιά) (𝑛 ∈ ℤ+)𝑆∗𝑒𝑛 = { 𝑒𝑛−1 όταν 𝑛 ≥ 10 όταν 𝑛 = 0 (μετατόπιση αριστερά)• (γ) Στον 𝐿2(ℝ) (translation operators):
Έστω 𝑡 ∈ ℝ. Αν 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ), ορίζω 𝑓𝑡 ∶ 𝑠 → 𝑓𝑡(𝑠) = 𝑓(𝑠−𝑡). Τότε𝑓𝑡 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) και η απεικόνιση𝜆𝑡 ∶ (𝐶𝑐(ℝ),‖⋅‖2) → 𝐶𝑐(ℝ),‖⋅‖2) ∶ 𝑓 → 𝑓𝑡
είναι (γραμμική) ισομετρία επί (γιατί;). Άρα επεκτείνεται σε γραμμική
ισομετρία 𝐿2(ℝ) → 𝐿2(ℝ), επί.



Μη Φραγμένοι τελεστές: Ένα παράδειγμα

Στον χώρο 𝐶1([0,1]) των συνεχώς παραγωγίσιμων συναρτήσεων 1

ορίζουμε 𝐷𝑓 = 𝑓′. Είναι γραμμική απεικόνιση, καλά ορισμένη στον
πυκνό υπόχωρο 𝐶1([0,1]) του 𝐿2([0,1]),

1Δηλ. των 𝑓 ∶ [0,1] → ℂ που έχουν παράγωγο 𝑓′(𝑥), ∀𝑥 ∈ [0,1] (στα άκρα οι
πλευρικές) και η 𝑓′ ∶ [0,1] → ℂ είναι συνεχής στο [0,1].



Μη Φραγμένοι τελεστές: Ένα παράδειγμα

Στον χώρο 𝐶1([0,1]) των συνεχώς παραγωγίσιμων συναρτήσεων 1

ορίζουμε 𝐷𝑓 = 𝑓′. Είναι γραμμική απεικόνιση, καλά ορισμένη στον
πυκνό υπόχωρο 𝐶1([0,1]) του 𝐿2([0,1]), αλλά δεν επεκτείνεται σε
φραγμένο τελεστή 𝐿2([0,1]) → 𝐿2([0,1]), γιατί δεν είναι συνεχής ως
προς τη νόρμα του 𝐿2([0,1]): δεν υπάρχει σταθερά 𝑀 < ∞ ώστε‖𝐷𝑓‖2 ≤ 𝑀 ‖𝑓‖2 για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶1([0,1]).

1Δηλ. των 𝑓 ∶ [0,1] → ℂ που έχουν παράγωγο 𝑓′(𝑥), ∀𝑥 ∈ [0,1] (στα άκρα οι
πλευρικές) και η 𝑓′ ∶ [0,1] → ℂ είναι συνεχής στο [0,1].


