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Ο Χώρος των Tελεστών

Ορισμός

Αν (𝐸,‖ ⋅ ‖), (𝐹 ,‖ ⋅ ‖) είναι χώροι με νόρμα, ονομάζουμε ℬ(𝐸,𝐹) το
σύνολο όλων των φραγμένων γραμμικών απεικονίσεων𝑇 ∶ (𝐸,‖ ⋅ ‖) → (𝐹 ,‖ ⋅ ‖).
Όταν 𝐸 = 𝐹 , γράφουμε ℬ(𝐸) αντί για ℬ(𝐸,𝐸).
Με γραμμ. πράξεις κατά σημείο, δηλ.(𝑇 +𝜆𝑆) ∶ 𝑥→ 𝑇𝑥+𝜆(𝑆𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸)
το σύνολο ℬ(𝐸,𝐹) γίνεται γραμμικός χώρος.



Ο Χώρος των Tελεστών

Ορισμός

Αν (𝐸,‖ ⋅ ‖), (𝐹 ,‖ ⋅ ‖) είναι χώροι με νόρμα, ονομάζουμε ℬ(𝐸,𝐹) το
σύνολο όλων των φραγμένων γραμμικών απεικονίσεων𝑇 ∶ (𝐸,‖ ⋅ ‖) → (𝐹 ,‖ ⋅ ‖).
Όταν 𝐸 = 𝐹 , γράφουμε ℬ(𝐸) αντί για ℬ(𝐸,𝐸).
Με γραμμ. πράξεις κατά σημείο, δηλ.(𝑇 +𝜆𝑆) ∶ 𝑥→ 𝑇𝑥+𝜆(𝑆𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸)
το σύνολο ℬ(𝐸,𝐹) γίνεται γραμμικός χώρος.
Πρόταση

H απεικόνιση 𝑇 → ‖𝑇‖ είναι νόρμα στον χώρο ℬ(𝐸,𝐹).
Αν επί πλέον ο 𝐹 είναι πλήρης, ο ℬ(𝐸,𝐹) είναι χώρος Banach.



Ο Χώρος των Tελεστών

Όταν 𝐸 = 𝐹 , o ℬ(𝐸) γίνεται (μη μεταθετική, αν dim𝐸 > 1) άλγεβρα
ως προς τη σύνθεση: (𝑇𝑆)(𝑥) = 𝑇(𝑆(𝑥)) (𝑥 ∈ 𝐸).Μάλιστα‖𝑇𝑆‖ ≤ ‖𝑇 ‖‖𝑆‖.
Ορισμός

O (τοπολογικός) δυικός (dual) 𝐸∗ ενός χώρου με νόρμα είναι ο χώρος
όλων των συνεχών γραμμικών μορφών 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝕂, δηλαδή ο ℬ(𝐸,𝕂).
Είναι πάντα χώρος Banach.



Sesquilinear μορφές

Ορισμός

Mια απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 λέγεται sesquilinear μορφή αν έχει
τις ιδιότητες(𝑖) είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή, δηλαδή για κάθε𝑦 ∈ 𝐻2 η απεικόνιση 𝑥→ 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻1 → 𝕂 είναι γραμμική.



Sesquilinear μορφές

Ορισμός

Mια απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 λέγεται sesquilinear μορφή αν έχει
τις ιδιότητες(𝑖) είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή, δηλαδή για κάθε𝑦 ∈ 𝐻2 η απεικόνιση 𝑥→ 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻1 → 𝕂 είναι γραμμική.



Sesquilinear μορφές

Ορισμός

Mια απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 λέγεται sesquilinear μορφή αν έχει
τις ιδιότητες(𝑖) είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή, δηλαδή για κάθε𝑦 ∈ 𝐻2 η απεικόνιση 𝑥→ 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻1 → 𝕂 είναι γραμμική.(𝑖𝑖) είναι αντιγραμμική ως προς την δεύτερη μεταβλητή, δηλαδή για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1 η απεικόνιση 𝑦 → 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻2 → 𝕂 είναι γραμμική.



Sesquilinear μορφές

Ορισμός

Mια απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 λέγεται sesquilinear μορφή αν έχει
τις ιδιότητες(𝑖) είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή, δηλαδή για κάθε𝑦 ∈ 𝐻2 η απεικόνιση 𝑥→ 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻1 → 𝕂 είναι γραμμική.(𝑖𝑖) είναι αντιγραμμική ως προς την δεύτερη μεταβλητή, δηλαδή για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1 η απεικόνιση 𝑦 → 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻2 → 𝕂 είναι γραμμική.
Mια sesquilinear μορφή λέγεται φραγμένη, αν επιπλέον έχει την ιδιότητα(𝑖𝑖𝑖) sup{|𝜙(𝑥,𝑦)| ∶ ‖𝑥‖𝐻1 ≤ 1,‖𝑦‖𝐻2 ≤ 1} ∶= ‖𝜙‖ < +∞.



Sesquilinear μορφές

Ορισμός

Mια απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 λέγεται sesquilinear μορφή αν έχει
τις ιδιότητες(𝑖) είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή, δηλαδή για κάθε𝑦 ∈ 𝐻2 η απεικόνιση 𝑥→ 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻1 → 𝕂 είναι γραμμική.(𝑖𝑖) είναι αντιγραμμική ως προς την δεύτερη μεταβλητή, δηλαδή για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1 η απεικόνιση 𝑦 → 𝜙(𝑥,𝑦) ∶ 𝐻2 → 𝕂 είναι γραμμική.
Mια sesquilinear μορφή λέγεται φραγμένη, αν επιπλέον έχει την ιδιότητα(𝑖𝑖𝑖) sup{|𝜙(𝑥,𝑦)| ∶ ‖𝑥‖𝐻1 ≤ 1,‖𝑦‖𝐻2 ≤ 1} ∶= ‖𝜙‖ < +∞.
Παράδειγμα 𝜙(𝑥,𝑦) = ⟨𝑇𝑥,𝑦⟩ όπου 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2).
Μάλιστα ‖𝑇 ‖ = ‖𝜙‖, δηλαδή‖𝑇 ‖ = sup{|⟨𝑇𝑥,𝑦⟩| ∶ ‖𝑥‖𝐻1 ≤ 1,‖𝑦‖𝐻2 ≤ 1}.
Σημείωση Sesquilinear μορφές ορίζονται βεβαίως σε οποιουσδήποτε𝕂­γραμμικούς χώρους.



H νόρμα τελεστή

Aν 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2),‖𝑇 ‖ = sup{‖𝑇𝑥‖2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐻1,‖𝑥‖1 ≤ 1}= sup{|⟨𝑇𝑥,𝑦⟩2 | ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻1),𝑦 ∈ ball(𝐻2)}



H νόρμα τελεστή

Aν 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2),‖𝑇 ‖ = sup{‖𝑇𝑥‖2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐻1,‖𝑥‖1 ≤ 1}= sup{|⟨𝑇𝑥,𝑦⟩2 | ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻1),𝑦 ∈ ball(𝐻2)}
Aν dim𝐻1 =𝑚, dim𝐻2 = 𝑛 με ΟΚ βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} και{𝑓1,…,𝑓𝑛} και 𝑎𝑖𝑗 = ⟨𝑇𝑒𝑗,𝑓𝑖⟩ έχουμε‖𝑇 ‖ = sup{∣∑𝑖,𝑗 𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗∣ ∶ 𝑚∑𝑗=1 |𝑥𝑗|2 ≤ 1, 𝑛∑𝑖1 |𝑦𝑖|2 ≤ 1}



Sesquilinear μορφές

Tαυτότητα πολικότητας (polarization) Αν 𝜑 ∶ 𝐻 ×𝐻 →ℂ sesquilinear
και 𝜑̂(𝑥) = 𝜑(𝑥,𝑥) η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή,𝜑(𝑥,𝑦) = 𝜑̂(𝑥+𝑦2 )−𝜑̂(𝑥−𝑦2 )+𝑖𝜑̂(𝑥+𝑖𝑦2 )−𝑖𝜑̂(𝑥−𝑖𝑦2 ).



Sesquilinear μορφές

Tαυτότητα πολικότητας (polarization) Αν 𝜑 ∶ 𝐻 ×𝐻 →ℂ sesquilinear
και 𝜑̂(𝑥) = 𝜑(𝑥,𝑥) η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή,𝜑(𝑥,𝑦) = 𝜑̂(𝑥+𝑦2 )−𝜑̂(𝑥−𝑦2 )+𝑖𝜑̂(𝑥+𝑖𝑦2 )−𝑖𝜑̂(𝑥−𝑖𝑦2 ).
Πρόταση

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Μια sesquilinear μορφή 𝜑 είναι
φραγμένη ανν η 𝜑̂ είναι φραγμένη στη μπάλα του 𝐻 . Μάλιστα

sup{|𝜑̂(𝑥)| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)} ≤ ‖𝜑‖ ≤ 2sup{|𝜑̂(𝑥)| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.
αν 𝜑(𝑥,𝑥) ∈ ℝ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 , τότε ισχύει η ισότητα‖𝜑‖ = sup{|𝜑̂(𝑥)| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.
... αλλά όχι εν γένει.



Sesquilinear μορφές και τελεστές

Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶𝐻→𝐻
είναι φραγμένη αν και μόνον αν

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1} < +∞.



Sesquilinear μορφές και τελεστές

Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶𝐻→𝐻
είναι φραγμένη αν και μόνον αν

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1} < +∞.



Sesquilinear μορφές και τελεστές

Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶𝐻→𝐻
είναι φραγμένη αν και μόνον αν

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1} < +∞.
Tότε

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)} ≤ ‖𝑇 ‖ ≤ 2sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.



Sesquilinear μορφές και τελεστές

Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶𝐻→𝐻
είναι φραγμένη αν και μόνον αν

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1} < +∞.
Tότε

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)} ≤ ‖𝑇 ‖ ≤ 2sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.
Eπίσης, αν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℬ(𝐻), τότε 𝑇 = 𝑆 αν και μόνον αν⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ = ⟨𝑆𝑥,𝑥⟩ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .



Sesquilinear μορφές και τελεστές

Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶𝐻→𝐻
είναι φραγμένη αν και μόνον αν

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1} < +∞.
Tότε

sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)} ≤ ‖𝑇 ‖ ≤ 2sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.
Eπίσης, αν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℬ(𝐻), τότε 𝑇 = 𝑆 αν και μόνον αν⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ = ⟨𝑆𝑥,𝑥⟩ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Πόρισμα

Έστω 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert και 𝑇 ∶𝐻→𝐻 φραγμένη γραμμική
απεικόνιση. Aν 𝑇 = 𝑇 ∗, τότε‖𝑇 ‖ = sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ ball(𝐻)}.



Sesquilinear μορφές

Θεώρημα

Έστω 𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert. Kάθε φραγμένη sesquilinear μορφή𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 ορίζει έναν μοναδικό φραγμένο τελεστή𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) από την σχέση𝜙(𝑥,𝑦) = ⟨𝑇𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1,𝑦 ∈ 𝐻2.



Sesquilinear μορφές

Θεώρημα

Έστω 𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert. Kάθε φραγμένη sesquilinear μορφή𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 ορίζει έναν μοναδικό φραγμένο τελεστή𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) από την σχέση𝜙(𝑥,𝑦) = ⟨𝑇𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1,𝑦 ∈ 𝐻2.



Sesquilinear μορφές

Θεώρημα

Έστω 𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert. Kάθε φραγμένη sesquilinear μορφή𝜙 ∶ 𝐻1×𝐻2 → 𝕂 ορίζει έναν μοναδικό φραγμένο τελεστή𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) από την σχέση𝜙(𝑥,𝑦) = ⟨𝑇𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1,𝑦 ∈ 𝐻2.
Έπεται το

Θεώρημα

Aν 𝐻1,𝐻2 είναι δύο χώροι Hilbert και 𝑇 ∶ 𝐻1 →𝐻2 ένας φραγμένος
τελεστής, τότε υπάρχει ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 →𝐻1 που
ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇𝑥,𝑦⟩𝐻2 = ⟨𝑥,𝑇 ∗𝑦⟩𝐻1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑦 ∈ 𝐻2.
O 𝑇 ∗ είναι φραγμένος και ‖𝑇 ∗‖ = ‖𝑇 ‖.
Αποδ. Η 𝜙(𝑦,𝑥) ∶= ⟨𝑦,𝑇𝑥⟩𝐻2 είναι sesquilinear και φραγμένη.



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική.



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)

Έστω 𝑥 ∈ 𝐻2. Θεωρώ τη γραμμική μορφή𝑓𝑥 ∶ 𝐷→ ℂ ∶ 𝑦 → ⟨𝑇𝑦,𝑥⟩2 .
Για ποιά 𝑥 ∈ 𝐻2 είναι συνεχής?



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)

Έστω 𝑥 ∈ 𝐻2. Θεωρώ τη γραμμική μορφή𝑓𝑥 ∶ 𝐷→ ℂ ∶ 𝑦 → ⟨𝑇𝑦,𝑥⟩2 .
Για ποιά 𝑥 ∈ 𝐻2 είναι συνεχής? Αυτά: Ορίζω𝐷∗ ∶= {𝑥 ∈ 𝐻2 ∶ ∃𝐶𝑥 ∶ | ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 | ≤ 𝐶𝑥 ‖𝑦‖ ∀𝑦 ∈ 𝐷}.



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)

Έστω 𝑥 ∈ 𝐻2. Θεωρώ τη γραμμική μορφή𝑓𝑥 ∶ 𝐷→ ℂ ∶ 𝑦 → ⟨𝑇𝑦,𝑥⟩2 .
Για ποιά 𝑥 ∈ 𝐻2 είναι συνεχής? Αυτά: Ορίζω𝐷∗ ∶= {𝑥 ∈ 𝐻2 ∶ ∃𝐶𝑥 ∶ | ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 | ≤ 𝐶𝑥 ‖𝑦‖ ∀𝑦 ∈ 𝐷}.
(Μπορεί𝐷∗ = {0}). Αν 𝑥 ∈ 𝐷∗, τότε (Riesz) ∃!𝑇 ∗𝑥 ∈ 𝐻1 ώστε𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑦,𝑇 ∗𝑥⟩1 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐻1.



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)

Έστω 𝑥 ∈ 𝐻2. Θεωρώ τη γραμμική μορφή𝑓𝑥 ∶ 𝐷→ ℂ ∶ 𝑦 → ⟨𝑇𝑦,𝑥⟩2 .
Για ποιά 𝑥 ∈ 𝐻2 είναι συνεχής? Αυτά: Ορίζω𝐷∗ ∶= {𝑥 ∈ 𝐻2 ∶ ∃𝐶𝑥 ∶ | ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 | ≤ 𝐶𝑥 ‖𝑦‖ ∀𝑦 ∈ 𝐷}.
(Μπορεί𝐷∗ = {0}). Αν 𝑥 ∈ 𝐷∗, τότε (Riesz) ∃!𝑇 ∗𝑥 ∈ 𝐻1 ώστε𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑦,𝑇 ∗𝑥⟩1 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐻1. Οπότε ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 = ⟨𝑦,𝑇 ∗𝑥⟩1 για
κάθε 𝑦 ∈ 𝐷, δηλαδή ισχύει η (*).



O συζυγής μη φραγμένου τελεστή

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert και 𝐷⊆𝐻1 πυκνός γραμμικός υπόχωρος
και 𝑇 ∶ 𝐷→𝐻2 γραμμική. Να βρούμε (αν ∃) γραμμ. υπόχωρο𝐷∗ ⊆𝐻2 και γραμμ. απεικόνιση 𝑇 ∗ ∶ 𝐷∗ →𝐻1 ώστε⟨𝑇 ∗𝑥,𝑦⟩1 = ⟨𝑥,𝑇 𝑦⟩2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐷∗ ,𝑦 ∈ 𝐷. (*)

Έστω 𝑥 ∈ 𝐻2. Θεωρώ τη γραμμική μορφή𝑓𝑥 ∶ 𝐷→ ℂ ∶ 𝑦 → ⟨𝑇𝑦,𝑥⟩2 .
Για ποιά 𝑥 ∈ 𝐻2 είναι συνεχής? Αυτά: Ορίζω𝐷∗ ∶= {𝑥 ∈ 𝐻2 ∶ ∃𝐶𝑥 ∶ | ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 | ≤ 𝐶𝑥 ‖𝑦‖ ∀𝑦 ∈ 𝐷}.
(Μπορεί𝐷∗ = {0}). Αν 𝑥 ∈ 𝐷∗, τότε (Riesz) ∃!𝑇 ∗𝑥 ∈ 𝐻1 ώστε𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑦,𝑇 ∗𝑥⟩1 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐻1. Οπότε ⟨𝑇 𝑦,𝑥⟩2 = ⟨𝑦,𝑇 ∗𝑥⟩1 για
κάθε 𝑦 ∈ 𝐷, δηλαδή ισχύει η (*).
Ελέγχω ότι ο 𝐷∗ είναι γραμμ. υπόχωρος του 𝐻2 και η𝑥→ 𝑇∗𝑥 ∶ 𝐷∗ →𝐻1 γραμμική.
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Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 .



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)
Παραδείγματα:
O (unilateral) shift 𝑆 στον ℓ2(ℤ+) δεν είναι φυσιολογικός.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)
Παραδείγματα:
O (unilateral) shift 𝑆 στον ℓ2(ℤ+) δεν είναι φυσιολογικός.
Κάθε𝑀𝑓 είναι φυσιολογικός.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)
Παραδείγματα:
O (unilateral) shift 𝑆 στον ℓ2(ℤ+) δεν είναι φυσιολογικός.
Κάθε𝑀𝑓 είναι φυσιολογικός.
Ένας𝑀𝑓 είναι αυτοσυζυγής αν­ν 𝑓(𝑡) ∈ ℝ για κάθε 𝑡.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)
Παραδείγματα:
O (unilateral) shift 𝑆 στον ℓ2(ℤ+) δεν είναι φυσιολογικός.
Κάθε𝑀𝑓 είναι φυσιολογικός.
Ένας𝑀𝑓 είναι αυτοσυζυγής αν­ν 𝑓(𝑡) ∈ ℝ για κάθε 𝑡.
O μετασχηματισμός Fourier 𝐹 ∶ 𝐿2([0,2𝜋]) → ℓ2(ℤ) είναι
ορθομοναδιαίος.



Kατηγορίες τελεστών

Ορισμός

Έστω𝐻1,𝐻2 χώροι Hilbert.
(i) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝑇𝑇 ∗.
(σαν τις συναρτήσεις)
(ii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) λέγεται αυτοσυζυγής (self­adjoint) αν 𝑇 = 𝑇 ∗.
(σαν τις πραγματικές συναρτήσεις)
(iii) Ένας 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται ορθομοναδιαίος (unitary) αν𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 και 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼𝐻2 . (σαν τις συναρτήσεις που |𝑓(𝑡)| = 1)
Παραδείγματα:
O (unilateral) shift 𝑆 στον ℓ2(ℤ+) δεν είναι φυσιολογικός.
Κάθε𝑀𝑓 είναι φυσιολογικός.
Ένας𝑀𝑓 είναι αυτοσυζυγής αν­ν 𝑓(𝑡) ∈ ℝ για κάθε 𝑡.
O μετασχηματισμός Fourier 𝐹 ∶ 𝐿2([0,2𝜋]) → ℓ2(ℤ) είναι
ορθομοναδιαίος.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
φυσιολογικός αν και μόνον αν ‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇 ∗𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
φυσιολογικός αν και μόνον αν ‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇 ∗𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
φυσιολογικός αν και μόνον αν ‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇 ∗𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
αυτοσυζυγής αν και μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ∈ ℝ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Γράφω ℬℎ(𝐻) = {𝑇 ∈ ℬ(𝐻),𝑇 = 𝑇 ∗}.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
φυσιολογικός αν και μόνον αν ‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇 ∗𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Ο 𝑇 είναι
αυτοσυζυγής αν και μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ∈ ℝ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Γράφω ℬℎ(𝐻) = {𝑇 ∈ ℬ(𝐻),𝑇 = 𝑇 ∗}.
Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻), όπου 𝐻 μιγαδικός χώρος Hilbert. Αν o 𝑇 είναι
αυτοσυζυγής, τότε‖𝑇 ‖ = sup{|⟨𝑇𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ ≤ 1}.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.
(ii) Ο 𝑇 είναι ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν είναι ισομετρία και επί.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.
(ii) Ο 𝑇 είναι ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν είναι ισομετρία και επί.

Παραδείγματα

Αν Η1 = Η2 =𝐻 με dim𝐻 <∞, κάθε ισομετρία είναι βεβαίως επί.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.
(ii) Ο 𝑇 είναι ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν είναι ισομετρία και επί.

Παραδείγματα

Αν Η1 = Η2 =𝐻 με dim𝐻 <∞, κάθε ισομετρία είναι βεβαίως επί.



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.
(ii) Ο 𝑇 είναι ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν είναι ισομετρία και επί.

Παραδείγματα

Αν Η1 = Η2 =𝐻 με dim𝐻 <∞, κάθε ισομετρία είναι βεβαίως επί.
Στον ℓ2, o 𝑆 ∶ 𝑒𝑛 → 𝑒𝑛+1 είναι ισομετρία, όχι επί αφού 𝑒0 ∉ 𝑆(ℓ2) (στο
ξενοδοχείο Hilbert πάντα βρίσκουμε θέση, ακόμα κι αν σε κάθε 𝑒𝑛
υπάρχει ένοικος).



Kατηγορίες τελεστών

Πρόταση

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2), όπου 𝐻𝑖 μιγαδικoί χώρoι Hilbert. Τότε
(i) Ο 𝑇 είναι ισομετρία αν και μόνον αν 𝑇 ∗𝑇 = 𝐼𝐻1 , ισοδύναμα αν και
μόνον αν ⟨𝑇𝑥,𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝑦⟩ για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻1.
(ii) Ο 𝑇 είναι ορθομοναδιαίος αν και μόνον αν είναι ισομετρία και επί.

Παραδείγματα

Αν Η1 = Η2 =𝐻 με dim𝐻 <∞, κάθε ισομετρία είναι βεβαίως επί.
Στον ℓ2, o 𝑆 ∶ 𝑒𝑛 → 𝑒𝑛+1 είναι ισομετρία, όχι επί αφού 𝑒0 ∉ 𝑆(ℓ2) (στο
ξενοδοχείο Hilbert πάντα βρίσκουμε θέση, ακόμα κι αν σε κάθε 𝑒𝑛
υπάρχει ένοικος).



Αυτοσυζυγείς και θετικοί τελεστές

Kάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) γράφεται μοναδικά στην μορφή𝐴=𝐴1+𝑖𝐴2, όπου 𝐴𝑘 = 𝐴∗𝑘 (𝑘 = 1,2).



Αυτοσυζυγείς και θετικοί τελεστές

Kάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) γράφεται μοναδικά στην μορφή𝐴=𝐴1+𝑖𝐴2, όπου 𝐴𝑘 = 𝐴∗𝑘 (𝑘 = 1,2).
Ορισμός

(i) Ένας αυτοσυζυγής τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) λέγεται θετικός (ή θετικά
ημιορισμένος) (positive ή positive semidefinite) αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ 0 για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Tο σύνολο των θετικών τελεστών συμβολίζουμε ℬ+(𝐻).



Αυτοσυζυγείς και θετικοί τελεστές

Kάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) γράφεται μοναδικά στην μορφή𝐴=𝐴1+𝑖𝐴2, όπου 𝐴𝑘 = 𝐴∗𝑘 (𝑘 = 1,2).
Ορισμός

(i) Ένας αυτοσυζυγής τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) λέγεται θετικός (ή θετικά
ημιορισμένος) (positive ή positive semidefinite) αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ 0 για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Tο σύνολο των θετικών τελεστών συμβολίζουμε ℬ+(𝐻).



Αυτοσυζυγείς και θετικοί τελεστές

Kάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) γράφεται μοναδικά στην μορφή𝐴=𝐴1+𝑖𝐴2, όπου 𝐴𝑘 = 𝐴∗𝑘 (𝑘 = 1,2).
Ορισμός

(i) Ένας αυτοσυζυγής τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) λέγεται θετικός (ή θετικά
ημιορισμένος) (positive ή positive semidefinite) αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ 0 για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Tο σύνολο των θετικών τελεστών συμβολίζουμε ℬ+(𝐻).
(ii) Aν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℬℎ(𝐻), ορίζουμε 𝑇 ≥ 𝑆 αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ ⟨𝑆𝑥,𝑥⟩ για κάθε𝑥 ∈ 𝐻 , αν δηλαδή 𝑇 −𝑆 ∈ ℬ+(𝐻).



Αυτοσυζυγείς και θετικοί τελεστές

Kάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) γράφεται μοναδικά στην μορφή𝐴=𝐴1+𝑖𝐴2, όπου 𝐴𝑘 = 𝐴∗𝑘 (𝑘 = 1,2).
Ορισμός

(i) Ένας αυτοσυζυγής τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) λέγεται θετικός (ή θετικά
ημιορισμένος) (positive ή positive semidefinite) αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ 0 για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Tο σύνολο των θετικών τελεστών συμβολίζουμε ℬ+(𝐻).
(ii) Aν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℬℎ(𝐻), ορίζουμε 𝑇 ≥ 𝑆 αν ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ ⟨𝑆𝑥,𝑥⟩ για κάθε𝑥 ∈ 𝐻 , αν δηλαδή 𝑇 −𝑆 ∈ ℬ+(𝐻).
Παρατήρηση: Σε μιγαδικούς χώρους, κάθε 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) με ⟨𝑇𝑥,𝑥⟩ ≥ 0
για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 είναι αυτομάτως θετικός.



Ο κώνος των θετικών τελεστών

Ο (ℬℎ(𝐻),‖⋅‖) είναι ℝ­χώρος Banach. O ℬ+(𝐻) ⊆ ℬℎ(𝐻) είναι• κώνος: 𝐴≥ 0, 𝑡 ≥ 0 ⇒ 𝑡𝐴 ≥ 0.



Ο κώνος των θετικών τελεστών

Ο (ℬℎ(𝐻),‖⋅‖) είναι ℝ­χώρος Banach. O ℬ+(𝐻) ⊆ ℬℎ(𝐻) είναι• κώνος: 𝐴≥ 0, 𝑡 ≥ 0 ⇒ 𝑡𝐴 ≥ 0.• κυρτός: 𝐴,𝐵 ≥ 0, 𝜆 ∈ [0,1] ⇒ 𝜆𝐴+(1−𝜆)𝐵 ≥ 0• γνήσιος: 𝐴≥ 0 και −𝐴≥ 0 ⇒𝐴= 0.



Ο κώνος των θετικών τελεστών

Ο (ℬℎ(𝐻),‖⋅‖) είναι ℝ­χώρος Banach. O ℬ+(𝐻) ⊆ ℬℎ(𝐻) είναι• κώνος: 𝐴≥ 0, 𝑡 ≥ 0 ⇒ 𝑡𝐴 ≥ 0.• κυρτός: 𝐴,𝐵 ≥ 0, 𝜆 ∈ [0,1] ⇒ 𝜆𝐴+(1−𝜆)𝐵 ≥ 0• γνήσιος: 𝐴≥ 0 και −𝐴≥ 0 ⇒𝐴= 0.• παράγει τον ℬℎ(𝐻) (full cone): ∀𝑇 ∈ ℬℎ ∃𝐴,𝐵 ≥ 0 ∶ 𝑇 = 𝐴−𝐵.







Ο κώνος των θετικών τελεστών

Ο (ℬℎ(𝐻),‖⋅‖) είναι ℝ­χώρος Banach. O ℬ+(𝐻) ⊆ ℬℎ(𝐻) είναι• κώνος: 𝐴≥ 0, 𝑡 ≥ 0 ⇒ 𝑡𝐴 ≥ 0.• κυρτός: 𝐴,𝐵 ≥ 0, 𝜆 ∈ [0,1] ⇒ 𝜆𝐴+(1−𝜆)𝐵 ≥ 0• γνήσιος: 𝐴≥ 0 και −𝐴≥ 0 ⇒𝐴= 0.• παράγει τον ℬℎ(𝐻) (full cone): ∀𝑇 ∈ ℬℎ ∃𝐴,𝐵 ≥ 0 ∶ 𝑇 = 𝐴−𝐵.• ‖⋅‖­κλειστός.



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Mε άλλα λόγια:
H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻) είναι συμβιβαστή με την γραμμική του δομή,
δηλαδή (αν 𝐴,𝐵,𝑆,𝑇 ∈ ℬℎ και 𝜆,𝜇 ∈ ℝ)𝐴≥𝐵, 𝑆 ≥ 𝑇 ⇒𝐴+𝑆 ≥𝐵+𝑇

και 𝜆 ≥ 𝜇 ≥ 0⇒ 𝜆𝐴≥ 𝜇𝐵.



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Mε άλλα λόγια:
H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻) είναι συμβιβαστή με την γραμμική του δομή,
δηλαδή (αν 𝐴,𝐵,𝑆,𝑇 ∈ ℬℎ και 𝜆,𝜇 ∈ ℝ)𝐴≥𝐵, 𝑆 ≥ 𝑇 ⇒𝐴+𝑆 ≥𝐵+𝑇

και 𝜆 ≥ 𝜇 ≥ 0⇒ 𝜆𝐴≥ 𝜇𝐵.
Δεν είναι όμως αλήθεια ότι αν 𝐴≥ 0 και 𝐵 ≥ 0 τότε 𝐴𝐵 ≥ 0.



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Mε άλλα λόγια:
H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻) είναι συμβιβαστή με την γραμμική του δομή,
δηλαδή (αν 𝐴,𝐵,𝑆,𝑇 ∈ ℬℎ και 𝜆,𝜇 ∈ ℝ)𝐴≥𝐵, 𝑆 ≥ 𝑇 ⇒𝐴+𝑆 ≥𝐵+𝑇

και 𝜆 ≥ 𝜇 ≥ 0⇒ 𝜆𝐴≥ 𝜇𝐵.
Δεν είναι όμως αλήθεια ότι αν 𝐴≥ 0 και 𝐵 ≥ 0 τότε 𝐴𝐵 ≥ 0.
Eπίσης, αν 𝑇𝑛 ≥ 0 και ‖𝑇𝑛−𝑇‖→ 0, τότε ο 𝑇 είναι θετικός.



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Mε άλλα λόγια:
H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻) είναι συμβιβαστή με την γραμμική του δομή,
δηλαδή (αν 𝐴,𝐵,𝑆,𝑇 ∈ ℬℎ και 𝜆,𝜇 ∈ ℝ)𝐴≥𝐵, 𝑆 ≥ 𝑇 ⇒𝐴+𝑆 ≥𝐵+𝑇

και 𝜆 ≥ 𝜇 ≥ 0⇒ 𝜆𝐴≥ 𝜇𝐵.
Δεν είναι όμως αλήθεια ότι αν 𝐴≥ 0 και 𝐵 ≥ 0 τότε 𝐴𝐵 ≥ 0.
Eπίσης, αν 𝑇𝑛 ≥ 0 και ‖𝑇𝑛−𝑇‖→ 0, τότε ο 𝑇 είναι θετικός.

Αν 𝐴=𝐴∗ τότε −‖𝐴‖𝐼 ≤ 𝐴 ≤ ‖𝐴‖𝐼
άρα 𝐴= (𝐴+‖𝐴‖𝐼)−‖𝐴‖𝐼 (διαφορά δύο θετικών)



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Mε άλλα λόγια:
H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻) είναι συμβιβαστή με την γραμμική του δομή,
δηλαδή (αν 𝐴,𝐵,𝑆,𝑇 ∈ ℬℎ και 𝜆,𝜇 ∈ ℝ)𝐴≥𝐵, 𝑆 ≥ 𝑇 ⇒𝐴+𝑆 ≥𝐵+𝑇

και 𝜆 ≥ 𝜇 ≥ 0⇒ 𝜆𝐴≥ 𝜇𝐵.
Δεν είναι όμως αλήθεια ότι αν 𝐴≥ 0 και 𝐵 ≥ 0 τότε 𝐴𝐵 ≥ 0.
Eπίσης, αν 𝑇𝑛 ≥ 0 και ‖𝑇𝑛−𝑇‖→ 0, τότε ο 𝑇 είναι θετικός.

Αν 𝐴=𝐴∗ τότε −‖𝐴‖𝐼 ≤ 𝐴 ≤ ‖𝐴‖𝐼
άρα 𝐴= (𝐴+‖𝐴‖𝐼)−‖𝐴‖𝐼 (διαφορά δύο θετικών)



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.
Πρόταση

Έστω (𝐵𝑛) αύξουσα και φραγμένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών.
Τότε η (𝐵𝑛) συγκλίνει κατά σημείο:



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.
Πρόταση

Έστω (𝐵𝑛) αύξουσα και φραγμένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών.
Τότε η (𝐵𝑛) συγκλίνει κατά σημείο:



H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.
Πρόταση

Έστω (𝐵𝑛) αύξουσα και φραγμένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών.
Τότε η (𝐵𝑛) συγκλίνει κατά σημείο: Υπάρχει μοναδικός αυτοσυζυγής
τελεστής 𝑌 ώστε 𝑌 𝑥 = lim𝑛𝐵𝑛𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .





H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.
Πρόταση

Έστω (𝐵𝑛) αύξουσα και φραγμένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών.
Τότε η (𝐵𝑛) συγκλίνει κατά σημείο: Υπάρχει μοναδικός αυτοσυζυγής
τελεστής 𝑌 ώστε 𝑌 𝑥 = lim𝑛𝐵𝑛𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Eπιπλέον 𝐵𝑛 ≤ 𝑌 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και αν 𝐶 είναι αυτοσυζυγής τελεστής
ώστε 𝐵𝑛 ≤ 𝐶 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ τότε 𝑌 ≤ 𝐶 .







H διάταξη ≥ στον ℬℎ(𝐻)
Λήμμα (Γενικευμένη ανισότητα Cauchy ­ Schwarz)

Έστω 𝐵 ∈ℬ(𝐻) θετικός τελεστής. Tότε για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 ,|⟨𝐵𝑥,𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝐵𝑥,𝑥⟩⟨𝐵𝑦,𝑦⟩ και ‖𝐵𝑥‖2 ≤ ‖𝐵‖⟨𝐵𝑥,𝑥⟩.
Πρόταση

Έστω (𝐵𝑛) αύξουσα και φραγμένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών.
Τότε η (𝐵𝑛) συγκλίνει κατά σημείο: Υπάρχει μοναδικός αυτοσυζυγής
τελεστής 𝑌 ώστε 𝑌 𝑥 = lim𝑛𝐵𝑛𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Eπιπλέον 𝐵𝑛 ≤ 𝑌 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και αν 𝐶 είναι αυτοσυζυγής τελεστής
ώστε 𝐵𝑛 ≤ 𝐶 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ τότε 𝑌 ≤ 𝐶 .
Παρατήρηση Προφανώς το αντίστοιχο αποτέλεσμα ισχύει για φθίνουσες
φραγμένες ακολουθίες αυτοσυζυγών τελεστών.



Ύπαρξη τετραγωνικής ρίζας

Πρόταση

Για κάθε θετικό τελεστή 𝐴 ∈ℬ(𝐻) υπάρχει μοναδικός θετικός τελεστής𝑋 ∈ℬ(𝐻) ώστε 𝑋2 = 𝐴. O τελεστής αυτός λέγεται τετραγωνική ρίζα
του 𝐴 και συμβολίζεται 𝐴1/2.



Ύπαρξη τετραγωνικής ρίζας

Πρόταση

Για κάθε θετικό τελεστή 𝐴 ∈ℬ(𝐻) υπάρχει μοναδικός θετικός τελεστής𝑋 ∈ℬ(𝐻) ώστε 𝑋2 = 𝐴. O τελεστής αυτός λέγεται τετραγωνική ρίζα
του 𝐴 και συμβολίζεται 𝐴1/2.



Ύπαρξη τετραγωνικής ρίζας

Πρόταση

Για κάθε θετικό τελεστή 𝐴 ∈ℬ(𝐻) υπάρχει μοναδικός θετικός τελεστής𝑋 ∈ℬ(𝐻) ώστε 𝑋2 = 𝐴. O τελεστής αυτός λέγεται τετραγωνική ρίζα
του 𝐴 και συμβολίζεται 𝐴1/2.
O 𝐴1/2 μετατίθεται με κάθε τελεστή που μετατίθεται με τον 𝐴.



Ύπαρξη τετραγωνικής ρίζας

Πρόταση

Για κάθε θετικό τελεστή 𝐴 ∈ℬ(𝐻) υπάρχει μοναδικός θετικός τελεστής𝑋 ∈ℬ(𝐻) ώστε 𝑋2 = 𝐴. O τελεστής αυτός λέγεται τετραγωνική ρίζα
του 𝐴 και συμβολίζεται 𝐴1/2.
O 𝐴1/2 μετατίθεται με κάθε τελεστή που μετατίθεται με τον 𝐴.
Πόρισμα

Aν 𝐴,𝐵 ∈ ℬ(𝐻) είναι θετικοί τελεστές, τότε ο 𝐴𝐵 είναι θετικός αν και
μόνον αν 𝐴𝐵 =𝐵𝐴.



Πολική αναπαράσταση τελεστή

Ορισμός

Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2). Η μοναδική θετική τετραγωνική ρίζα του
θετικού τελεστή 𝑇 ∗𝑇 ∈ ℬ(𝐻1) συμβολίζεται |𝑇 |.
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Ορισμός

Ένας τελεστής 𝑉 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) λέγεται μερική ισομετρία (partial
isometry) αν ο περιορισμός της 𝑉 στον υπόχωρο𝑀 = (ker𝑉 )⊥ είναι
ισομετρία.
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Πολική αναπαράσταση τελεστή

Κάθε μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός 𝑧 έχει μοναδική πολική
αναπαράσταση 𝑧 = 𝑢|𝑧|, όπου |𝑧| > 0 και |𝑢| = 1.
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Έστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻1,𝐻2) αυθαίρετος τελεστής. Υπάρχει μια μερική
ισομετρία 𝑉 με αρχικό χώρο |𝑇 |(𝐻1) ⊆ 𝐻1 και τελικό χώρο𝑇 (𝐻1) ⊆ 𝐻2 ώστε 𝑇 = 𝑉 |𝑇 |.
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Ιδέα της απόδειξης Παρατηρείς ότι ‖𝑇𝑥‖ = ‖|𝑇 |𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻1,
οπότε μπορείς να ορίσεις 𝑉0 ∶ |𝑇 |𝑥 → 𝑇𝑥 και να επεκτείνεις...


