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Στόχος: Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής και
φυσιολογικός τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο(ker𝐴)⊥.



Στόχος: Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής και
φυσιολογικός τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο(ker𝐴)⊥.
Υπάρχουν δηλαδή 𝑎(𝑛) ∈ ℂ και ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
του (ker𝐴)⊥ ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.



Στόχος: Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής και
φυσιολογικός τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο(ker𝐴)⊥.
Υπάρχουν δηλαδή 𝑎(𝑛) ∈ ℂ και ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
του (ker𝐴)⊥ ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
(Υπενθύμιση. O (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμος, αφού ο 𝐴 είναι
συμπαγής.)



Στόχος: Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής και
φυσιολογικός τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο(ker𝐴)⊥.
Υπάρχουν δηλαδή 𝑎(𝑛) ∈ ℂ και ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
του (ker𝐴)⊥ ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
(Υπενθύμιση. O (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμος, αφού ο 𝐴 είναι
συμπαγής.)

Ισοδύναμα, αν 𝑈 ∶ (ker𝐴)⊥ → ℓ2 είναι ο unitary τελεστής που
ικανοποιεί 𝑈(𝑥𝑛) = 𝑒𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, τότε 𝑈𝐴𝑈−1 = 𝐷𝑎
(όπου𝐷𝑎 = diag(𝑎(𝑛)) ο διαγώνιος τελεστής).



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Ορισμός
Έστω 𝐸 γραμμικός χώρος, 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 γραμμική απεικόνιση. Ένας
(μιγαδικός) αριθμός 𝜆 λέγεται ιδιοτιμή (eigenvalue) της 𝐴 αν υπάρχει
μη μηδενικό 𝑥 ∈ 𝐸 ώστε 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. Το 𝑥 λέγεται ιδιοδιάνυσμα
(eigenvector) της 𝐴



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Ορισμός
Έστω 𝐸 γραμμικός χώρος, 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 γραμμική απεικόνιση. Ένας
(μιγαδικός) αριθμός 𝜆 λέγεται ιδιοτιμή (eigenvalue) της 𝐴 αν υπάρχει
μη μηδενικό 𝑥 ∈ 𝐸 ώστε 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. Το 𝑥 λέγεται ιδιοδιάνυσμα
(eigenvector) της 𝐴



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Ορισμός
Έστω 𝐸 γραμμικός χώρος, 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 γραμμική απεικόνιση. Ένας
(μιγαδικός) αριθμός 𝜆 λέγεται ιδιοτιμή (eigenvalue) της 𝐴 αν υπάρχει
μη μηδενικό 𝑥 ∈ 𝐸 ώστε 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. Το 𝑥 λέγεται ιδιοδιάνυσμα
(eigenvector) της 𝐴 και το σύνολο𝑀𝜆 ∶= {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥} = ker(𝐴−𝜆𝐼)
(που είναι προφανώς γραμμικός χώρος) είναι ο ιδιόχωρος
(eigenspace) της 𝐴 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 𝜆. Το σύνολο των
ιδιοτιμών της 𝐴 συμβολίζουμε 𝜎𝑝(𝐴).



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .
Μάλιστα ο 𝑀𝜆 είναι αναλλοίωτος και από κάθε γραμμική
απεικόνιση 𝐵 που μετατίθεται με την 𝐴.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .
Μάλιστα ο 𝑀𝜆 είναι αναλλοίωτος και από κάθε γραμμική
απεικόνιση 𝐵 που μετατίθεται με την 𝐴.
(ii) Aν ο 𝐸 είναι χώρος με νόρμα και η 𝐴 είναι συνεχής, κάθε
ιδιόχωρος 𝑀𝜆 είναι κλειστός υπόχωρος του 𝐸, γιατί𝑀𝜆 = (𝐴−𝜆𝐼)−1({0}).



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .
Μάλιστα ο 𝑀𝜆 είναι αναλλοίωτος και από κάθε γραμμική
απεικόνιση 𝐵 που μετατίθεται με την 𝐴.
(ii) Aν ο 𝐸 είναι χώρος με νόρμα και η 𝐴 είναι συνεχής, κάθε
ιδιόχωρος 𝑀𝜆 είναι κλειστός υπόχωρος του 𝐸, γιατί𝑀𝜆 = (𝐴−𝜆𝐼)−1({0}).
(iii) Aν o 𝐸 είναι (μη μηδενικός) μιγαδικός χώρος και
dim𝐸 = 𝑛 <+∞, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 έχει
ιδιοτιμές.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .
Μάλιστα ο 𝑀𝜆 είναι αναλλοίωτος και από κάθε γραμμική
απεικόνιση 𝐵 που μετατίθεται με την 𝐴.
(ii) Aν ο 𝐸 είναι χώρος με νόρμα και η 𝐴 είναι συνεχής, κάθε
ιδιόχωρος 𝑀𝜆 είναι κλειστός υπόχωρος του 𝐸, γιατί𝑀𝜆 = (𝐴−𝜆𝐼)−1({0}).
(iii) Aν o 𝐸 είναι (μη μηδενικός) μιγαδικός χώρος και
dim𝐸 = 𝑛 <+∞, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 έχει
ιδιοτιμές.
Aυτό φυσικά δεν αληθεύει πάντα σε πραγματικούς γραμμικούς
χώρους.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παρατηρήσεις:

(i) Kάθε ιδιόχωρος 𝑀𝜆 της 𝐴 είναι αναλλοίωτος από την 𝐴, δηλαδή𝐴(𝑀𝜆) ⊆𝑀𝜆, και 𝐴|𝑀𝜆 = 𝜆𝐼|𝑀𝜆 .
Μάλιστα ο 𝑀𝜆 είναι αναλλοίωτος και από κάθε γραμμική
απεικόνιση 𝐵 που μετατίθεται με την 𝐴.
(ii) Aν ο 𝐸 είναι χώρος με νόρμα και η 𝐴 είναι συνεχής, κάθε
ιδιόχωρος 𝑀𝜆 είναι κλειστός υπόχωρος του 𝐸, γιατί𝑀𝜆 = (𝐴−𝜆𝐼)−1({0}).
(iii) Aν o 𝐸 είναι (μη μηδενικός) μιγαδικός χώρος και
dim𝐸 = 𝑛 <+∞, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝐴 ∶ 𝐸 →𝐸 έχει
ιδιοτιμές.
Aυτό φυσικά δεν αληθεύει πάντα σε πραγματικούς γραμμικούς
χώρους.
Σε απειροδιάστατους μιγαδικούς χώρους;



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.
Όμως ο 𝑆∗ έχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ιδιοτιμών:𝜎𝑝(𝑆∗) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ |𝜆| < 1}. Τα (μοναδιαία) ιδιοδιανύσματά του𝑥𝜆 ∶= (1,𝜆,𝜆2,…) δεν είναι κάθετα.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.
Όμως ο 𝑆∗ έχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ιδιοτιμών:𝜎𝑝(𝑆∗) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ |𝜆| < 1}. Τα (μοναδιαία) ιδιοδιανύσματά του𝑥𝜆 ∶= (1,𝜆,𝜆2,…) δεν είναι κάθετα. Η κλειστή γραμμική θήκη τους
είναι όλος ο χώρος.



Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.
Όμως ο 𝑆∗ έχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ιδιοτιμών:𝜎𝑝(𝑆∗) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ |𝜆| < 1}. Τα (μοναδιαία) ιδιοδιανύσματά του𝑥𝜆 ∶= (1,𝜆,𝜆2,…) δεν είναι κάθετα. Η κλειστή γραμμική θήκη τους
είναι όλος ο χώρος.

(β) Στον χώρο ℓ2(ℤ) θεωρούμε τον τελεστή 𝑈 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ). Ο𝑈 δεν έχει ιδιοτιμές. Ούτε ο 𝑈∗ έχει ιδιοτιμές.





Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Παραδείγματα
(α) Στον χώρο ℓ2 = ℓ2(ℤ+) θεωρούμε τον τελεστή𝑆 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ+). Ο 𝑆 δεν έχει ιδιοτιμές.
Όμως ο 𝑆∗ έχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ιδιοτιμών:𝜎𝑝(𝑆∗) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ |𝜆| < 1}. Τα (μοναδιαία) ιδιοδιανύσματά του𝑥𝜆 ∶= (1,𝜆,𝜆2,…) δεν είναι κάθετα. Η κλειστή γραμμική θήκη τους
είναι όλος ο χώρος.

(β) Στον χώρο ℓ2(ℤ) θεωρούμε τον τελεστή 𝑈 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑒𝑛+1 (𝑛 ∈ ℤ). Ο𝑈 δεν έχει ιδιοτιμές. Ούτε ο 𝑈∗ έχει ιδιοτιμές.

(γ) Στον χώρο 𝐿2([0,1]) θεωρούμε τον τελεστή 𝑀 με(𝑀𝑓)(𝑡) = 𝑡𝑓(𝑡) (𝑓 ∈ 𝐶([0,1])). Ο 𝑀 δεν έχει ιδιοτιμές. (Ασκ.)
Θυμίζουμε ότι είναι αυτοσυζυγής.



Διαγωνοποιήσιμοι τελεστές

Έστω 𝐻 διαχωρίσιμος χώρος Hilbert. Ένας τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻)
λέγεται διαγωνοποιήσιμος (diagonalizable) αν υπάρχει μια
ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛} του 𝐻 και μια ακολουθία 𝑎 = (𝑎(𝑛))
μιγαδικών αριθμών ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.



Διαγωνοποιήσιμοι τελεστές

Έστω 𝐻 διαχωρίσιμος χώρος Hilbert. Ένας τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻)
λέγεται διαγωνοποιήσιμος (diagonalizable) αν υπάρχει μια
ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛} του 𝐻 και μια ακολουθία 𝑎 = (𝑎(𝑛))
μιγαδικών αριθμών ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

Τότε 𝑎 = (𝑎(𝑛)) φραγμένη και𝐴= 𝑈−1𝐷𝑎𝑈 ∶ 𝐴 𝑢∼𝐷𝑎
όπου 𝑈 ∶ 𝐻 → ℓ2 ∶ 𝑥𝑛 → 𝑒𝑛 είναι unitary.



Διαγωνοποιήσιμοι τελεστές

Έστω 𝐻 διαχωρίσιμος χώρος Hilbert. Ένας τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻)
λέγεται διαγωνοποιήσιμος (diagonalizable) αν υπάρχει μια
ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛} του 𝐻 και μια ακολουθία 𝑎 = (𝑎(𝑛))
μιγαδικών αριθμών ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

Τότε 𝑎 = (𝑎(𝑛)) φραγμένη και𝐴= 𝑈−1𝐷𝑎𝑈 ∶ 𝐴 𝑢∼𝐷𝑎
όπου 𝑈 ∶ 𝐻 → ℓ2 ∶ 𝑥𝑛 → 𝑒𝑛 είναι unitary. Άρα

διαγωνοποιήσιμος ⇒ φυσιολογικός.



Διαγωνοποιήσιμοι τελεστές

Πρόταση
Έστω𝐻 διαχωρίσιμος χώρος Hilbert, 𝐴 ∈ℬ(𝐻). Ο 𝐴 είναι
διαγωνοποιήσιμος αν και μόνον αν οι ιδιόχωροι του είναι ανά δύο
κάθετοι και παράγουν τον𝐻 .
Tο σύνολο 𝜎𝑝(𝐴) των ιδιοτιμών ενός διαγωνοποιήσιμου τελεστή
είναι (πεπερασμένο ή) αριθμήσιμο. Aν {𝜆𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} είναι μια
αρίθμηση του 𝜎𝑝(𝐴) και 𝑃𝑛 είναι η προβολή στον ιδιόχωρο𝑀𝑛 που
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 𝜆𝑛, τότε για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻𝐴𝑥 =∑𝑛 𝜆𝑛𝑃𝑛𝑥
(όπου τo άθροισμα συγκλίνει (αν είναι άπειρο) ως προς τη νόρμα
του𝐻).







Ένα παράδειγμα

Έστω 𝑔 συνεχής συνάρτηση, 2𝜋-περιοδική, 𝐻 =𝐿2([0,2𝜋]),𝑇 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑓 ↦ 𝑇𝑓 όπου(𝑇 𝑓)(𝑥) = 12𝜋 ∫2𝜋0 𝑔(𝑥−𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦
(ολοκληρωτικός τελεστής).



Ένα παράδειγμα

Έστω 𝑔 συνεχής συνάρτηση, 2𝜋-περιοδική, 𝐻 =𝐿2([0,2𝜋]),𝑇 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑓 ↦ 𝑇𝑓 όπου(𝑇 𝑓)(𝑥) = 12𝜋 ∫2𝜋0 𝑔(𝑥−𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦
(ολοκληρωτικός τελεστής). Παρατήρηση: Αν 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑒𝑖𝑛𝑥 βρίσκω𝑇𝑓𝑛 = ̂𝑔(𝑛)𝑓𝑛 (𝑛 ∈ ℤ).



Ένα παράδειγμα

Έστω 𝑔 συνεχής συνάρτηση, 2𝜋-περιοδική, 𝐻 =𝐿2([0,2𝜋]),𝑇 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑓 ↦ 𝑇𝑓 όπου(𝑇 𝑓)(𝑥) = 12𝜋 ∫2𝜋0 𝑔(𝑥−𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦
(ολοκληρωτικός τελεστής). Παρατήρηση: Αν 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑒𝑖𝑛𝑥 βρίσκω𝑇𝑓𝑛 = ̂𝑔(𝑛)𝑓𝑛 (𝑛 ∈ ℤ).
Δηλαδή, ως προς την οικογένεια {𝑓𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ}, ο 𝑇 διαγωνοποιήθηκε!

𝑇 ∼ ⎡⎢⎢⎢⎣
⋱ ⋮ ⋮ ⋮… ̂𝑔(−1) 0 0 …… 0 ̂𝑔(0) 0 …… 0 0 ̂𝑔(1) …⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎦
Η οικογένεια {𝑓𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ} είναι ορθοκανονική βάση του 𝐿2([0,2𝜋]).



Το (mini) Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα
Κάθε φυσιολογικός τελεστής 𝑇 σε έναν (μιγαδικό) χώρο Hilbertℋ
διάστασης 𝑛 <∞ είναι διαγωνοποιήσιμος,
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ορθοκανονική βάση {𝑒𝑘 ∶ 𝑘 = 1,…,𝑛} τουℋ και 𝑎(𝑘) ∈ ℂ ώστε𝑇𝑒𝑘 = 𝑎𝑘𝑒𝑘 (𝑘 = 1,…,𝑛).
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Λάθος!

-->



Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής φυσιολογικός
τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο (ker𝐴)⊥.
Υπάρχουν δηλαδή 𝑎(𝑛) ∈ ℂ και ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
του (ker𝐴)⊥ ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
(Υπενθύμιση. O (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμος, αφού ο 𝐴 είναι
συμπαγής.)

Ισοδύναμα, αν 𝑈 ∶ (ker𝐴)⊥ → ℓ2 είναι ο unitary τελεστής που
ικανοποιεί 𝑈(𝑥𝑛) = 𝑒𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, τότε 𝑈𝐴𝑈−1 = 𝐷𝑎
(όπου𝐷𝑎 = diag(𝑎(𝑛)) ο διαγώνιος τελεστής).




