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Περιεχόμενα

1 Εισαγωγικά
2 Γραμμικοί χώροι
3 Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Χώροι Hilbert
Συνεχείς γραμμικές μορφές.
Θεώρημα Riesz
Ορθοκανονικές Βάσεις.
Ισομορφισμοί
H πλήρωση. O χώρος 𝐿2

1 Φραγμένοι τελεστές
Γραμμικοί τελεστές και
πίνακες

Φραγμένοι τελεστές
O συζυγής τελεστής
Παραδείγματα
Ο Χώρος των Tελεστών

2 Kατηγορίες τελεστών
Tελεστές φυσιολογικοί,
αυτοσυζυγείς, unitary
Θετικοί τελεστές
Προβολές

3 Πίνακες Τελεστών και
αναλλοίωτοι υπόχωροι

4 Συμπαγείς τελεστές



Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Ορισμός

Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 μεταξύ δύο γραμμικών χώρων𝐸,𝐹 λέγεται τάξης 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) αν ο υπόχωρος 𝑇 (𝐸) = im𝑇 έχει
διάσταση 𝑛. Γράφουμε rank(𝑇 ) = 𝑛.



Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Ορισμός

Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 μεταξύ δύο γραμμικών χώρων𝐸,𝐹 λέγεται τάξης 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) αν ο υπόχωρος 𝑇 (𝐸) = im𝑇 έχει
διάσταση 𝑛. Γράφουμε rank(𝑇 ) = 𝑛.



Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Ορισμός

Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 μεταξύ δύο γραμμικών χώρων𝐸,𝐹 λέγεται τάξης 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) αν ο υπόχωρος 𝑇 (𝐸) = im𝑇 έχει
διάσταση 𝑛. Γράφουμε rank(𝑇 ) = 𝑛. Aν οι 𝐸,𝐹 είναι χώροι με νόρμα,
συμβολίζουμε μεℱ(𝐸,𝐹) το σύνολο των φραγμένων γραμμικών
απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που έχουν πεπερασμένη τάξη (finite rank),
δηλαδή ℱ(𝐸,𝐹) = {𝑇 ∈ ℬ(𝐸,𝐹) ∶ rank(𝑇 ) < +∞}.
Eιδικότερα, γράφουμεℱ(𝐸) =ℱ(𝐸,𝐸).



Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Ορισμός

Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 μεταξύ δύο γραμμικών χώρων𝐸,𝐹 λέγεται τάξης 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) αν ο υπόχωρος 𝑇 (𝐸) = im𝑇 έχει
διάσταση 𝑛. Γράφουμε rank(𝑇 ) = 𝑛. Aν οι 𝐸,𝐹 είναι χώροι με νόρμα,
συμβολίζουμε μεℱ(𝐸,𝐹) το σύνολο των φραγμένων γραμμικών
απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που έχουν πεπερασμένη τάξη (finite rank),
δηλαδή ℱ(𝐸,𝐹) = {𝑇 ∈ ℬ(𝐸,𝐹) ∶ rank(𝑇 ) < +∞}.
Eιδικότερα, γράφουμεℱ(𝐸) =ℱ(𝐸,𝐸).



Συμπαγείς Τελεστές𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα �̂�𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖σχετικά
συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (�̂�𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).



Συμπαγείς Τελεστές𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα �̂�𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖σχετικά
συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (�̂�𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).



Συμπαγείς Τελεστές𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα �̂�𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖σχετικά
συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (�̂�𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Kάθε συμπαγής τελεστής είναι φραγμένος, γιατί αν το σύνολο 𝑇 (�̂�𝐸)
είναι συμπαγές, είναι βέβαια φραγμένο.



Συμπαγείς Τελεστές𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα �̂�𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖σχετικά
συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (�̂�𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Kάθε συμπαγής τελεστής είναι φραγμένος, γιατί αν το σύνολο 𝑇 (�̂�𝐸)
είναι συμπαγές, είναι βέβαια φραγμένο.
Οι φραγμένοι τελεστές πεπερασμένης τάξης είναι συμπαγείς.



Συμπαγείς Τελεστές𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα �̂�𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖σχετικά
συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (�̂�𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Kάθε συμπαγής τελεστής είναι φραγμένος, γιατί αν το σύνολο 𝑇 (�̂�𝐸)
είναι συμπαγές, είναι βέβαια φραγμένο.
Οι φραγμένοι τελεστές πεπερασμένης τάξης είναι συμπαγείς.

Παράδειγμα

Αν 𝑎 = (𝑎𝑛) ∈ 𝑐0, ο τελεστής𝐷𝑎 = diag(𝑎𝑛) ∈ ℬ(ℓ2) είναι συμπαγής.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).

Παρατήρηση. ℱ(𝐸,𝐹) ⊆𝒦(𝐸,𝐹) ⊆ ℬ(𝐸,𝐹).



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).

Παρατήρηση. ℱ(𝐸,𝐹) ⊆𝒦(𝐸,𝐹) ⊆ ℬ(𝐸,𝐹).
αν οι 𝐸 και 𝐹 είναι απειροδιάστατοι, δεν ισχύουν οι ισότητες.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).

Παρατήρηση. ℱ(𝐸,𝐹) ⊆𝒦(𝐸,𝐹) ⊆ ℬ(𝐸,𝐹).
αν οι 𝐸 και 𝐹 είναι απειροδιάστατοι, δεν ισχύουν οι ισότητες.

Παραδείγματα Ο ταυτοτικός τελεστής ή η προβολή σε έναν χώρο
άπειρης διάστασης δεν είναι συμπαγής.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).

Παρατήρηση. ℱ(𝐸,𝐹) ⊆𝒦(𝐸,𝐹) ⊆ ℬ(𝐸,𝐹).
αν οι 𝐸 και 𝐹 είναι απειροδιάστατοι, δεν ισχύουν οι ισότητες.

Παραδείγματα Ο ταυτοτικός τελεστής ή η προβολή σε έναν χώρο
άπειρης διάστασης δεν είναι συμπαγής.

O𝐷𝑎 ∈ ℬ(ℓ2) όπου 𝑎𝑛 = 1𝑛 είναι συμπαγής αλλά έχει άπειρη τάξη.



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).
2 Κάθε άπειρο υποσύνολο 𝐴 του𝐾 έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο𝐾.



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).
2 Κάθε άπειρο υποσύνολο 𝐴 του𝐾 έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο𝐾.

3 Το𝐾 είναι ακολουθιακά συμπαγές (δηλ. κάθε ακολουθία στο 𝐾
έχει υπακολουθία που συγκλίνει μέσα στο 𝐾).



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).
2 Κάθε άπειρο υποσύνολο 𝐴 του𝐾 έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο𝐾.

3 Το𝐾 είναι ακολουθιακά συμπαγές (δηλ. κάθε ακολουθία στο 𝐾
έχει υπακολουθία που συγκλίνει μέσα στο 𝐾).

4 O (𝐾,𝜌|𝐾) είναι ολικά φραγμένος (δηλ. για κάθε 𝜀 > 0 ο𝐾
καλύπτεται από πεπερασμένο πλήθος μπάλες ακτίνας 𝜀 > 0) και
πλήρης.



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).
2 Κάθε άπειρο υποσύνολο 𝐴 του𝐾 έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο𝐾.

3 Το𝐾 είναι ακολουθιακά συμπαγές (δηλ. κάθε ακολουθία στο 𝐾
έχει υπακολουθία που συγκλίνει μέσα στο 𝐾).

4 O (𝐾,𝜌|𝐾) είναι ολικά φραγμένος (δηλ. για κάθε 𝜀 > 0 ο𝐾
καλύπτεται από πεπερασμένο πλήθος μπάλες ακτίνας 𝜀 > 0) και
πλήρης.



Υπενθύμιση: Χαρακτηρισμοί συμπαγούς μετρ. χώρου

Θεώρημα

Έστω (𝑋,𝜌) μετρικός χώρος και𝐾 ⊆𝑋. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1 Το𝐾 είναι συμπαγές (δηλ. ο (𝐾,𝜌|𝐾) είναι συμπαγής χώρος).
2 Κάθε άπειρο υποσύνολο 𝐴 του𝐾 έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο𝐾.

3 Το𝐾 είναι ακολουθιακά συμπαγές (δηλ. κάθε ακολουθία στο 𝐾
έχει υπακολουθία που συγκλίνει μέσα στο 𝐾).

4 O (𝐾,𝜌|𝐾) είναι ολικά φραγμένος (δηλ. για κάθε 𝜀 > 0 ο𝐾
καλύπτεται από πεπερασμένο πλήθος μπάλες ακτίνας 𝜀 > 0) και
πλήρης.

Παρατήρηση Σε πλήρη μετρ. χώρο𝑋, ένα 𝐴⊆𝑋 είναι σχετικά
συμπαγές (δηλ. 𝐴 συμπαγές) ανν είναι ολικά φραγμένο.





Συμπαγείς Τελεστές

Θεώρημα

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach, 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 γραμμική απεικόνιση. Tα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.



Συμπαγείς Τελεστές

Θεώρημα

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach, 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 γραμμική απεικόνιση. Tα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε φραγμένο υποσύνολο 𝐴⊆𝐸, το 𝑇 (𝐴) είναι συμπαγές.



Συμπαγείς Τελεστές

Θεώρημα

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach, 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 γραμμική απεικόνιση. Tα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε φραγμένο υποσύνολο 𝐴⊆𝐸, το 𝑇 (𝐴) είναι συμπαγές.
(iii) Για κάθε φραγμένη ακολουθία {𝑥𝑛} του 𝐸, η ακολουθία {𝑇𝑥𝑛}
έχει ‖ ⋅ ‖συγκλίνουσα υπακολουθία.



Συμπαγείς Τελεστές

Θεώρημα

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach, 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 γραμμική απεικόνιση. Tα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε φραγμένο υποσύνολο 𝐴⊆𝐸, το 𝑇 (𝐴) είναι συμπαγές.
(iii) Για κάθε φραγμένη ακολουθία {𝑥𝑛} του 𝐸, η ακολουθία {𝑇𝑥𝑛}
έχει ‖ ⋅ ‖συγκλίνουσα υπακολουθία.
(iv) Tο σύνολο 𝑇 (𝐵𝐸) είναι ολικά φραγμένο.





Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Οℱ(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος.
Λήμμα

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος: Αν𝑇 ,𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝜆 ∈ ℂ, τότε 𝑇 +𝜆𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Παρατήρηση: Γινόμενο φραγμένου τελεστή 𝐴 με πεπερασμένης τάξης𝑋 ∈ℱ(𝐸,𝐹) ή πεπερ. τάξης 𝑋 με φραγμένο 𝐵 είναι πεπερασμένης
τάξης: 𝑀 𝐵⟶𝐸 𝑋⟶𝐹 𝐴⟶𝑁



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Οℱ(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος.
Λήμμα

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος: Αν𝑇 ,𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝜆 ∈ ℂ, τότε 𝑇 +𝜆𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Παρατήρηση: Γινόμενο φραγμένου τελεστή 𝐴 με πεπερασμένης τάξης𝑋 ∈ℱ(𝐸,𝐹) ή πεπερ. τάξης 𝑋 με φραγμένο 𝐵 είναι πεπερασμένης
τάξης: 𝑀 𝐵⟶𝐸 𝑋⟶𝐹 𝐴⟶𝑁
Λήμμα

Aν𝑀,𝐸,𝐹 ,𝑁 είναι χώροι Banach,𝐵 ∈ℬ(𝑀,𝐸), 𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝐴 ∈ℬ(𝐹 ,𝑁)⟹ 𝑋𝐵 ∈𝒦(𝑀,𝐹) και 𝐴𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝑁)





Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Οℱ(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος.
Λήμμα

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος: Αν𝑇 ,𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝜆 ∈ ℂ, τότε 𝑇 +𝜆𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Παρατήρηση: Γινόμενο φραγμένου τελεστή 𝐴 με πεπερασμένης τάξης𝑋 ∈ℱ(𝐸,𝐹) ή πεπερ. τάξης 𝑋 με φραγμένο 𝐵 είναι πεπερασμένης
τάξης: 𝑀 𝐵⟶𝐸 𝑋⟶𝐹 𝐴⟶𝑁
Λήμμα

Aν𝑀,𝐸,𝐹 ,𝑁 είναι χώροι Banach,𝐵 ∈ℬ(𝑀,𝐸), 𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝐴 ∈ℬ(𝐹 ,𝑁)⟹ 𝑋𝐵 ∈𝒦(𝑀,𝐹) και 𝐴𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝑁)



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Οℱ(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος.
Λήμμα

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι γραμμικός χώρος: Αν𝑇 ,𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝜆 ∈ ℂ, τότε 𝑇 +𝜆𝑆 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Παρατήρηση: Γινόμενο φραγμένου τελεστή 𝐴 με πεπερασμένης τάξης𝑋 ∈ℱ(𝐸,𝐹) ή πεπερ. τάξης 𝑋 με φραγμένο 𝐵 είναι πεπερασμένης
τάξης: 𝑀 𝐵⟶𝐸 𝑋⟶𝐹 𝐴⟶𝑁
Λήμμα

Aν𝑀,𝐸,𝐹 ,𝑁 είναι χώροι Banach,𝐵 ∈ℬ(𝑀,𝐸), 𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝐹) και 𝐴 ∈ℬ(𝐹 ,𝑁)⟹ 𝑋𝐵 ∈𝒦(𝑀,𝐹) και 𝐴𝑋 ∈𝒦(𝐸,𝑁)



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Ο υπόχωροςℱ(𝐸,𝐹) δεν είναι κλειστός στον ℬ(𝐸,𝐹)
(σε απειροδιάστατους χώρους).

Πρόταση

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι κλειστός υπόχωρος του
χώρου Banach ℬ(𝐸,𝐹), άρα χώρος Banach.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Ο υπόχωροςℱ(𝐸,𝐹) δεν είναι κλειστός στον ℬ(𝐸,𝐹)
(σε απειροδιάστατους χώρους).

Πρόταση

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι κλειστός υπόχωρος του
χώρου Banach ℬ(𝐸,𝐹), άρα χώρος Banach.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Ο υπόχωροςℱ(𝐸,𝐹) δεν είναι κλειστός στον ℬ(𝐸,𝐹)
(σε απειροδιάστατους χώρους).

Πρόταση

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι κλειστός υπόχωρος του
χώρου Banach ℬ(𝐸,𝐹), άρα χώρος Banach.
Παρατήρηση: Άρα, αν ‖𝐴𝑛−𝐴‖→ 0 και κάθε 𝐴𝑛 είναι συμπαγής,
τότε ο 𝐴 είναι συμπαγής. Όμως: To κατά σημείο όριο ακολουθίας
συμπαγών τελεστών (ακόμα και πεπερασμένης τάξης) δεν είναι πάντα
συμπαγής.



Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση: Ο υπόχωροςℱ(𝐸,𝐹) δεν είναι κλειστός στον ℬ(𝐸,𝐹)
(σε απειροδιάστατους χώρους).

Πρόταση

Aν 𝐸,𝐹 είναι χώροι Banach, ο𝒦(𝐸,𝐹) είναι κλειστός υπόχωρος του
χώρου Banach ℬ(𝐸,𝐹), άρα χώρος Banach.
Παρατήρηση: Άρα, αν ‖𝐴𝑛−𝐴‖→ 0 και κάθε 𝐴𝑛 είναι συμπαγής,
τότε ο 𝐴 είναι συμπαγής. Όμως: To κατά σημείο όριο ακολουθίας
συμπαγών τελεστών (ακόμα και πεπερασμένης τάξης) δεν είναι πάντα
συμπαγής.

Παρατήρηση: Ειδικότερα το𝒦(𝐸) είναι (αμφίπλευρο) κλειστό ιδεώδες
της άλγεβρας Banach ℬ(𝐸).



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.
(iii) Υπάρχει μια ακολουθία {𝐹𝑛} από φραγμένους τελεστές
πεπερασμένης τάξης ώστε ‖𝑇 −𝐹𝑛‖→ 0.







Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.
(iii) Υπάρχει μια ακολουθία {𝐹𝑛} από φραγμένους τελεστές
πεπερασμένης τάξης ώστε ‖𝑇 −𝐹𝑛‖→ 0.
Πόρισμα (Άσκηση)

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert και 𝐴 ∈ℬ(𝐻,𝐾). Ο 𝐴 είναι συμπαγής αν
και μόνον αν για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝐵 ∈ℱ(𝐻,𝐾) και 𝐶 ∈ ℬ(𝐻,𝐾)
ώστε ‖𝐶‖ < 𝜖 και 𝐴=𝐵+𝐶 .



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.
(iii) Υπάρχει μια ακολουθία {𝐹𝑛} από φραγμένους τελεστές
πεπερασμένης τάξης ώστε ‖𝑇 −𝐹𝑛‖→ 0.
Πόρισμα (Άσκηση)

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert και 𝐴 ∈ℬ(𝐻,𝐾). Ο 𝐴 είναι συμπαγής αν
και μόνον αν για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝐵 ∈ℱ(𝐻,𝐾) και 𝐶 ∈ ℬ(𝐻,𝐾)
ώστε ‖𝐶‖ < 𝜖 και 𝐴=𝐵+𝐶 .



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.
(iii) Υπάρχει μια ακολουθία {𝐹𝑛} από φραγμένους τελεστές
πεπερασμένης τάξης ώστε ‖𝑇 −𝐹𝑛‖→ 0.
Πόρισμα (Άσκηση)

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert και 𝐴 ∈ℬ(𝐻,𝐾). Ο 𝐴 είναι συμπαγής αν
και μόνον αν για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝐵 ∈ℱ(𝐻,𝐾) και 𝐶 ∈ ℬ(𝐻,𝐾)
ώστε ‖𝐶‖ < 𝜖 και 𝐴=𝐵+𝐶 . Λέμε ότι «ο 𝐴 είναι μικρή διαταραχή
ενός τελεστή πεπερασμένης τάξης».

Παρατήρηση Δεν ισχύει σε όλους τους χώρους Banach
(Per Enflo, Acta Math., 130 (1973).



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Ο P. Enflo παραλαμβάνει το βραβείο από τον S. Mazur.


