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Περιεχόμενα

1 Εισαγωγικά
Χώροι Hilbert
Συνεχείς γραμμικές μορφές.
Θεώρημα Riesz

Ορθοκανονικές Βάσεις.
Ισομορφισμοί
H πλήρωση. O χώρος 𝐿2



Ο δυϊκός ενός χώρου Hilbert

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Aν 𝑥 ∈ 𝐸, ονομάζουμε 𝑓𝑥 την
απεικόνιση 𝑓𝑥 ∶ 𝐸 → 𝕂 ∶ 𝑦 → ⟨𝑦,𝑥⟩.
H 𝑓𝑥 είναι γραμμική και συνεχής.



Ο δυϊκός ενός χώρου Hilbert

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Aν 𝑥 ∈ 𝐸, ονομάζουμε 𝑓𝑥 την
απεικόνιση 𝑓𝑥 ∶ 𝐸 → 𝕂 ∶ 𝑦 → ⟨𝑦,𝑥⟩.
H 𝑓𝑥 είναι γραμμική και συνεχής.

Παράδειγμα

Στον 𝐸 = 𝑐00, η γραμμική μορφή𝑓 ∶ 𝐸 → 𝕂 ∶ (𝑥(1),𝑥(2),…) ↦∑𝑛 1𝑛𝑥(𝑛)
δεν είναι της μορφής 𝑓 = 𝑓𝑥 με 𝑥 ∈ 𝑐00.



Ο δυϊκός ενός χώρου Hilbert

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Aν 𝑥 ∈ 𝐸, ονομάζουμε 𝑓𝑥 την
απεικόνιση 𝑓𝑥 ∶ 𝐸 → 𝕂 ∶ 𝑦 → ⟨𝑦,𝑥⟩.
H 𝑓𝑥 είναι γραμμική και συνεχής.

Παράδειγμα

Στον 𝐸 = 𝑐00, η γραμμική μορφή𝑓 ∶ 𝐸 → 𝕂 ∶ (𝑥(1),𝑥(2),…) ↦∑𝑛 1𝑛𝑥(𝑛)
δεν είναι της μορφής 𝑓 = 𝑓𝑥 με 𝑥 ∈ 𝑐00.
Θεώρημα (Riesz)

Έστω𝐻 χώρος Hilbert. Για κάθε γραμμική και συνεχή 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝕂
υπάρχει μοναδικό 𝑥 ∈ 𝐻 ώστε 𝑓 = 𝑓𝑥, δηλαδή𝑓(𝑦) = ⟨𝑦,𝑥⟩ για κάθε 𝑦 ∈ 𝐻.





Ορθοκανονικές Βάσεις

Υπενθύμιση Ένα υποσύνολο𝑋 ενός 𝕂γραμμικού χώρου 𝑉 είναι
γραμμικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασμένο υποσύνολο{𝑥1,…,𝑥𝑛} ⊆ 𝑋 είναι γραμμικά ανεξάρτητο, αν δηλαδή ισχύει η

συνεπαγωγή (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛\{0} ⇒ 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑥𝑘 ≠ 0.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Υπενθύμιση Ένα υποσύνολο𝑋 ενός 𝕂γραμμικού χώρου 𝑉 είναι
γραμμικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασμένο υποσύνολο{𝑥1,…,𝑥𝑛} ⊆ 𝑋 είναι γραμμικά ανεξάρτητο, αν δηλαδή ισχύει η

συνεπαγωγή (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛\{0} ⇒ 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑥𝑘 ≠ 0.
Ένα γραμμικά ανεξάρτητο 𝑋 είναι (αλγεβρική) βάση του 𝑉 αν η
γραμμική του θήκη span(𝑋) ισούται με 𝑉 , δηλαδή αν κάθε 𝑣 ∈ 𝑉 είναι

γραμμικός συνδυασμός 𝑣 = 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑥𝑘 στοιχείων 𝑥𝑘 ∈ 𝑋.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Υπενθύμιση Ένα υποσύνολο𝑋 ενός 𝕂γραμμικού χώρου 𝑉 είναι
γραμμικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασμένο υποσύνολο{𝑥1,…,𝑥𝑛} ⊆ 𝑋 είναι γραμμικά ανεξάρτητο, αν δηλαδή ισχύει η

συνεπαγωγή (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛\{0} ⇒ 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑥𝑘 ≠ 0.
Ένα γραμμικά ανεξάρτητο 𝑋 είναι (αλγεβρική) βάση του 𝑉 αν η
γραμμική του θήκη span(𝑋) ισούται με 𝑉 , δηλαδή αν κάθε 𝑣 ∈ 𝑉 είναι

γραμμικός συνδυασμός 𝑣 = 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑥𝑘 στοιχείων 𝑥𝑘 ∈ 𝑋.
Ορισμός

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Mια οικογένεια{𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝐸 λέγεται ορθοκανονική βάση του 𝐸 αν
(i) είναι ορθοκανονική και
(ii) H γραμμική θήκη της είναι πυκνός υπόχωρος του 𝐸, δηλ.
span{𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} = 𝐸.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.

2 Η ίδια οικογένεια δεν είναι αλγεβρική βάση του ℓ2, γιατί
span{𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} ≠ ℓ2. Επειδή ο υπόχωρος span{𝑒𝑚} = 𝑐00 είναι
πυκνός στον ℓ2, η {𝑒𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του ℓ2.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.

2 Η ίδια οικογένεια δεν είναι αλγεβρική βάση του ℓ2, γιατί
span{𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} ≠ ℓ2. Επειδή ο υπόχωρος span{𝑒𝑚} = 𝑐00 είναι
πυκνός στον ℓ2, η {𝑒𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του ℓ2.

3 Στον χώρο (𝐶([−𝜋,𝜋], ⟨⋅, ⋅⟩) η οικογένεια {𝑓𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℤ} όπου𝑓𝑚(𝑡) = 𝑒𝑖𝑚𝑡 = cos(𝑚𝑡)+𝑖sin(𝑚𝑡) είναι ορθοκανονική.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.

2 Η ίδια οικογένεια δεν είναι αλγεβρική βάση του ℓ2, γιατί
span{𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} ≠ ℓ2. Επειδή ο υπόχωρος span{𝑒𝑚} = 𝑐00 είναι
πυκνός στον ℓ2, η {𝑒𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του ℓ2.

3 Στον χώρο (𝐶([−𝜋,𝜋], ⟨⋅, ⋅⟩) η οικογένεια {𝑓𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℤ} όπου𝑓𝑚(𝑡) = 𝑒𝑖𝑚𝑡 = cos(𝑚𝑡)+𝑖sin(𝑚𝑡) είναι ορθοκανονική.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.

2 Η ίδια οικογένεια δεν είναι αλγεβρική βάση του ℓ2, γιατί
span{𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} ≠ ℓ2. Επειδή ο υπόχωρος span{𝑒𝑚} = 𝑐00 είναι
πυκνός στον ℓ2, η {𝑒𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του ℓ2.

3 Στον χώρο (𝐶([−𝜋,𝜋], ⟨⋅, ⋅⟩) η οικογένεια {𝑓𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℤ} όπου𝑓𝑚(𝑡) = 𝑒𝑖𝑚𝑡 = cos(𝑚𝑡)+𝑖sin(𝑚𝑡) είναι ορθοκανονική. Ο γραμμικός
χώρος που παράγει είναι ο χώρος των τριγωνομετρικών πολυωνύμων,
συνεπώς η {𝑓𝑚} δεν είναι αλγεβρική βάση του (𝐶([−𝜋,𝜋),⟨⋅, ⋅⟩).



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση Σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert, μια ορθοκανονική βάση
δεν είναι αλγεβρική βάση.

Παραδείγματα

1 Έστω 𝑒𝑚 = (𝛿𝑚(𝑛)) όπου 𝛿𝑚(𝑛) = 1 όταν 𝑛 =𝑚 και 𝛿𝑚(𝑛) = 0
αλλιώς. Η οικογένεια {𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική στον ℓ2. Είναι
αλγεβρική βάση του 𝑐00, άρα και ορθοκανονική του βάση.

2 Η ίδια οικογένεια δεν είναι αλγεβρική βάση του ℓ2, γιατί
span{𝑒𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℕ} ≠ ℓ2. Επειδή ο υπόχωρος span{𝑒𝑚} = 𝑐00 είναι
πυκνός στον ℓ2, η {𝑒𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του ℓ2.

3 Στον χώρο (𝐶([−𝜋,𝜋], ⟨⋅, ⋅⟩) η οικογένεια {𝑓𝑚 ∶ 𝑚 ∈ ℤ} όπου𝑓𝑚(𝑡) = 𝑒𝑖𝑚𝑡 = cos(𝑚𝑡)+𝑖sin(𝑚𝑡) είναι ορθοκανονική. Ο γραμμικός
χώρος που παράγει είναι ο χώρος των τριγωνομετρικών πολυωνύμων,
συνεπώς η {𝑓𝑚} δεν είναι αλγεβρική βάση του (𝐶([−𝜋,𝜋),⟨⋅, ⋅⟩). Είναι
κλασικό θεώρημα στην Ανάλυση Fourier ότι κάθε 𝑓 ∈ (𝐶([−𝜋,𝜋)
προσεγγίζεται ως προς τη νόρμα ‖⋅‖2 από τριγωνομετρικά πολυώνυμα.
Συνεπώς η {𝑓𝑚} είναι ορθοκανονική βάση του (𝐶([−𝜋,𝜋),⟨⋅, ⋅⟩).



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική,

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική,

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞),

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.
Πρόταση

Κάθε διαχωρίσιμος 1 χώρος 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο έχει μια
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση (και αντίστροφα).

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.
Πρόταση

Κάθε διαχωρίσιμος 1 χώρος 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο έχει μια
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση (και αντίστροφα).

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.
Πρόταση

Κάθε διαχωρίσιμος 1 χώρος 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο έχει μια
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση (και αντίστροφα).

Μάλιστα, αν 𝐹 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος, μπορώ να βρω ορθοκανονική
βάση του 𝐸 μέσα στον 𝐹

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.
Πρόταση

Κάθε διαχωρίσιμος 1 χώρος 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο έχει μια
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση (και αντίστροφα).

Μάλιστα, αν 𝐹 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος, μπορώ να βρω ορθοκανονική
βάση του 𝐸 μέσα στον 𝐹 (π.χ. 𝐸 = 𝐶([0,1]) και 𝐹 = πολυώνυμα).

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Παρατήρηση

Έστω 𝒞 = {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ορθοκανονική οικογένεια σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 . H 𝒞 είναι ο.κ. βάση του 𝐻 αν και μόνον αν είναι μεγιστική, αν
δηλαδή δεν περιέχεται σε κανένα ορθοκανονικό υποσύνολο του 𝐻 (εκτός
από την 𝒞), ισοδύναμα αν το μόνο στοιχείο του 𝐻 που είναι κάθετο στην𝒞 είναι το 0.
Πρόταση

Κάθε διαχωρίσιμος 1 χώρος 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο έχει μια
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση (και αντίστροφα).

Μάλιστα, αν 𝐹 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος, μπορώ να βρω ορθοκανονική
βάση του 𝐸 μέσα στον 𝐹 (π.χ. 𝐸 = 𝐶([0,1]) και 𝐹 = πολυώνυμα).

1Δηλ. περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο που είναι αριθμήσιμο.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Άσκηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική
ακολουθία στον 𝐸 και 𝑥 ∈ 𝐸. Τότε‖𝑥‖2 = ∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩|2 αν και μόνον αν 𝑥 ∈ span{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Άσκηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική
ακολουθία στον 𝐸 και 𝑥 ∈ 𝐸. Τότε‖𝑥‖2 = ∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩|2 αν και μόνον αν 𝑥 ∈ span{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Άσκηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική
ακολουθία στον 𝐸 και 𝑥 ∈ 𝐸. Τότε‖𝑥‖2 = ∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩|2 αν και μόνον αν 𝑥 ∈ span{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}.
Μάλιστα ‖𝑥‖2 − ∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩ |2 = dist(𝑥,𝐾)2
όπου𝐾 = span{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Μισή Aπόδειξη Έστω 𝑥 ∈ 𝐾 και 𝜀 > 0. Υπάρχoυν 𝑛 ∈ ℕ και𝜆1,…𝜆𝑛 ∈ 𝕂 ώστε ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥ < 𝜀.



Ορθοκανονικές Βάσεις

Μισή Aπόδειξη Έστω 𝑥 ∈ 𝐾 και 𝜀 > 0. Υπάρχoυν 𝑛 ∈ ℕ και𝜆1,…𝜆𝑛 ∈ 𝕂 ώστε ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥ < 𝜀.
Όμως, πάντα ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥2 ≥ ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2



Ορθοκανονικές Βάσεις

Μισή Aπόδειξη Έστω 𝑥 ∈ 𝐾 και 𝜀 > 0. Υπάρχoυν 𝑛 ∈ ℕ και𝜆1,…𝜆𝑛 ∈ 𝕂 ώστε ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥ < 𝜀.
Όμως, πάντα ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥2 ≥ ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2
(Λήμμα βέλτιστης προσέγγισης). Αλλά ξέρουμε (Πυθαγόρειο, δες την
(2)) ότι ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 . ❀



Ορθοκανονικές Βάσεις

Μισή Aπόδειξη Έστω 𝑥 ∈ 𝐾 και 𝜀 > 0. Υπάρχoυν 𝑛 ∈ ℕ και𝜆1,…𝜆𝑛 ∈ 𝕂 ώστε ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥ < 𝜀.
Όμως, πάντα ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥2 ≥ ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2
(Λήμμα βέλτιστης προσέγγισης). Αλλά ξέρουμε (Πυθαγόρειο, δες την
(2)) ότι ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 . ❀



Ορθοκανονικές Βάσεις

‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 .



Ορθοκανονικές Βάσεις

‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 .
Aν𝑚≥ 𝑛, έχουμε 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2



Ορθοκανονικές Βάσεις

‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 .
Aν𝑚≥ 𝑛, έχουμε 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2

και συνεπώς∥𝑥− 𝑚∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2− 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2− 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 < 𝜀2
για κάθε𝑚≥ 𝑛.



Ορθοκανονικές Βάσεις

‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 .
Aν𝑚≥ 𝑛, έχουμε 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2

και συνεπώς∥𝑥− 𝑚∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2− 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2− 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 < 𝜀2
για κάθε𝑚≥ 𝑛. Eπομένως

lim𝑚 ∥𝑥− 𝑚∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥ = 0 και lim𝑚 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ‖𝑥‖2. ✷



Ορθοκανονικές Βάσεις

‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 < 𝜀2 .
Aν𝑚≥ 𝑛, έχουμε 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2

και συνεπώς∥𝑥− 𝑚∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2− 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2− 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 < 𝜀2
για κάθε𝑚≥ 𝑛. Eπομένως

lim𝑚 ∥𝑥− 𝑚∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥ = 0 και lim𝑚 𝑚∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 = ‖𝑥‖2. ✷



Ορθοκανονικές Βάσεις

Συνέπεια:

Θεώρημα

Έστω {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸,
(i) 𝑥 = ∞∑𝑛=1⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 ( σύγκλιση ως προς τη νόρμα του 𝐸).



Ορθοκανονικές Βάσεις

Συνέπεια:

Θεώρημα

Έστω {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸,
(i) 𝑥 = ∞∑𝑛=1⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 ( σύγκλιση ως προς τη νόρμα του 𝐸).



Ορθοκανονικές Βάσεις

Συνέπεια:

Θεώρημα

Έστω {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸,
(i) 𝑥 = ∞∑𝑛=1⟨𝑥,𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 ( σύγκλιση ως προς τη νόρμα του 𝐸).
(ii) ‖𝑥‖2 = ∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩|2 (Ισότητα Parseval).
Πόρισμα

Aν {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο με εσωτερικό
γινόμενο 𝐸, για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 έχουμε⟨𝑥,𝑦⟩ = ∞∑𝑛=1⟨𝑥,𝑒𝑛⟩⟨𝑒𝑛,𝑦⟩ = ∞∑𝑛=1⟨𝑥,𝑒𝑛⟩⟨𝑦,𝑒𝑛⟩.



Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)



Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)



Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.
Άρα η απεικόνιση (𝐸,‖⋅‖)→(ℓ2,‖⋅‖2) ∶𝑥→(⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛 είναι (γραμμ.)
ισομετρική εμφύτευση.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)



Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.
Άρα η απεικόνιση (𝐸,‖⋅‖)→(ℓ2,‖⋅‖2) ∶𝑥→(⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛 είναι (γραμμ.)
ισομετρική εμφύτευση. Η εικόνα της είναι πυκνή στον ℓ2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)



Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.
Άρα η απεικόνιση (𝐸,‖⋅‖)→(ℓ2,‖⋅‖2) ∶𝑥→(⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛 είναι (γραμμ.)
ισομετρική εμφύτευση. Η εικόνα της είναι πυκνή στον ℓ2.
Θεώρημα

Κάθε απειροδιάστατος διαχωρίσιμος 2 χώρος Hilbert𝐻 είναι ισομετρικά
ισόμορφος με τον ℓ2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)





Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.
Άρα η απεικόνιση (𝐸,‖⋅‖)→(ℓ2,‖⋅‖2) ∶𝑥→(⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛 είναι (γραμμ.)
ισομετρική εμφύτευση. Η εικόνα της είναι πυκνή στον ℓ2.
Θεώρημα

Κάθε απειροδιάστατος διαχωρίσιμος 2 χώρος Hilbert𝐻 είναι ισομετρικά
ισόμορφος με τον ℓ2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)





Ισομορφισμοί

Δείξαμε:

Έστω {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ορθοκανονική βάση σ’ έναν χώρο 𝐸 με εσωτερικό
γινόμενο. Tότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖2 =∑∞𝑛=1 |⟨𝑥,𝑥𝑛⟩|2.
Άρα η απεικόνιση (𝐸,‖⋅‖)→(ℓ2,‖⋅‖2) ∶𝑥→(⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛 είναι (γραμμ.)
ισομετρική εμφύτευση. Η εικόνα της είναι πυκνή στον ℓ2.
Θεώρημα

Κάθε απειροδιάστατος διαχωρίσιμος 2 χώρος Hilbert𝐻 είναι ισομετρικά
ισόμορφος με τον ℓ2.
Ακριβέστερα, αν επιλέξουμε μια ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛} του𝐻 , η
απεικόνιση 𝑈 ∶ 𝐻 ↣→ ℓ2 ∶ 𝑥→ (⟨𝑥,𝑥𝑛⟩)𝑛
απεικονίζει τον 𝐻 (γραμμικά και) ισομετρικά επί του ℓ2.

2Γενικότερα, ισχύει ότι κάθε χώρος Hilbert είναι ισομετρικά ισόμορφος με τονℓ2(Γ) για κατάλληλο σύνολο Γ. (Αποδ. παραλείπεται.)



H πλήρωση

Πρόταση

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, υπάρχει χώρος Hilbert(𝐻,⟨⋅, ⋅⟩) και γραμμική και ισομετρική εμφύτευση 𝜙 ∶ 𝐸 →𝐻 με πυκνή
εικόνα.



H πλήρωση

Πρόταση

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, υπάρχει χώρος Hilbert(𝐻,⟨⋅, ⋅⟩) και γραμμική και ισομετρική εμφύτευση 𝜙 ∶ 𝐸 →𝐻 με πυκνή
εικόνα.



H πλήρωση

Πρόταση

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, υπάρχει χώρος Hilbert(𝐻,⟨⋅, ⋅⟩) και γραμμική και ισομετρική εμφύτευση 𝜙 ∶ 𝐸 →𝐻 με πυκνή
εικόνα.
Ο𝐻 είναι «ουσιαστικά μοναδικός», με την έννοια ότι αν (𝐾,⟨⋅, ⋅⟩) είναι
χώρος Hilbert και 𝜓 ∶ 𝐸 →𝐾 γραμμική ισομετρία με πυκνή εικόνα,
τότε υπάρχει γραμμική ισομετρία 𝑇 από τον𝐻 επί του𝐾 ώστε𝑇 (𝜙(𝑥)) = 𝜓(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸.



H πλήρωση

Πρόταση

Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, υπάρχει χώρος Hilbert(𝐻,⟨⋅, ⋅⟩) και γραμμική και ισομετρική εμφύτευση 𝜙 ∶ 𝐸 →𝐻 με πυκνή
εικόνα.
Ο𝐻 είναι «ουσιαστικά μοναδικός», με την έννοια ότι αν (𝐾,⟨⋅, ⋅⟩) είναι
χώρος Hilbert και 𝜓 ∶ 𝐸 →𝐾 γραμμική ισομετρία με πυκνή εικόνα,
τότε υπάρχει γραμμική ισομετρία 𝑇 από τον𝐻 επί του𝐾 ώστε𝑇 (𝜙(𝑥)) = 𝜓(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸.
Ο χώρος Hilbert (𝐻,⟨⋅, ⋅⟩) λέγεται η πλήρωση του (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩).𝐸

𝐸
𝜙(𝐸)
𝜓(𝐸)

𝐻 = 𝜙(𝐸)
𝐾 = 𝜓(𝐸)id

𝜙
𝜓 𝑇

Δείτε και το αρχείο complun.pdf.





O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2([𝑎,𝑏]) την πλήρωση του 𝐸.



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2([𝑎,𝑏]) την πλήρωση του 𝐸.
Θεωρώ τον 𝐹 = (𝐶𝑐(ℝ),⟨⋅, ⋅⟩)
( όπου 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) σημαίνει 𝑓 ∶ ℝ→ ℂ συνεχής και υπάρχει𝐾𝑓 ⊆ ℝ
συμπαγές ώστε 𝑓(𝑡) = 0 όταν 𝑡 ∉ 𝐾𝑓 ).



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2([𝑎,𝑏]) την πλήρωση του 𝐸.
Θεωρώ τον 𝐹 = (𝐶𝑐(ℝ),⟨⋅, ⋅⟩)
( όπου 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) σημαίνει 𝑓 ∶ ℝ→ ℂ συνεχής και υπάρχει𝐾𝑓 ⊆ ℝ
συμπαγές ώστε 𝑓(𝑡) = 0 όταν 𝑡 ∉ 𝐾𝑓 ).
Θέτω ⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝐾𝑓 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2([𝑎,𝑏]) την πλήρωση του 𝐸.
Θεωρώ τον 𝐹 = (𝐶𝑐(ℝ),⟨⋅, ⋅⟩)
( όπου 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) σημαίνει 𝑓 ∶ ℝ→ ℂ συνεχής και υπάρχει𝐾𝑓 ⊆ ℝ
συμπαγές ώστε 𝑓(𝑡) = 0 όταν 𝑡 ∉ 𝐾𝑓 ).
Θέτω ⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝐾𝑓 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2(ℝ) την πλήρωση του 𝐹 .



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Χωρίς Μέτρο Θεωρώ τον 𝐸 = (𝐶([𝑎,𝑏]), ⟨⋅, ⋅⟩) όπου⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝑏𝑎 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2([𝑎,𝑏]) την πλήρωση του 𝐸.
Θεωρώ τον 𝐹 = (𝐶𝑐(ℝ),⟨⋅, ⋅⟩)
( όπου 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ) σημαίνει 𝑓 ∶ ℝ→ ℂ συνεχής και υπάρχει𝐾𝑓 ⊆ ℝ
συμπαγές ώστε 𝑓(𝑡) = 0 όταν 𝑡 ∉ 𝐾𝑓 ).
Θέτω ⟨𝑓,𝑔⟩ =∫𝐾𝑓 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
Ονομάζω 𝐿2(ℝ) την πλήρωση του 𝐹 .
Για τις ανάγκες του προπτυχιακού μαθήματος, αυτοί θα είναι οι ορισμοί
των χώρων Hilbert 𝐿2([𝑎,𝑏]) και 𝐿2(ℝ).
Ενημερωτικά παρατίθενται στις επόμενες δυο διαφάνειες οι
(ισοδύναμοι) ορισμοί με χρήση Θεωρίας Μέτρου.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.
Θέτω 𝒩= {𝑓 ∈ ℒ2(𝜇) ∶ ‖𝑓‖2 = 0}.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.
Θέτω 𝒩= {𝑓 ∈ ℒ2(𝜇) ∶ ‖𝑓‖2 = 0}.
Αν 𝑓,𝑔 ∈ ℒ2(𝜇), έχω 𝑓 = 𝑔 𝜇σχ. παντού ⟺ 𝑓−𝑔 ∈𝒩.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.
Θέτω 𝒩= {𝑓 ∈ ℒ2(𝜇) ∶ ‖𝑓‖2 = 0}.
Αν 𝑓,𝑔 ∈ ℒ2(𝜇), έχω 𝑓 = 𝑔 𝜇σχ. παντού ⟺ 𝑓−𝑔 ∈𝒩.
Επίσης, o𝒩 είναι γραμμικός υπόχωρος του ℒ2.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.
Θέτω 𝒩= {𝑓 ∈ ℒ2(𝜇) ∶ ‖𝑓‖2 = 0}.
Αν 𝑓,𝑔 ∈ ℒ2(𝜇), έχω 𝑓 = 𝑔 𝜇σχ. παντού ⟺ 𝑓−𝑔 ∈𝒩.
Επίσης, o𝒩 είναι γραμμικός υπόχωρος του ℒ2.
Θέτω ‖𝑓 +𝒩‖2 ∶= ‖𝑓‖2. Είναι καλά ορισμένη νόρμα στον χώρο πηλίκο𝐿2(𝜇) ∶= ℒ2(𝜇)/𝒩.



O ℒ2(𝜇), o 𝐿2(𝜇)
ΜεMέτρο (Μέτρον Άριστον!) Έστω (𝑋,𝒮,𝜇) χώρος μέτρου (π.χ. (ℝ,ℬ,𝑚)).
Ορισμός

O χώρος ℒ2(𝑋,𝒮,𝜇) = ℒ2(𝜇) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ∪{±∞} (ή 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ) που είναι μετρήσιμες και
ικανοποιούν∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇 < +∞.
Ο αριθμός (∫𝑋 |𝑓|2𝑑𝜇)1/2

συμβολίζεται ‖𝑓‖2.
Θέτω 𝒩= {𝑓 ∈ ℒ2(𝜇) ∶ ‖𝑓‖2 = 0}.
Αν 𝑓,𝑔 ∈ ℒ2(𝜇), έχω 𝑓 = 𝑔 𝜇σχ. παντού ⟺ 𝑓−𝑔 ∈𝒩.
Επίσης, o𝒩 είναι γραμμικός υπόχωρος του ℒ2.
Θέτω ‖𝑓 +𝒩‖2 ∶= ‖𝑓‖2. Είναι καλά ορισμένη νόρμα στον χώρο πηλίκο𝐿2(𝜇) ∶= ℒ2(𝜇)/𝒩.
Έπεται ότι ο 𝐿2(𝜇) αποτελείται από τις κλάσεις ισοδυναμίας
συναρτήσεων του ℒ2(𝜇) modulo ισότητα 𝜇σχ. παντού.



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Θεώρημα (Riesz–Fisher) O 𝐿2(𝜇) είναι πλήρης



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Θεώρημα (Riesz–Fisher) O 𝐿2(𝜇) είναι πλήρης (άρα είναι χώρος
Hilbert αφού η ‖⋅‖2 προέρχεται από το εσωτ. γινόμενο⟨𝑓 +𝒩,𝑔+𝒩⟩ =∫𝑋𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝜇(𝑡)).



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Θεώρημα (Riesz–Fisher) O 𝐿2(𝜇) είναι πλήρης (άρα είναι χώρος
Hilbert αφού η ‖⋅‖2 προέρχεται από το εσωτ. γινόμενο⟨𝑓 +𝒩,𝑔+𝒩⟩ =∫𝑋𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝜇(𝑡)).
Θεώρημα (πόρισμα π.χ. του Θ. Luzin) O 𝐶([𝑎,𝑏]) είναι πυκνός στον𝐿2([𝑎,𝑏],ℬ,𝜆) ως προς τη νόρμα ‖⋅‖2, βεβαίως.



O 𝐿2([𝑎,𝑏]), o 𝐿2(ℝ)
Θεώρημα (Riesz–Fisher) O 𝐿2(𝜇) είναι πλήρης (άρα είναι χώρος
Hilbert αφού η ‖⋅‖2 προέρχεται από το εσωτ. γινόμενο⟨𝑓 +𝒩,𝑔+𝒩⟩ =∫𝑋𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝜇(𝑡)).
Θεώρημα (πόρισμα π.χ. του Θ. Luzin) O 𝐶([𝑎,𝑏]) είναι πυκνός στον𝐿2([𝑎,𝑏],ℬ,𝜆) ως προς τη νόρμα ‖⋅‖2, βεβαίως.
O 𝐶𝑐(ℝ) είναι πυκνός στον 𝐿2(ℝ,ℬ,𝜆) ως προς τη νόρμα ‖⋅‖2.



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:

(1) Ύπαρξη πλησιέστερου διανύσματος, άρα και κάθετου διανύσματος.



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:

(1) Ύπαρξη πλησιέστερου διανύσματος, άρα και κάθετου διανύσματος.

(2) Συνεχείς γραμμικές μορφές είναι τα εσωτερικά γινόμενα.



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:

(1) Ύπαρξη πλησιέστερου διανύσματος, άρα και κάθετου διανύσματος.

(2) Συνεχείς γραμμικές μορφές είναι τα εσωτερικά γινόμενα.

(3) Ύπαρξη ορθοκανονικής βάσης {𝑥𝛾 ∶ 𝛾 ∈ Γ}.
(Άρα ισομορφισμός με ℓ2(Γ))
Συμβολισμός: ℓ2(𝑛) = (ℂ𝑛,‖⋅‖2).



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:

(1) Ύπαρξη πλησιέστερου διανύσματος, άρα και κάθετου διανύσματος.

(2) Συνεχείς γραμμικές μορφές είναι τα εσωτερικά γινόμενα.

(3) Ύπαρξη ορθοκανονικής βάσης {𝑥𝛾 ∶ 𝛾 ∈ Γ}.
(Άρα ισομορφισμός με ℓ2(Γ))
Συμβολισμός: ℓ2(𝑛) = (ℂ𝑛,‖⋅‖2).
Όποιος ενδιαφέρεται για τον ℓ2(Γ) ας δεί το αρχείο nonsep.pdf.


