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Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Ορισμός

Έστω 𝐸 ένας 𝕂γραμμικός χώρος (𝕂 = ℝ ή ℂ). Ένα εσωτερικό γινόμενο
(inner product ή scalar product) στον 𝐸 είναι μια απεικόνιση⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝐸×𝐸 → 𝕂
τέτοια ώστε (𝑖) ⟨𝑥1 +𝜆𝑥2,𝑦⟩ = ⟨𝑥1,𝑦⟩+𝜆⟨𝑥2,𝑦⟩(𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑦⟩ = ⟨𝑦,𝑥⟩(𝑖𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑥⟩ ≥ 0(𝑖𝑣) ⟨𝑥,𝑥⟩ = 0 ⟺ 𝑥= 0
για κάθε 𝑥,𝑥1,𝑥2,𝑦 ∈ 𝐸 και 𝜆 ∈ 𝕂.





Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Ορισμός

Έστω 𝐸 ένας 𝕂γραμμικός χώρος (𝕂 = ℝ ή ℂ). Ένα εσωτερικό γινόμενο
(inner product ή scalar product) στον 𝐸 είναι μια απεικόνιση⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝐸×𝐸 → 𝕂
τέτοια ώστε (𝑖) ⟨𝑥1 +𝜆𝑥2,𝑦⟩ = ⟨𝑥1,𝑦⟩+𝜆⟨𝑥2,𝑦⟩(𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑦⟩ = ⟨𝑦,𝑥⟩(𝑖𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑥⟩ ≥ 0(𝑖𝑣) ⟨𝑥,𝑥⟩ = 0 ⟺ 𝑥= 0
για κάθε 𝑥,𝑥1,𝑥2,𝑦 ∈ 𝐸 και 𝜆 ∈ 𝕂.



Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Ορισμός

Έστω 𝐸 ένας 𝕂γραμμικός χώρος (𝕂 = ℝ ή ℂ). Ένα εσωτερικό γινόμενο
(inner product ή scalar product) στον 𝐸 είναι μια απεικόνιση⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝐸×𝐸 → 𝕂
τέτοια ώστε (𝑖) ⟨𝑥1 +𝜆𝑥2,𝑦⟩ = ⟨𝑥1,𝑦⟩+𝜆⟨𝑥2,𝑦⟩(𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑦⟩ = ⟨𝑦,𝑥⟩(𝑖𝑖𝑖) ⟨𝑥,𝑥⟩ ≥ 0(𝑖𝑣) ⟨𝑥,𝑥⟩ = 0 ⟺ 𝑥= 0
για κάθε 𝑥,𝑥1,𝑥2,𝑦 ∈ 𝐸 και 𝜆 ∈ 𝕂.
άρα (𝑖)′ ⟨𝑥,𝑦1 +𝜆𝑦2⟩ = ⟨𝑥,𝑦1⟩+ �̄�⟨𝑥,𝑦2⟩ .



Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Πρόταση (Aνισότητα CauchySchwarz)

Aν 𝐸 είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο,
(a) για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 ισχύει|⟨𝑥,𝑦⟩| ≤ ⟨𝑥,𝑥⟩1/2⟨𝑦,𝑦⟩1/2 .
(b) Ισότητα ισχύει αν και μόνον αν τα 𝑥,𝑦 είναι γραμμικά εξαρτημένα.

Πρόταση

Aν 𝐸 είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο, η απεικόνιση‖⋅‖ ∶ 𝐸 → ℝ+ όπου ‖𝑥‖ = ⟨𝑥,𝑥⟩1/2 είναι νόρμα στον 𝐸.



Χώροι με εσωτερικό γινόμενο: Παρατηρήσεις

(α)Μια απεικόνιση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝐸×𝐸 → 𝕂
που ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii) και (iii) του ορισμού του εσωτερικού
γινομένου λέγεται ημι–εσωτερικό γινόμενο.
Ένα ημι–εσωτερικό γινόμενο ικανοποιεί την θεμελιώδη ανισότητα
CauchySchwarz (όχι όμως και το (b) της Πρότασης).

(β) Αρκετοί συγγραφείς (ιδιαίτερα σε συγγράμματα μαθηματικής
φυσικής ή άλλων εφαρμογών) ορίζουν το εσωτερικό γινόμενο ώστε να
είναι γραμμικό ως προς την δεύτερη μεταβλητή και αντιγραμμικό ως
προς την πρώτη. Έτσι, ορίζουν το εσωτερικό γινόμενο στον ℂ𝑛 ως εξής:⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘).
(γ) Ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο αποκαλείται καμμιά φορά και
χώρος προHilbert (preHilbert space).



Γραμμικοί χώροι με νόρμα

Nόρμα σε έναν γραμμ. χώρο𝑋 είναι μια απεικόνιση ‖⋅‖ ∶ 𝑋 →ℝ+ ώστε
για κάθε 𝑥,𝑦,∈ 𝑋 και 𝜆 ∈ 𝕂,
1 ‖𝑥‖ = 0 αν και μόνο αν 𝑥 = 0,
2 ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖ και
3 ‖𝑥+𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖+‖𝑦‖ (τριγωνική ανισότητα).

Ορισμός

Αν ‖ ⋅ ‖ είναι μια νόρμα στον𝑋, τότε το ζεύγος (𝑋,‖ ⋅ ‖) λέγεται χώρος
με νόρμα.
H συνάρτηση 𝑑 ∶ 𝑋×𝑋 →ℝ με 𝑑(𝑥,𝑦) = ‖𝑥−𝑦‖, 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 είναι
μετρική (η μετρική που επάγεται στον 𝑋 από τη νόρμα του). Όταν ο
μετρ. χώρος (𝑋,𝑑) είναι πλήρης, ο (𝑋,‖ ⋅ ‖) λέγεται χώρος Banach.



Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Επομένως κάθε (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) γίνεται μετρικός χώρος (𝐸,𝑑) με𝑑(𝑥,𝑦) ∶= ‖𝑥−𝑦‖ = ⟨𝑥−𝑦,𝑥−𝑦⟩1/2 , 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸
στον οποίο οι γραμμικές πράξεις+ ∶ (𝐸,𝑑)×(𝐸,𝑑) → (𝐸,𝑑) ∶ (𝑥,𝑦) → 𝑥+𝑦⋅ ∶ (𝕂, | ⋅ |)×(𝐸,𝑑) → (𝐸,𝑑) ∶ (𝜆,𝑥) → 𝜆𝑥
είναι συνεχείς. Eπίσης η απεικόνιση(𝐸,𝑑)×(𝐸,𝑑) → (𝕂, | ⋅ |) ∶ (𝑥,𝑦) → ⟨𝑥,𝑦⟩
είναι συνεχής.



Χώροι με εσωτερικό γινόμενο

Πρόταση

(α) (Κανόνας Παραλληλογράμμου)

για κάθε 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸, ‖𝑥+𝑦‖2 +‖𝑥−𝑦‖2 = 2‖𝑥‖2 +2‖𝑦‖2.
(β) (Πυθαγόρειο Θεώρημα)

αν 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸 και ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0, τότε ‖𝑥+𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 +‖𝑦‖2.



Καθετότητα

Ορισμός

Δύο στοιχεία 𝑥,𝑦 ενός χώρου 𝐸 με εσωτερικό γινόμενο λέγονται κάθετα
(συμβολικά 𝑥 ⟂ 𝑦) όταν ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0.
Mια οικογένεια {𝑒𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝐸 λέγεται ορθοκανονική (orthonormal)
αν ⟨𝑒𝑖,𝑒𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 .
Ορθοκανονική⇒ γραμμικά ανεξάρτητη. Προς την αντίστροφη:

Πρόταση (Διαδικασία GramSchmidt)

Aν {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} είναι μια γραμμικά ανεξάρτητη ακολουθία σ’ έναν
χώρο (𝐸,⟨., .⟩) με εσωτερικό γινόμενο, τότε υπάρχει μια ορθοκανονική
ακολουθία {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} στον 𝐸 ώστε, για κάθε 𝑘 ∈ ℕ, να ισχύει1[𝑒𝑛 ∶ 𝑛 = 1,2, ...,𝑘] = [𝑥𝑛 ∶ 𝑛 = 1,2, ...,𝑘].
Κάθε υπόχωρος 𝐹 ⊆ 𝐸 πεπερασμένης διάστασης έχει μια αλγεβρική
βάση {𝑒1,…,𝑒𝑛} που είναι ορθοκανονική. Κάθε 𝑥 ∈ 𝐹 γράφεται

μοναδικά 𝑥 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 .
1με [𝐴] ή span𝐴 θα συμβολίζουμε την γραμμική θήκη ενός𝐴⊆𝐸.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (βέλτιστη προσέγγιση) (I)

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝑥 ∈ 𝐸 και 𝐹 πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος του 𝐸.
(α) Υπάρχει ένα και μοναδικό διάνυσμα 𝑦𝑥 ∈ 𝐹 που είναι πλησιέστερο
στο 𝑥. Αν {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛} είναι ορθοκανονική βάση του 𝐹 , το 𝑦𝑥 δίνεται

από τον τύπο 𝑦𝑥 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.
(β) Eπιπλέον το 𝑥−𝑦𝑥 είναι κάθετο στον 𝐹 και αντίστροφα, αν 𝑦 ∈ 𝐹
και 𝑥−𝑦 ⟂ 𝐹 , τότε 𝑦 = 𝑦𝑥.
Δηλαδή, αν δοθεί ορθοκανονική οικογένεια {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛}, η
απεικόνιση𝕂𝑛 → ℝ+ ∶ �⃗� ∶= (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) → ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥
έχει ολικό ελάχιστο στο σημείο �⃗� = (⟨𝑥,𝑒1⟩, ⟨𝑥,𝑒2⟩,…,⟨𝑥,𝑒𝑛⟩) ∈ 𝕂𝑛.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (βέλτιστη προσέγγιση) (I)

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝑥 ∈ 𝐸 και 𝐹 πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος του 𝐸.
(α) Υπάρχει ένα και μοναδικό διάνυσμα 𝑦𝑥 ∈ 𝐹 που είναι πλησιέστερο
στο 𝑥. Αν {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛} είναι ορθοκανονική βάση του 𝐹 , το 𝑦𝑥 δίνεται

από τον τύπο 𝑦𝑥 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.
(β) Eπιπλέον το 𝑥−𝑦𝑥 είναι κάθετο στον 𝐹 και αντίστροφα, αν 𝑦 ∈ 𝐹
και 𝑥−𝑦 ⟂ 𝐹 , τότε 𝑦 = 𝑦𝑥.
Δηλαδή, αν δοθεί ορθοκανονική οικογένεια {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛}, η
απεικόνιση𝕂𝑛 → ℝ+ ∶ �⃗� ∶= (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) → ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥
έχει ολικό ελάχιστο στο σημείο �⃗� = (⟨𝑥,𝑒1⟩, ⟨𝑥,𝑒2⟩,…,⟨𝑥,𝑒𝑛⟩) ∈ 𝕂𝑛.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (βέλτιστη προσέγγιση) (I)

Λήμμα

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝑥 ∈ 𝐸 και 𝐹 πεπερασμένης
διάστασης υπόχωρος του 𝐸.
(α) Υπάρχει ένα και μοναδικό διάνυσμα 𝑦𝑥 ∈ 𝐹 που είναι πλησιέστερο
στο 𝑥. Αν {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛} είναι ορθοκανονική βάση του 𝐹 , το 𝑦𝑥 δίνεται

από τον τύπο 𝑦𝑥 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.
(β) Eπιπλέον το 𝑥−𝑦𝑥 είναι κάθετο στον 𝐹 και αντίστροφα, αν 𝑦 ∈ 𝐹
και 𝑥−𝑦 ⟂ 𝐹 , τότε 𝑦 = 𝑦𝑥.
Δηλαδή, αν δοθεί ορθοκανονική οικογένεια {𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛}, η
απεικόνιση𝕂𝑛 → ℝ+ ∶ �⃗� ∶= (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) → ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥
έχει ολικό ελάχιστο στο σημείο �⃗� = (⟨𝑥,𝑒1⟩, ⟨𝑥,𝑒2⟩,…,⟨𝑥,𝑒𝑛⟩) ∈ 𝕂𝑛.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (β))

Κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 γράφεται 𝑦 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑦,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (β))

Κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 γράφεται 𝑦 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑦,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.
Τώρα: (𝑥−𝑦) ⟂ 𝐹 ⟺ ⟨𝑥−𝑦,𝑒𝑘⟩ = 0 ∀𝑘, ⟺⟨𝑦,𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩ ∀𝑘, ⟺ 𝑦 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 = 𝑦𝑥.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (β))

Κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 γράφεται 𝑦 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑦,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.
Τώρα: (𝑥−𝑦) ⟂ 𝐹 ⟺ ⟨𝑥−𝑦,𝑒𝑘⟩ = 0 ∀𝑘, ⟺⟨𝑦,𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩ ∀𝑘, ⟺ 𝑦 = 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 = 𝑦𝑥.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (α))

(α) Aν (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛,𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘 =(𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘)+( 𝑛∑𝑘=1(⟨𝑥,𝑒𝑘⟩−𝜆𝑘)𝑒𝑘)=𝑢+𝑣



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (α))

(α) Aν (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛,𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘 =(𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘)+( 𝑛∑𝑘=1(⟨𝑥,𝑒𝑘⟩−𝜆𝑘)𝑒𝑘)=𝑢+𝑣
παρατηρούμε ότι 𝑢 ⟂ 𝐹 (γιατί ⟨𝑢,𝑒𝑘⟩ = 0 για 𝑘 = 1,…𝑛) και 𝑣 ∈ 𝐹 ,
άρα 𝑣 ⟂ 𝑢.



Το πλησιέστερο διάνυσμα (Απόδειξη (α))

(α) Aν (𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛) ∈ 𝕂𝑛,𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘 =(𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘)+( 𝑛∑𝑘=1(⟨𝑥,𝑒𝑘⟩−𝜆𝑘)𝑒𝑘)=𝑢+𝑣
παρατηρούμε ότι 𝑢 ⟂ 𝐹 (γιατί ⟨𝑢,𝑒𝑘⟩ = 0 για 𝑘 = 1,…𝑛) και 𝑣 ∈ 𝐹 ,
άρα 𝑣 ⟂ 𝑢. Πυθαγόρειο: ‖𝑢+𝑣‖2 = ‖𝑢‖2 +‖𝑣‖2 δηλαδή∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1𝜆𝑘𝑒𝑘∥2 = ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1 ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 +∥ 𝑛∑𝑘=1(⟨𝑥,𝑒𝑘⟩−𝜆𝑘)𝑒𝑘∥2= ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1 ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 + 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩−𝜆𝑘|2 (1)

≥ ∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1 ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 , ισότητα ανν ⟨𝑥,𝑒𝑘⟩ = 𝜆𝑘∀𝑘.



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ∀𝑥 ∈ 𝐸,𝑛 ∈ ℕ. (2)



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ∀𝑥 ∈ 𝐸,𝑛 ∈ ℕ. (2)

(από την (1) με 𝜆𝑘 = 0).
Πρόταση (Aνισότητα Bessel)

(i)
𝑛∑𝑘=1|⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2

(ii) Στην (i) ισχύει ισότητα αν και μόνον αν 𝑥 ∈ [𝑒𝑖 ∶ 𝑖 = 1,…,𝑛].



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ∀𝑥 ∈ 𝐸,𝑛 ∈ ℕ. (2)

(από την (1) με 𝜆𝑘 = 0).
Πρόταση (Aνισότητα Bessel)

(i)
𝑛∑𝑘=1|⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2

(ii) Στην (i) ισχύει ισότητα αν και μόνον αν 𝑥 ∈ [𝑒𝑖 ∶ 𝑖 = 1,…,𝑛].



Bessel κ.λπ.

Παρατήρηση

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτ. γιν. και {𝑒1,𝑒2,…} ορθοκανονική ακολουθία.∥𝑥− 𝑛∑𝑘=1⟨𝑥,𝑒𝑘⟩𝑒𝑘∥2 = ‖𝑥‖2 − 𝑛∑𝑘=1 |⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ∀𝑥 ∈ 𝐸,𝑛 ∈ ℕ. (2)

(από την (1) με 𝜆𝑘 = 0).
Πρόταση (Aνισότητα Bessel)

(i)
𝑛∑𝑘=1|⟨𝑥,𝑒𝑘⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2

(ii) Στην (i) ισχύει ισότητα αν και μόνον αν 𝑥 ∈ [𝑒𝑖 ∶ 𝑖 = 1,…,𝑛].
Πρόταση (Γενικευμένη ανισότητα Bessel)∞∑𝑛=1|⟨𝑥,𝑒𝑛⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2.



Χώροι Hilbert

Ορισμός

Ένας χώρος (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) με εσωτερικό γινόμενο λέγεται χώρος Hilbert αν
είναι πλήρης ως προς την μετρική που ορίζει το εσωτερικό γινόμενο.



Χώροι Hilbert

Παραδείγματα (a) Ο χώρος 𝕂𝑛, εφοδιασμένος με το συνηθισμένο
εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι βέβαια χώρος Hilbert.



Χώροι Hilbert

Παραδείγματα (a) Ο χώρος 𝕂𝑛, εφοδιασμένος με το συνηθισμένο
εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι βέβαια χώρος Hilbert.
Eίναι επίσης πλήρης ως προς την νόρμα ‖⋅‖∞, αλλά δεν είναι χώρος
Hilbert ως προς αυτήν (γιατί δεν ικανοποιείται ο κανόνας του
παραλληλογράμμου), μολονότι οι δυο νόρμες είναι ισοδύναμες.



Χώροι Hilbert

Παραδείγματα (a) Ο χώρος 𝕂𝑛, εφοδιασμένος με το συνηθισμένο
εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι βέβαια χώρος Hilbert.
Eίναι επίσης πλήρης ως προς την νόρμα ‖⋅‖∞, αλλά δεν είναι χώρος
Hilbert ως προς αυτήν (γιατί δεν ικανοποιείται ο κανόνας του
παραλληλογράμμου), μολονότι οι δυο νόρμες είναι ισοδύναμες.

(b) Κάθε χώρος (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) με εσωτερικό γινόμενο και dim𝐸 <∞ είναι
χώρος Hilbert.

(c) Ο χώρος ℓ2, με το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο⟨𝑥,𝑦⟩ = ∞∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι χώρος Hilbert, και ο χώρος 𝑐𝑜𝑜 των
ακολουθιών με πεπερασμένο φορέα είναι πυκνός υπόχωρος του.



Χώροι Hilbert

Παραδείγματα (a) Ο χώρος 𝕂𝑛, εφοδιασμένος με το συνηθισμένο
εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι βέβαια χώρος Hilbert.
Eίναι επίσης πλήρης ως προς την νόρμα ‖⋅‖∞, αλλά δεν είναι χώρος
Hilbert ως προς αυτήν (γιατί δεν ικανοποιείται ο κανόνας του
παραλληλογράμμου), μολονότι οι δυο νόρμες είναι ισοδύναμες.

(b) Κάθε χώρος (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) με εσωτερικό γινόμενο και dim𝐸 <∞ είναι
χώρος Hilbert.

(c) Ο χώρος ℓ2, με το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο⟨𝑥,𝑦⟩ = ∞∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι χώρος Hilbert, και ο χώρος 𝑐𝑜𝑜 των
ακολουθιών με πεπερασμένο φορέα είναι πυκνός υπόχωρος του.
Eπομένως ο χώρος (𝑐𝑜𝑜, ‖⋅‖2) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο αλλά
όχι Hilbert, εφόσον δεν είναι πλήρης.





Χώροι Hilbert

Παραδείγματα (a) Ο χώρος 𝕂𝑛, εφοδιασμένος με το συνηθισμένο
εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥,𝑦⟩ = 𝑛∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι βέβαια χώρος Hilbert.
Eίναι επίσης πλήρης ως προς την νόρμα ‖⋅‖∞, αλλά δεν είναι χώρος
Hilbert ως προς αυτήν (γιατί δεν ικανοποιείται ο κανόνας του
παραλληλογράμμου), μολονότι οι δυο νόρμες είναι ισοδύναμες.

(b) Κάθε χώρος (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) με εσωτερικό γινόμενο και dim𝐸 <∞ είναι
χώρος Hilbert.

(c) Ο χώρος ℓ2, με το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο⟨𝑥,𝑦⟩ = ∞∑𝑘=1𝑥(𝑘)𝑦(𝑘), είναι χώρος Hilbert, και ο χώρος 𝑐𝑜𝑜 των
ακολουθιών με πεπερασμένο φορέα είναι πυκνός υπόχωρος του.
Eπομένως ο χώρος (𝑐𝑜𝑜, ‖⋅‖2) είναι χώρος με εσωτερικό γινόμενο αλλά
όχι Hilbert, εφόσον δεν είναι πλήρης.

(d) Ο χώρος 𝐶([𝑎,𝑏]) δεν είναι πλήρης ως προς την νόρμα ‖⋅‖2 που
ορίζει το εσωτερικό γινόμενο.







Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Πλησιέστερο διάνυσμα (II))

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐹 ≠ ∅ κυρτό και πλήρες
υποσύνολο του 𝐸. Aν 𝑥 ∈ 𝐸\𝐹 , τότε υπάρχει μοναδικό 𝑦𝑥 ∈ 𝐹
πλησιέστερο προς το 𝑥, δηλαδή τέτοιο ώστε‖𝑥−𝑦𝑥‖ = 𝑑(𝑥,𝐹) ∶= inf{‖𝑥−𝑧‖ ∶ 𝑧 ∈ 𝐹}.





Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Πλησιέστερο διάνυσμα (II))

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐹 ≠ ∅ κυρτό και πλήρες
υποσύνολο του 𝐸. Aν 𝑥 ∈ 𝐸\𝐹 , τότε υπάρχει μοναδικό 𝑦𝑥 ∈ 𝐹
πλησιέστερο προς το 𝑥, δηλαδή τέτοιο ώστε‖𝑥−𝑦𝑥‖ = 𝑑(𝑥,𝐹) ∶= inf{‖𝑥−𝑧‖ ∶ 𝑧 ∈ 𝐹}.
Ορισμός

Tο μοναδικό αυτό στοιχείο 𝑦𝑥 του 𝐹 ονομάζουμε (ορθή) προβολή του 𝑥
στον 𝐹 , και το συμβολίζουμε 𝑃𝐹(𝑥) ή 𝑃(𝐹)𝑥.



Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Πλησιέστερο διάνυσμα (II))

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐹 ≠ ∅ κυρτό και πλήρες
υποσύνολο του 𝐸. Aν 𝑥 ∈ 𝐸\𝐹 , τότε υπάρχει μοναδικό 𝑦𝑥 ∈ 𝐹
πλησιέστερο προς το 𝑥, δηλαδή τέτοιο ώστε‖𝑥−𝑦𝑥‖ = 𝑑(𝑥,𝐹) ∶= inf{‖𝑥−𝑧‖ ∶ 𝑧 ∈ 𝐹}.
Ορισμός

Tο μοναδικό αυτό στοιχείο 𝑦𝑥 του 𝐹 ονομάζουμε (ορθή) προβολή του 𝑥
στον 𝐹 , και το συμβολίζουμε 𝑃𝐹(𝑥) ή 𝑃(𝐹)𝑥.
Πρόταση (Κάθετο διάνυσμα)

Έστω 𝐸 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐹 πλήρης γραμμικός υπόχωρος
του 𝐸. Aν 𝑥 ∈ 𝐸\𝐹 , η (ορθή) προβολή 𝑃𝐹(𝑥) του 𝑥 στον 𝐹 είναι το
μοναδικό 𝑦 ∈ 𝐹 τέτοιο ώστε 𝑥−𝑦 ⟂ 𝐹 .





Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Ύπαρξη καθέτου διανύσματος)

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και𝑀 είναι γνήσιος κλειστός υπόχωρος του𝐻 τότε υπάρχει 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑧 ≠ 0 ώστε 𝑧 ⟂𝑀 .
Η πληρότητα δεν μπορεί να παραλειφθεί:



Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Ύπαρξη καθέτου διανύσματος)

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και𝑀 είναι γνήσιος κλειστός υπόχωρος του𝐻 τότε υπάρχει 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑧 ≠ 0 ώστε 𝑧 ⟂𝑀 .
Η πληρότητα δεν μπορεί να παραλειφθεί:



Χώροι Hilbert

Θεώρημα (Ύπαρξη καθέτου διανύσματος)

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και𝑀 είναι γνήσιος κλειστός υπόχωρος του𝐻 τότε υπάρχει 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑧 ≠ 0 ώστε 𝑧 ⟂𝑀 .
Η πληρότητα δεν μπορεί να παραλειφθεί:

Παράδειγμα

Στον (𝑐00, ⟨⋅, ⋅⟩) υπάρχει γνήσιος κλειστός υπόχωρος𝑀 , ώστε𝑀⟂ = {0}.
𝑀 ={𝑥=(𝑥(𝑛)) ∈ 𝑐00 ∶∑ 𝑥(𝑛)𝑛 = 0}.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Αν 𝐴 είναι μη κενό υποσύνολο του𝐻 , θέτω𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐴}.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Αν 𝐴 είναι μη κενό υποσύνολο του𝐻 , θέτω𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐴}.
Ο 𝐴⟂ είναι πάντα κλειστός γραμμικός υπόχωρος του 𝐻 .



Ορθογώνιες διασπάσεις

Αν 𝐴 είναι μη κενό υποσύνολο του𝐻 , θέτω𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐴}.
Ο 𝐴⟂ είναι πάντα κλειστός γραμμικός υπόχωρος του 𝐻 .
Θεώρημα (Ορθογώνια διάσπαση)

Aν𝑀 είναι κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 , τότε𝑀⊕𝑀⟂ =𝐻.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Αν 𝐴 είναι μη κενό υποσύνολο του𝐻 , θέτω𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐴}.
Ο 𝐴⟂ είναι πάντα κλειστός γραμμικός υπόχωρος του 𝐻 .
Θεώρημα (Ορθογώνια διάσπαση)

Aν𝑀 είναι κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 , τότε𝑀⊕𝑀⟂ =𝐻.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Αν 𝐴 είναι μη κενό υποσύνολο του𝐻 , θέτω𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐴}.
Ο 𝐴⟂ είναι πάντα κλειστός γραμμικός υπόχωρος του 𝐻 .
Θεώρημα (Ορθογώνια διάσπαση)

Aν𝑀 είναι κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 , τότε𝑀⊕𝑀⟂ =𝐻.
Δηλαδή∀𝑦 ∈ 𝐻 γράφεται μοναδικά 𝑦 = 𝑦𝑀 +𝑦⊥ όπου 𝑦𝑀 ∈𝑀, 𝑦⊥ ∈𝑀⊥.
Πυθαγόρειο: ‖𝑦‖2 = ‖𝑦𝑀‖2+‖𝑦⊥‖2 ∀𝑦 ∈ 𝐻 .



Ορθογώνιες διασπάσεις

Πόρισμα (Ορθή προβολή)

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . H απεικόνιση𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑦 → 𝑦𝑀
είναι γραμμική και συνεχής.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Πόρισμα (Ορθή προβολή)

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . H απεικόνιση𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑦 → 𝑦𝑀
είναι γραμμική και συνεχής.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Πόρισμα (Ορθή προβολή)

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . H απεικόνιση𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑦 → 𝑦𝑀
είναι γραμμική και συνεχής.

Ότι η 𝑃𝑀 είναι καλά ορισμένη και γραμμική έπεται (ως γνωστόν) από
τις σχέσεις𝑀+𝑀⟂ =𝐻 και𝑀∩𝑀⟂ = {0}.



Ορθογώνιες διασπάσεις

Πόρισμα (Ορθή προβολή)

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . H απεικόνιση𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑦 → 𝑦𝑀
είναι γραμμική και συνεχής.

Ότι η 𝑃𝑀 είναι καλά ορισμένη και γραμμική έπεται (ως γνωστόν) από
τις σχέσεις𝑀+𝑀⟂ =𝐻 και𝑀∩𝑀⟂ = {0}. Η συνέχεια της 𝑃𝑀
προκύπτει απ’ το Πυθαγόρειο Θεώρημα



Ορθογώνιες διασπάσεις

Πόρισμα (Ορθή προβολή)

Έστω𝑀 κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . H απεικόνιση𝑃𝑀 ∶ 𝐻 →𝐻 ∶ 𝑦 → 𝑦𝑀
είναι γραμμική και συνεχής.

Ότι η 𝑃𝑀 είναι καλά ορισμένη και γραμμική έπεται (ως γνωστόν) από
τις σχέσεις𝑀+𝑀⟂ =𝐻 και𝑀∩𝑀⟂ = {0}. Η συνέχεια της 𝑃𝑀
προκύπτει απ’ το Πυθαγόρειο Θεώρημα‖𝑦𝑀‖2 +‖𝑦⊥‖2 = ‖𝑦‖2

άρα ‖𝑃𝑀(𝑦)‖ = ‖𝑦𝑀‖ ≤ ‖𝑦‖
οπότε, αν 𝑦𝑛 → 𝑦 έχουμε‖𝑃𝑀(𝑦𝑛)−𝑃𝑀(𝑦)‖ = ‖𝑃𝑀(𝑦𝑛−𝑦)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−𝑦‖ → 0.



Ορθογώνιες διασπάσεις



Ορθογώνιες διασπάσεις

Παρατήρηση  Άσκηση Όταν𝐻 είναι χώρος Hilbert:𝐴⟂ = {0} ⇔ span(𝐴) πυκνός στον𝐻 .



Ορθογώνιες διασπάσεις

Παρατήρηση  Άσκηση Όταν𝐻 είναι χώρος Hilbert:𝐴⟂ = {0} ⇔ span(𝐴) πυκνός στον𝐻 .
Ισοδύναμα Ένας γραμμικός υπόχωρος 𝐸 ενός χώρου Hilbert𝐻 είναι
πυκνός (dense) στον𝐻 αν και μόνον αν το μόνο διάνυσμα του 𝐻 που
είναι κάθετο στον 𝐸 είναι το 0.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .
3 𝐴⊆ (𝐴⊥)⊥.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .
3 𝐴⊆ (𝐴⊥)⊥.
4 𝐴⊆𝐵⇒𝐵⊥ ⊆𝐴⊥.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .
3 𝐴⊆ (𝐴⊥)⊥.
4 𝐴⊆𝐵⇒𝐵⊥ ⊆𝐴⊥.
5 𝐴⊥ = 𝐴⊥⊥⊥.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .
3 𝐴⊆ (𝐴⊥)⊥.
4 𝐴⊆𝐵⇒𝐵⊥ ⊆𝐴⊥.
5 𝐴⊥ = 𝐴⊥⊥⊥.
6 Aν𝐻 Hilbert και 𝐸 κλειστός γραμμ. υπόχωρος, τότε 𝐸 =𝐸⊥⊥.



Άσκηση

Έστω𝐻 χώρος με εσωτερικό γινόμενο, 𝐴⊆𝐻 μη κενό.

1 𝐴⊥ κλειστός υπόχωρος του 𝐻 και 𝐴∩𝐴⊥ ⊆ {0}.
2 Aν𝐻 Hilbert: 𝐴⊥ = {0} ⟺ span𝐴=𝐻 .
3 𝐴⊆ (𝐴⊥)⊥.
4 𝐴⊆𝐵⇒𝐵⊥ ⊆𝐴⊥.
5 𝐴⊥ = 𝐴⊥⊥⊥.
6 Aν𝐻 Hilbert και 𝐸 κλειστός γραμμ. υπόχωρος, τότε 𝐸 =𝐸⊥⊥.
7 Aν𝐻 Hilbert και 𝐸,𝐹 κλειστοί γραμμ. υπόχωροι με 𝐸 ⟂ 𝐹 , τότε𝐸+𝐹 κλειστός.



Χώροι Hilbert

Τρία πράγματα:

(1) Ύπαρξη πλησιέστερου διανύσματος, άρα και κάθετου διανύσματος.

(2) Συνεχείς γραμμικές μορφές είναι τα εσωτερικά γινόμενα.

(3) Ύπαρξη ορθοκανονικής βάσης {𝑥𝛾 ∶ 𝛾 ∈ Γ}.
(Άρα ισομορφισμός με ℓ2(Γ))
Συμβολισμός: ℓ2(𝑛) = (ℂ𝑛,‖⋅‖2).


