
Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Ορισμός

Mια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 μεταξύ δύο γραμμικών χώρων𝐸,𝐹 λέγεται τάξης 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ) αν ο υπόχωρος 𝑇 (𝐸) = im𝑇 έχει
διάσταση 𝑛. Γράφουμε rank(𝑇 ) = 𝑛. Aν οι 𝐸,𝐹 είναι χώροι με νόρμα,
συμβολίζουμε με ℱ(𝐸,𝐹) το σύνολο των φραγμένων γραμμικών
απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 που έχουν πεπερασμένη τάξη (finite rank),
δηλαδή ℱ(𝐸,𝐹) = {𝑇 ∈ ℬ(𝐸,𝐹) ∶ rank(𝑇 ) < +∞}.
Eιδικότερα, γράφουμε ℱ(𝐸) =ℱ(𝐸,𝐸).



Τελεστές Πεπερασμένης Τάξης

Αν 𝐻,𝐾 είναι χώροι Hilbert, 𝑣 ∈ 𝐾 και 𝑢 ∈ 𝐻 ορίζουμε τον τελεστή𝑣𝑢∗ ∶ 𝐻 →𝐾
από τον τύπο 𝑣𝑢∗(𝑥) = ⟨𝑥,𝑢⟩𝑣 (𝑥 ∈ 𝐻).

Συνήθεις συμβολισμοί:𝑣𝑢∗ = Θ𝑢,𝑣 = 𝑣⊗𝑢∗ = |𝑣⟩⟨𝑢|
Ο τελεστής 𝑣𝑢∗ είναι φραγμένος, και ‖𝑣𝑢∗‖ = ‖𝑣‖ ⋅ ‖𝑢‖.
Kάθε 𝑇 ∈ℱ(𝐻,𝐾) πρώτης τάξης (rank(𝑇 ) = 1) είναι αυτής της
μορφής (με 𝑢,𝑣 μη μηδενικά).

Κάθε 𝐴 ∈ℱ(𝐻,𝐾) γράφεται 𝐴= 𝑛∑𝑘=1𝑠𝑘𝑓𝑘𝑒∗𝑘 όπου {𝑒𝑘} είναι

ορθοκανονική βάση του (ker𝐴)⟂ = (ker𝐴∗𝐴)⟂ ώστε(𝐴∗𝐴)𝑒𝑘 = 𝑠2𝑘𝑒𝑘 και {𝑓𝑘 ∶= 𝐴𝑒𝑘𝑠𝑘 } ορθοκανονική βάση του im𝐴.
Ισχύει 𝐴∗ = 𝑛∑𝑘=1𝑠𝑘𝑒𝑘𝑓∗𝑘.
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Κάθε 𝑇 ∈ℱ(𝐻,𝐾) «ζει» μεταξύ χώρων πεπερασμένης διάστασης (των(ker𝑇 )⊥ = im𝑇 ∗ και 𝑇 (𝐸) = im𝑇 ):
Ως προς τις διασπάσεις 𝐻 = (ker𝑇 )⊥⊕ker𝑇 και𝐾 = im𝑇 ⊕(im𝑇 )⊥ o 𝑇 γράφεται𝑇 = [𝑇11 00 0]
Τοπολογική ιδιότητα: Αν 𝐴 ∈ℱ(𝐻,𝐾), τότε το 𝐴(𝐵𝐻) είναι
(σχετικά) συμπαγές στον 𝐾.





Συμπαγείς Τελεστές 𝒦(𝐸,𝐹)
Ορισμός

Έστω 𝐸,𝐹 χώροι Banach. Mια γραμμική απεικόνιση𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 λέγεται συμπαγής (compact) αν απεικονίζει την κλειστή
μοναδιαία μπάλα 𝐵̂𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} του 𝐸 σε ένα ‖ ⋅ ‖­σχετικά

συμπαγές υποσύνολο του 𝐹 (αν δηλαδή το 𝑇 (𝐵̂𝐸) είναι συμπαγές
υποσύνολο του 𝐹 ). Γράφουμε 𝑇 ∈𝒦(𝐸,𝐹).
Kάθε συμπαγής τελεστής είναι φραγμένος, γιατί αν το σύνολο 𝑇 (𝐵̂𝐸)
είναι συμπαγές, είναι βέβαια φραγμένο.
Οι φραγμένοι τελεστές πεπερασμένης τάξης είναι συμπαγείς.

Παράδειγμα

Αν 𝑎 = (𝑎𝑛) ∈ 𝑐0, ο τελεστής 𝐷𝑎 = diag(𝑎𝑛) ∈ ℬ(ℓ2) είναι συμπαγής.







Συμπαγείς Τελεστές

Παρατήρηση. Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή (είναι γραμμ.
χώρος, αλλά) δεν είναι πάντα κλειστό
(πρδγ: Άσκηση! )

Το σύνολο τιμών ενός φραγμένου τελεστή πεπερασμένης τάξης είναι
κλειστό (γιατί;).

Παρατήρηση. ℱ(𝐸,𝐹) ⊆𝒦(𝐸,𝐹) ⊆ ℬ(𝐸,𝐹).
αν οι 𝐸 και 𝐹 είναι απειροδιάστατοι, δεν ισχύουν οι ισότητες.

Παραδείγματα Ο ταυτοτικός τελεστής ή η προβολή σε έναν χώρο
άπειρης διάστασης δεν είναι συμπαγής.

O𝐷𝑎 ∈ ℬ(ℓ2) όπου 𝑎𝑛 = 1𝑛 είναι συμπαγής αλλά έχει άπειρη τάξη.




