
Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Θεώρημα

Aν𝐻 είναι χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ℬ(𝐻), τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ορθοκανονική ακολουθία {𝑥𝑛} του𝐻 , ισχύει⟨𝑇𝑥𝑛,𝑥𝑛⟩ → 0.
(iii) Υπάρχει μια ακολουθία {𝐹𝑛} από φραγμένους τελεστές
πεπερασμένης τάξης ώστε ‖𝑇 −𝐹𝑛‖→ 0.
Πόρισμα (Άσκηση)

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert και 𝐴 ∈ℬ(𝐻,𝐾). Ο 𝐴 είναι συμπαγής αν
και μόνον αν για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝐵 ∈ℱ(𝐻,𝐾) και 𝐶 ∈ ℬ(𝐻,𝐾)
ώστε ‖𝐶‖ < 𝜖 και 𝐴=𝐵+𝐶 . Λέμε ότι «ο 𝐴 είναι μικρή διαταραχή
ενός τελεστή πεπερασμένης τάξης».

Παρατήρηση Δεν ισχύει σε όλους τους χώρους Banach
(Per Enflo, Acta Math., 130 (1973).



Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Τελεστών

Ο P. Enflo παραλαμβάνει το βραβείο από τον S. Mazur.
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Πρόταση

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert. Αν η γραμμική απεικόνιση 𝐴 ∶ 𝐻 →𝐾 είναι
συμπαγής, τότε οι υπόχωροι im𝐴 και (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμοι.
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Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert. Αν η γραμμική απεικόνιση 𝐴 ∶ 𝐻 →𝐾 είναι
συμπαγής, τότε οι υπόχωροι im𝐴 και (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμοι.
Πρόταση

Έστω𝐻,𝐾 χώροι Hilbert και 𝑇 ∈ ℬ(𝐻,𝐾). Ο 𝑇 είναι συμπαγής αν
και μόνον αν για κάθε ορθοκανονική ακολουθία (𝑥𝑛) του𝐻 , η
ακολουθία (𝑇𝑥𝑛) συγκλίνει ως προς την ‖ ⋅ ‖𝐾 .
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Ορισμός

Μια ακολουθία (𝑢𝑛) σε έναν χώρο Hilbert 𝐻 συγκλίνει ασθενώς σε ένα𝑢 ∈ 𝐻 αν για κάθε 𝑣 ∈ 𝐻 ισχύει lim𝑛 ⟨𝑢𝑛,𝑣⟩ = ⟨𝑢𝑛,𝑣⟩.
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Aν𝐻,𝐾 είναι χώροι Hilbert και 𝑇 ∈ ℬ(𝐻,𝐾), τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:
(i) Ο 𝑇 είναι συμπαγής.
(ii) Για κάθε ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία (𝑢𝑛) του𝐻 , η ακολουθία(𝑇𝑢𝑛) είναι ‖ ⋅ ‖𝐾­συγκλίνουσα.
(iii) Για κάθε ασθενώς μηδενική ακολουθία (𝑣𝑛) του𝐻 ισχύει ότι‖𝑇𝑢𝑛‖𝐾 → 0.







Συμπαγείς Τελεστές

Πρόταση

Aν𝐻,𝐾 είναι χώροι Hilbert και 𝑇 ∈ ℬ(𝐻,𝐾) τότε𝑇 ∈𝒦(𝐻,𝐾) ⟺ 𝑇∗𝑇 ∈𝒦(𝐻) ⟺ 𝑇∗ ∈𝒦(𝐾,𝐻).
Παράδειγμα: Κάθε ολοκληρωτικός τελεστής είναι συμπαγής.

Απόδειξη. Αν (𝐴𝑘𝑓)(𝑥) = ∫𝑏𝑎 𝑘(𝑥,𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 προσεγγίζουμε την 𝑘 από
γραμμ. συνδυασμούς χαρακτηριστικών συναρτήσεων ορθογωνίων, οι
οποίες ορίζουν ολοκληρωτικούς τελεστές πεπερασμένης τάξης.
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Θεώρημα

Aν𝐾 είναι συμπαγής τελεστής σε έναν χώρο Hilbert 6 𝐻 και𝜆 ∈ ℂ, 𝜆 ≠ 0 ,
ή η εξίσωση 𝜆𝑥−𝐾𝑥 = 𝑦 (3)

έχει μοναδική λύση 𝑥 ∈ 𝐻 για κάθε 𝑦 ∈ 𝐻 ,
ή αλλιώς η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση𝜆𝑥−𝐾𝑥 = 0
έχει γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις, μάλιστα πεπερασμένου πλήθους.

Το Θεώρημα έπεται από τα επόμενα δύο Λήμματα.

6Το Θεώρημα αληθεύει και σε χώρους Banach.
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Λήμμα

Aν 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) και ‖𝑇 ‖ < 1, ο 𝐼 −𝑇 είναι αντιστρέψιμος και ο
αντίστροφός του είναι το ‖ ⋅ ‖­όριο της σειράς(𝐼 −𝑇 )−1 = ∞∑𝑛=0𝑇𝑛.
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Λήμμα

Aν 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) και ‖𝑇 ‖ < 1, ο 𝐼 −𝑇 είναι αντιστρέψιμος και ο
αντίστροφός του είναι το ‖ ⋅ ‖­όριο της σειράς(𝐼 −𝑇 )−1 = ∞∑𝑛=0𝑇𝑛.
Λήμμα

Έστω𝐾 ∈ℬ(𝐻) συμπαγής τελεστής. Ο τελεστής 𝐼 −𝐾 έχει φραγμένο
αντίστροφο αν και μόνον αν είναι 1­1.
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Δείτε σχετικά και την εξαιρετικά ενδιαφέρουσα συζήτηση για το θέμα
στο blog του Terence Tao
a-proof-of-the-fredholm-alternative


