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Το Φασματικό Θεώρημα

Υπενθύμιση:
Λήμμα
Έστω 𝐴 ∈ℬ(𝐻) φυσιολογικός τελεστής. Αν 𝑥 ∈ 𝐻 είναι
ιδιοδιάνυσμα του 𝐴 με ιδιοτιμή 𝜆, τότε 𝐴∗𝑥 = �̄�𝑥.
Έπεται ότι οι ιδιόχωροι ενός φυσιολογικού τελεστή (αν υπάρχουν)
τον ανάγουν, και είναι κάθετοι μεταξύ τους.

Θεώρημα Αν𝐻 είναι χώρος Hilbert, κάθε συμπαγής φυσιολογικός
τελεστής 𝐴 ∈ℬ(𝐻) διαγωνοποιείται στον υπόχωρο (ker𝐴)⊥.
Υπάρχουν δηλαδή 𝑎(𝑛) ∈ ℂ και ορθοκανονική βάση {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
του (ker𝐴)⊥ ώστε 𝐴𝑥𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑥𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
(Υπενθύμιση. O (ker𝐴)⊥ είναι διαχωρίσιμος, αφού ο 𝐴 είναι
συμπαγής.)
Ισοδύναμα, αν 𝑈 ∶ (ker𝐴)⊥ → ℓ2 είναι ο unitary τελεστής που
ικανοποιεί 𝑈(𝑥𝑛) = 𝑒𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, τότε 𝑈𝐴𝑈−1 = 𝐷𝑎
(όπου𝐷𝑎 = diag(𝑎(𝑛)) ο διαγώνιος τελεστής).
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Θεώρημα (Φασματικό θεώρημα για φυσιολογικούς συμπαγείς
τελεστές - δεύτερη μορφή.)
Αν 𝐴 είναι συμπαγής τελεστής σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 , τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Οι ιδιόχωροι𝑀𝜆 είναι κάθετοι ανά δύο, έχουν αριθμήσιμο
πλήθος και παράγουν τον𝐻 .
( ii) Οι αντίστοιχες προβολές 𝑃𝜆 είναι κάθετες ανά δύο, έχουν
αριθμήσιμο πλήθος και για κάθε αρίθμηση {𝜆𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} του 𝜎𝑝(𝐴),
αν 𝑃𝑛 = 𝑃𝜆𝑛 ισχύει∞∑𝑛=1𝑃𝑛𝑥 = 𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 και 𝐴= ∞∑𝑛=1𝜆𝑛𝑃𝑛
όπου η δεύτερη σειρά συγκλίνει ως προς την νόρμα του ℬ(𝐻).
(iii) Ο 𝐴 είναι φυσιολογικός.
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Θεώρημα (Φασματικό θεώρημα: Tρίτη μορφή)
Ένας τελεστής 𝐴 σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 είναι φυσιολογικός και
συμπαγής αν και μόνον αν υπάρχει μια (πεπερασμένη ή άπειρη)
ορθοκανονική ακολουθία (𝑥𝑛) ιδιοδιανυσμάτων του 𝐴, με
αντίστοιχες ιδιοτιμές (𝑎(𝑛)) ώστε

lim𝑁→∞∥𝐴− 𝑁∑𝑛=1𝑎(𝑛)𝑃 [𝑥𝑛]∥ = 0 (⋆)

(όπου 𝑃 [𝑥𝑛] η προβολή στον (μονοδιάστατο) υπόχωρο που
παράγει το 𝑥𝑛). Τότε η ακολουθία (𝑎(𝑛)), αν είναι άπειρη, είναι
μηδενική.
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Πόρισμα
Έστω 𝐴 συμπαγής φυσιολογικός τελεστής σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 .
Τότε (𝑖) ‖𝐴‖ =max{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝐴)}(𝑖𝑖) ‖𝐴‖ =max{|⟨𝐴𝑥,𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻,‖𝑥‖ = 1}













Γενική μορφή συμπαγούς τελεστή σε χώρο Hilbert

Αν δοθούν ορθοκανονικές ακολουθίες {𝑥𝑛} στον 𝐾 και {𝑦𝑛} στον 𝐻
και φραγμένη ακολουθία θετικών αριθμών {𝜆(𝑛)} ορίζεται
φραγμένος τελεστής 𝐴 ∶ 𝐻 →𝐾 με𝐴(𝑥) = ∞∑𝑖=1 𝜆(𝑖)(𝑥𝑖𝑦∗𝑖 )(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 .
Θεώρημα
Aν 𝐴 ∶ 𝐻 →𝐾 είναι συμπαγής τελεστής μεταξύ χώρων Hilbert𝐻
και𝐾, υπάρχουν ορθοκανονικές ακολουθίες {𝑥𝑛} στον𝐾 και {𝑦𝑛}
στον𝐻 και (πεπερασμένη ή μηδενική) ακολουθία θετικών αριθμών{𝜆(𝑛)} ώστε 𝐴= ∞∑𝑖=1 𝜆(𝑖)𝑥𝑖𝑦∗𝑖
όπου η σειρά συγκλίνει ως προς τη νόρμα του ℬ(𝐻,𝐾).
Το Θεώρημα αυτό είναι συνέπεια του Φασματικού Θεωρήματος και
της πολικής αναπαράστασης τελεστή.












