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Γραμμικοί τελεστές και πίνακες

Ορισμός

Αν 𝐸,𝐹 είναι γραμμικοί χώροι, ονομάζουμε ℒ(𝐸,𝐹) το σύνολο όλων
των γραμμικών απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹. Όταν 𝐸 = 𝐹 , γράφουμεℒ(𝐸) αντί για ℒ(𝐸,𝐸).

𝑥+𝜆𝑦 ∈ 𝐸 𝑇 𝑇(𝑥)+𝜆𝑇 (𝑦) ∈ 𝐹



Πίνακες και Τελεστές• Kάθε 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική γραμμική απεικόνιση𝑇𝐴 ∶ 𝕂𝑚 → 𝕂𝑛 μέσω πολλαπλασιασμού πινάκων, ως εξής[𝑎𝑖𝑗]⎡⎢⎣𝜉1⋮𝜉𝑚⎤⎥⎦ = ⎡⎢⎣∑𝑚𝑗=1 𝑎1𝑗𝜉𝑗⋮∑𝑚𝑗=1 𝑎𝑛𝑗𝜉𝑗⎤⎥⎦.



Πίνακες και Τελεστές• Kάθε 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂) ορίζει μια μοναδική γραμμική απεικόνιση𝑇𝐴 ∶ 𝕂𝑚 → 𝕂𝑛 μέσω πολλαπλασιασμού πινάκων, ως εξής[𝑎𝑖𝑗]⎡⎢⎣𝜉1⋮𝜉𝑚⎤⎥⎦ = ⎡⎢⎣∑𝑚𝑗=1 𝑎1𝑗𝜉𝑗⋮∑𝑚𝑗=1 𝑎𝑛𝑗𝜉𝑗⎤⎥⎦.• Aν (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐹 ,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, κάθε επιλογή ορθοκανονικών βάσεων{𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛} του 𝐹 ορίζει ισομορφισμούς𝑉 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑚, 𝑊 ∶ 𝐹 → 𝕂𝑛, οπότε ο πίνακας 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚(𝕂)
ορίζει μια γραμμική απεικόνιση̃𝑇𝐴 ∶ 𝐸 𝑉→ 𝕂𝑚 𝑇𝐴→ 𝕂𝑛 𝑊−1→ 𝐹 .
Παρατηρούμε ότι𝑎𝑖𝑘 = ⟨ ̃𝑇𝐴𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ , 𝑖 = 1,…𝑛, 𝑘 = 1,…𝑚.





Πίνακες και Τελεστές• Αντίστροφα, κάθε γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 ορίζει έναν𝑛×𝑚 πίνακα 𝐴𝑇 = [𝑎𝑖𝑘] από την σχέση 𝑎𝑖𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩.
Ο γραμμικός χώρος ℒ(𝐸,𝐹)
Με γραμμ. πράξεις κατά σημείο, δηλ.(𝑇 +𝜆𝑆)(𝑥) = 𝑇(𝑥)+𝜆𝑆(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸)
το σύνολο ℒ(𝐸,𝐹) γίνεται γραμμικός χώρος.

𝑥 ∈ 𝐸 𝑇 +𝜆𝑆 𝑇(𝑥)+𝜆𝑆(𝑥) ∈ 𝐹
Η απεικόνιση 𝑀𝑛𝑚(𝕂) → ℒ(𝐸,𝐹) ∶ 𝐴 ↦ 𝑇𝐴 είναι 11, επί, γραμμική.



Πίνακες και Τελεστές

Πρόταση

Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛}
του 𝐹 , η απεικόνιση 𝑇 → ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ είναι γραμμικός ισομορφισμός από
τον χώρο ℒ(𝐸,𝐹) επί του γραμ. χώρου 𝑀𝑛𝑚(𝕂).



Πίνακες και Τελεστές

Πρόταση

Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛}
του 𝐹 , η απεικόνιση 𝑇 → ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ είναι γραμμικός ισομορφισμός από
τον χώρο ℒ(𝐸,𝐹) επί του γραμ. χώρου 𝑀𝑛𝑚(𝕂).



Πίνακες και Τελεστές

Πρόταση

Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛}
του 𝐹 , η απεικόνιση 𝑇 → ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ είναι γραμμικός ισομορφισμός από
τον χώρο ℒ(𝐸,𝐹) επί του γραμ. χώρου 𝑀𝑛𝑚(𝕂).
Όταν 𝑛 = 𝑚, απεικονίζει τη σύνθεση τελεστών στο γινόμενο πινάκων (ή
γενικότερα όταν ορίζεται η σύνθεση).



Πίνακες και Τελεστές

Πρόταση

Αν επιλέξω ορθοκανονικές βάσεις {𝑒1,…,𝑒𝑚} του 𝐸 και {𝑓1,…,𝑓𝑛}
του 𝐹 , η απεικόνιση 𝑇 → ⟨𝑇𝑒𝑘,𝑓𝑖⟩ είναι γραμμικός ισομορφισμός από
τον χώρο ℒ(𝐸,𝐹) επί του γραμ. χώρου 𝑀𝑛𝑚(𝕂).
Όταν 𝑛 = 𝑚, απεικονίζει τη σύνθεση τελεστών στο γινόμενο πινάκων (ή
γενικότερα όταν ορίζεται η σύνθεση).

Σύνθεση ❀ γινόμενο πινάκων: Αν επίσης ένας 𝐺 έχει ορθοκανονική

βάση {𝑔1,…,𝑔𝑘}, και 𝐸 𝑇→ 𝐹 𝑆→ 𝐺 είναι γραμμικές με𝑇 ❀ [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑚 και 𝑆 ❀ [𝑏𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑚𝑘 τότε𝑆𝑇 ∶= 𝑆 ∘𝑇 ❀ [𝑐𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑛𝑘 όπου 𝑐𝑖𝑗 = ∑𝑟𝑎𝑖𝑟𝑏𝑟𝑗.



Πίνακες και Τελεστές

Aν 𝐴 ∈ 𝑀𝑛𝑚, ορίζουμε 𝐴𝑡 ∈ 𝑀𝑚𝑛 τον 𝐴𝑡 = [𝑏𝑖𝑗] όπου 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.
Θέτουμε 𝐴∗ = [𝑎𝑗𝑖]. Τότε ⟨𝑇𝐴∗𝑦,𝑥⟩ = ⟨𝑦,𝑇𝐴𝑥⟩ για κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 ,𝑥 ∈ 𝐸.



Πίνακες και Τελεστές

Aν 𝐴 ∈ 𝑀𝑛𝑚, ορίζουμε 𝐴𝑡 ∈ 𝑀𝑚𝑛 τον 𝐴𝑡 = [𝑏𝑖𝑗] όπου 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.
Θέτουμε 𝐴∗ = [𝑎𝑗𝑖]. Τότε ⟨𝑇𝐴∗𝑦,𝑥⟩ = ⟨𝑦,𝑇𝐴𝑥⟩ για κάθε 𝑦 ∈ 𝐹 ,𝑥 ∈ 𝐸.
Συνεπώς:

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.



Πίνακες και Τελεστές

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.



Πίνακες και Τελεστές

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.



Πίνακες και Τελεστές

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.
Ιδέα της απόδειξης: Επιλέγουμε ορθοκανονικές βάσεις και θεωρούμε
τον πίνακα 𝐴 ∶= 𝐴𝑇 . Αν 𝐵 είναι ο πίνακας 𝐵 = 𝐴∗, ο τελεστής𝑇 ∗ ∶= ̃𝑇𝐵 ικανοποιεί την σχέση ⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩ = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩ για κάθε𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.



Πίνακες και Τελεστές

Παρατήρηση

Aν (𝐻1,⟨⋅, ⋅⟩), (𝐻2,⟨⋅, ⋅⟩) είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο
πεπερασμένης διάστασης, και 𝑇 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 ένας τελεστής, τότε υπάρχει
ένας μοναδικός τελεστής 𝑇 ∗ ∶ 𝐻2 → 𝐻1 που ικανοποιεί τη σχέση⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩𝐻1 = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩𝐻2 για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.
Ιδέα της απόδειξης: Επιλέγουμε ορθοκανονικές βάσεις και θεωρούμε
τον πίνακα 𝐴 ∶= 𝐴𝑇 . Αν 𝐵 είναι ο πίνακας 𝐵 = 𝐴∗, ο τελεστής𝑇 ∗ ∶= ̃𝑇𝐵 ικανοποιεί την σχέση ⟨𝑇 ∗𝑥2,𝑥1⟩ = ⟨𝑥2,𝑇𝑥1⟩ για κάθε𝑥1 ∈ 𝐻1, 𝑥2 ∈ 𝐻2.
Ιδιότητες: Αν 𝑇 ,𝑆 ∈ ℒ(𝐻1,𝐻2),𝑅 ∈ ℒ(𝐻2,𝐻3) και 𝜆 ∈ ℂ, έχουμε(𝑇 +𝜆𝑆)∗ = 𝑇 ∗+ �̄�𝑆∗, (𝑇𝑅)∗ = 𝑅∗𝑇 ∗, 𝑇 ∗∗ = 𝑇 .



Τελεστές πρώτης τάξης

Αν 𝐸,𝐹 είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και 𝑢 ∈ 𝐸,𝑣 ∈ 𝐹 ορίζουμε
γραμμική απεικόνισηΘ𝑢,𝑣 ∶ 𝐸 → 𝐹 ∶ 𝑥 → ⟨𝑥,𝑢⟩𝑣
Συνήθεις συμβολισμοί:Θ𝑢,𝑣 = 𝑣𝑢∗ = 𝑣⊗𝑢∗ = |𝑣⟩⟨𝑢|



Τελεστές πρώτης τάξης

Αν 𝐸,𝐹 είναι χώροι με εσωτερικό γινόμενο και 𝑢 ∈ 𝐸,𝑣 ∈ 𝐹 ορίζουμε
γραμμική απεικόνισηΘ𝑢,𝑣 ∶ 𝐸 → 𝐹 ∶ 𝑥 → ⟨𝑥,𝑢⟩𝑣
Συνήθεις συμβολισμοί:Θ𝑢,𝑣 = 𝑣𝑢∗ = 𝑣⊗𝑢∗ = |𝑣⟩⟨𝑢|
Άσκηση• Ο συζυγής: (𝑣𝑢∗)∗ = 𝑢𝑣∗• Βρείτε τη σύνθεση (𝑣𝑢∗) ∘ (𝑤𝑧∗). Πότε είναι =0;• Όταν οι 𝐸,𝐹 είναι χώροι πεπερασμένης διάστασης, κάθε𝑇 ∈ ℒ(𝐸,𝐹) γράφεται 𝑇 = ∑𝑁𝑘=1 𝑠𝑘𝑣𝑘𝑢∗𝑘 όπου𝑠𝑘 ∈ 𝕂, 𝑢𝑘 ∈ 𝐸,𝑣𝑘 ∈ 𝐹 .• Μπορώ τότε να επιλέξω την οικογένεια {𝑢1,…,𝑢𝑁} ορθοκανονική
βάση στον 𝐸, ή την {𝑣1,…,𝑣𝑁} ορθοκανονική βάση στον 𝐹 .• Μπορώ να επιλέξω και τις δύο οικογένειες ορθοκανονικές βάσεις;



Φραγμένοι τελεστές

Έστω (𝐸,‖ ⋅ ‖𝐸) και (𝐹 ,‖ ⋅ ‖𝐹 ) χώροι με νόρμα.

Παρατήρηση. Καμμιά γραμμική συνάρτηση (εκτός απ’ την 0) δεν είναι
φραγμένη με τη συνήθη έννοια σε όλον το χώρο.



Φραγμένοι τελεστές

Έστω (𝐸,‖ ⋅ ‖𝐸) και (𝐹 ,‖ ⋅ ‖𝐹 ) χώροι με νόρμα.

Παρατήρηση. Καμμιά γραμμική συνάρτηση (εκτός απ’ την 0) δεν είναι
φραγμένη με τη συνήθη έννοια σε όλον το χώρο.

Ορισμός

Mία γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ (𝐸,‖⋅‖𝐸) → (𝐹 ,‖⋅‖𝐹 ) λέγεται φραγμένη
ή φραγμένος τελεστής (bounded operator) αν‖𝑇 ‖ ∶= sup{‖𝑇𝑥‖𝐹 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸,‖𝑥‖𝐸 ≤ 1} < +∞.ℬ(𝐸,𝐹): ο χώρος των φραγμένων τελεστών.

... ισοδύναμα, αν υπάρχει 𝑀 ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸 να ισχύει‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐸.



Φραγμένοι τελεστές

Έστω (𝐸,‖ ⋅ ‖𝐸) και (𝐹 ,‖ ⋅ ‖𝐹 ) χώροι με νόρμα.

Παρατήρηση. Καμμιά γραμμική συνάρτηση (εκτός απ’ την 0) δεν είναι
φραγμένη με τη συνήθη έννοια σε όλον το χώρο.

Ορισμός

Mία γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ (𝐸,‖⋅‖𝐸) → (𝐹 ,‖⋅‖𝐹 ) λέγεται φραγμένη
ή φραγμένος τελεστής (bounded operator) αν‖𝑇 ‖ ∶= sup{‖𝑇𝑥‖𝐹 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸,‖𝑥‖𝐸 ≤ 1} < +∞.ℬ(𝐸,𝐹): ο χώρος των φραγμένων τελεστών.

... ισοδύναμα, αν υπάρχει 𝑀 ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸 να ισχύει‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐸.



Φραγμένοι τελεστές

Έστω (𝐸,‖ ⋅ ‖𝐸) και (𝐹 ,‖ ⋅ ‖𝐹 ) χώροι με νόρμα.

Παρατήρηση. Καμμιά γραμμική συνάρτηση (εκτός απ’ την 0) δεν είναι
φραγμένη με τη συνήθη έννοια σε όλον το χώρο.

Ορισμός

Mία γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ (𝐸,‖⋅‖𝐸) → (𝐹 ,‖⋅‖𝐹 ) λέγεται φραγμένη
ή φραγμένος τελεστής (bounded operator) αν‖𝑇 ‖ ∶= sup{‖𝑇𝑥‖𝐹 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸,‖𝑥‖𝐸 ≤ 1} < +∞.ℬ(𝐸,𝐹): ο χώρος των φραγμένων τελεστών.

... ισοδύναμα, αν υπάρχει 𝑀 ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸 να ισχύει‖𝑇𝑥‖𝐹 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐸.‖𝑇𝑥−𝑇𝑥′‖𝐹 γρ.= ‖𝑇 (𝑥−𝑥′)‖𝐹 φρ.≤ ‖𝑇 ‖‖𝑥−𝑥′‖𝐸
Αν 𝑇 γραμμική,
φραγμένη ⟺ συνεχής ⟺ ομοιόμορφα συνεχής.





Φραγμένοι τελεστές

Η επόμενη Πρόταση είναι βασικό εργαλείο:

Πρόταση

Έστω (𝐸,‖.‖𝐸) χώρος με νόρμα, (𝐹 ,‖.‖𝐹 ) χώρος Banach,𝐷 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος και 𝑇 ∶ 𝐷 → 𝐹
γραμμική απεικόνιση.



Φραγμένοι τελεστές

Η επόμενη Πρόταση είναι βασικό εργαλείο:

Πρόταση

Έστω (𝐸,‖.‖𝐸) χώρος με νόρμα, (𝐹 ,‖.‖𝐹 ) χώρος Banach,𝐷 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος και 𝑇 ∶ 𝐷 → 𝐹
γραμμική απεικόνιση.



Φραγμένοι τελεστές

Η επόμενη Πρόταση είναι βασικό εργαλείο:

Πρόταση

Έστω (𝐸,‖.‖𝐸) χώρος με νόρμα, (𝐹 ,‖.‖𝐹 ) χώρος Banach,𝐷 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος και 𝑇 ∶ 𝐷 → 𝐹
γραμμική απεικόνιση.
Αν η 𝑇 είναι συνεχής, τότε (και μόνο τότε) δέχεται συνεχή επέκταση̃𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 δηλ. ̃𝑇 |𝐷 = 𝑇 .



Φραγμένοι τελεστές

Η επόμενη Πρόταση είναι βασικό εργαλείο:

Πρόταση

Έστω (𝐸,‖.‖𝐸) χώρος με νόρμα, (𝐹 ,‖.‖𝐹 ) χώρος Banach,𝐷 ⊆ 𝐸 πυκνός υπόχωρος και 𝑇 ∶ 𝐷 → 𝐹
γραμμική απεικόνιση.
Αν η 𝑇 είναι συνεχής, τότε (και μόνο τότε) δέχεται συνεχή επέκταση̃𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 δηλ. ̃𝑇 |𝐷 = 𝑇 .
H επέκταση ̃𝑇 είναι μοναδική (αν υπάρχει) και ‖ ̃𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖.
Απόδειξη στο αρχείο extend21.pdf
















