INoapuixol Teheotég (712)
Aoxnoeig

Yta oxdrovda, H etvon évac yopoc Hilbert.

1.

10.

(o) Av a € 0 xou Dy(en) = a(n)e, yw xdde n € N, va Beedel o gdopa o(D,) tou
teheoth D, € B(¢?).
(B) Av A € B(H,) xou B € B(Hy), va Beevel 1o pdopa o(X) tou teheoti X = AG B €
A
0

B(H, & H) (dnhadh X = [ 3]) ouvapthoet twv gooudtov o(A) xu o(B).

() 'Eotw T € B(H). Av V eivau pepuixt| woopetpio xau TV = VT, 8ei&te 61 0 ywpog
V(H) eivaw xhetotoc xan T-avolhoiwtoc.

(B) Av P npoPolf otov undyweo M tou H xou T oopetpla, 6eite 6Tl 0 tehectic
TPT* etvon 1) tpoPohny otov undyweo T'(M).

. 'Eotw E = C([0,1]) 0 urdywpoc tou yoeou Hilbert L2([0, 1]). EZetdote av 1) amexdvion

E — C: f— f(0) enexteiveton oe cuveyn ypopuxt amedvion L2([0,1]) — C.

. '‘Botw H ydpoc Hilbert xau ¢ : H x H — C sesquilinear popgn tétow dote [¢p(z,y)| <

1 vy xdde x,y € H vopuac 1. Anodellte mhfpwg 6Tl UTdpyEl Lovadixdg PporyUEvog
teheothic A H — H pe ||A|| < 1 dote ¢(z,y) = (Az,y) yo xdde z,y € H. Ilod
emhéov UV Yot TNV @ looduvopel pe o va eivar o A awtoouluyrc (selfadjoint);

Av {ai; @ 4,5 € N} e pryodixol apripol pe 37, - fai;? < oo, deilte 6t undpyel
A € B(0?) pe (Aej,e;) = a;j v %8¢ 4,7 € N. [Tnodeiln: efetdote Ty amexdvion ¢
pe (a,y) = 32, ; aigz(f)y(i) omou x = (x(i)),y = (y(i)) € 2]

. 'Eoww a = (a,) axohoudia pryadixdy aprducv. Atodeite mifpwe 6Tt undpyel pporyuévos

teheothic D, : 02 — (% dote Dy(e,) = ane, v x80e n € N ov xow pévov av 1 (a,,) ebvor
pearypévn oxohouio.

Anodei&te 6t 0 D, elvon mpofof av xou uévov av a, € {0, 1} yio xdde n € N.

Arnobdel€te 6Tt av o D, eivon woopetpla, toTE Elvor awtoudtee enl. Etvon odfdela 611 xdde
loopeTplo etvor eni;

AvT,S € B(H) xau F' C H muxvéc ypouuixoc vndyweog Gdote (T'x,z) = (Sz,x) y
x&de x € F, deite 6t T = S.

ActEte 6110 S : 2 — (? ue S : e, — e,41 0eV Exel toTeg. Bpelte tig wiotiuég Tou S*.
AeiZte 6T T odtaviopata Tou S* eivar to {zy 1 0 < A < 1} émou zy = Y Ne, xou
delEte ot mopdryouv Tov 2,

Av {z,, : n € N} ebvar pia opdoxavovixr axohoudia otov H, Bet&te i undpyet pporyuévos
Yoouuxoc teheothc I« H — H dote T @ x, — g, Yo xd0e n. Av 1 {x,} e
opvoxavovixt| fdon tou H, anodeléte otL tote 0 T elvan YovadLxog.

[léte évac T € B(H) Méyetounw Yetuxde; Acilte 6t T > 0 = T = T*. Acilte 6T av
T, > 0 vy x&d0e n xou Tx — Tx vy xde x, tote T Yetuxoc.
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Eotw U € B((*(N)). Na derydel 6t tar axdroudo efvor toodlvopa:
() HU eivon oopetpio
(B) Av {e, : n € N} ebvon n cuvnhouévn opdoxavovixh Bdon tou £2(N) téte 7
{Ue, : n € N} eivar opoxavovixy| axohouvdia.

Av o U wavorotel 11 ouvifixeg autég, eivon ovayxaoTixd QUCIOAOYIXOGS;

‘Eotw H ywpog Hilbert xou M C H xheiotog umdywpos. Na optodel mAfpng 1 opdn
neofBohfy Py : H — H enl tou M o vo amodetydel 61t ebvor awtoouluyhc TEAECTAC.

Av P, Q eivon opéc mpofoiéc oe évav yweo Hilbert H, va derydel 611 0 tehectic P+ Q)
etvar 0pn) mpoBolt| av xou uévov av ||[P 4+ Q| < 1.

EotwV € B(H)uye VV*V = V. Av E := (ker V)*, 8eifte 611 0 teheothic U = Vg ebvan
woopetpla oand tov E ent tou F:=V(E) xaw 6o U™ : F — E wavonoet U™ = V¥ 5.

Av P, € B(H) (n € N) eivar xddetec avd 600 opdéc mpoforéc deilte otL yio xdie

x € H noepd ) P,x ovyxhivet otov H 610 Px, 6ou P eivor 1 tpoBokr) oty xAelo T
L ax : 2 2

oo Ofpen wne U, im(F), xon 3, [|Pu|” < ]

Acgi&te eniong 6Tt av {an} eivar axohouvdio pryadixav aprduny ye a, — 0, tdte 1 oed

> @n Py ouyxhiver we mpog ) vopua tou B(H).

Av emumiéov xdie P, €yel nencpaopévn TAln, TOTE 1) OELd GUYXAIVEL GE GuUTAYT) TEAEGTH.

‘Eotw T, T, € B(H). Av xdde T), etvoar oupmoyhic xou || T2 — Tz|| — 0 yi xdde x € H,
elvon odfjdela 6Tt o T' ebvon cupmayhg;

‘Eow T € K(H) 6mouv H dywpiowog yweoc Hilbert. Eotw {y, : n € N} wo o.x.
Béon tou im(T), xou P, v opOA mpoBorf otov [y1, . .., Yn). Acilte 6u ||PTe —Tz|| — 0
v xéde © € H xou 6t ||P, T —T|| — 0.

(o) Arotundote To Paopatind Oewenua Lol CUUTAYELS PUGLONOYIXOUE TEAECTESC GE YWEO
Hilbert.

(B) Eotww A € B(H) ouvunayhc autoouluyhc teheotrc. No amodeydel 6t undpyet
ouunayfc autoouluyhc Teheothc B wote A = B3.

Av T € B(H) xou undpyet pa opdoxavovixr Bdon tou H and wbodtavioupota tou T
octgte 6T 0 T elvan PUCLOAOYIXOC.

o emmAcov cuvifxn Wwoduvauel ue TNy
() T =T%
(B) T ovunayhc;

Av T € B(H), P opOf npofory xou M = im(P), deite 6u T (M) C M <= TP =
PTP. Av o T eivor guotohoyixdg, xar o M = M)y elvan 1816yweog tou T', dellte 6Tt
TP = PT.

Av &,n e H eivan dvOopara vopuag 1 xow T 0 H — H eivon o teheotic Te = (x,n) €
(Onh. T = £ ®@n*), va Beeite tov teheoth T*T xou va vrnohoyioete ) vopua tou 1.
Aci&te enione 611 undpyouv: Vetinde TeeoTthc P xon uepiny| woopetpla V dote T' = V P.
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Av A: H — H ouymoyfic TEAEOTAC %ol {z, :neN}CH optoxavovixt| axohouvdia,
oetlte ot (A, ©,) — 0 xou 6t || Az, || — 0.

Av {a,} etvou pporypévn oxohoutdior pryadixdy aptdumy ye a, # 0y xdde n € N, Hétoupe

T($1,LE2, . ) == (0,@11’1,CLQI2, . )
émou T = (11, Ta,...) € (2
Na Beedel o T™.

%)
Av a, # 0 ya x&dde n € N, éyer o T 1010TIUECS;
Y X M
)

(
B
(

¥) o cuvdnun yio my {a,} tooduvapel pe Ty cuurdyeto tou T

‘Eotw Y € B(H) xou X =Y*Y.
(1) Aei€te 61 0 X eivar Yetxde, xon av emmiéov ||Y ]| <1 téte 0 I — X eivon Yetinde.
(W) Av E € B(H) eivor opO1 mpofoldy xou X < E, beiéte 61t X = EXE.

AelZte ot pa adZovoa oxorovdia TEoBordv (@) cuyxAivel katd onpeio oty TEOBOAN
Q mdve oty xheloth (Ypouux) Mixn e évwone twv Qn(H). Buyxiiver n (@) g
TeoC TN vopua touv B(H);

‘Eotw f € C([0,1]). Adote mpooextixd Tov 0ploUd TOU TOAATAAGIACTIXOU TEAECTH
My : L*([0,1]) — L*([0,1]) xou omodeilte 6t av o My elvor tpoPolf| téte 1 f elvan
oToep).

‘Eotw H yweoc Hilbert xoau U : H — H ypouuixoc teheotic pe [|[U|| < 1. Av § = (&)

etvan axohoudior pryadixay aprdumy pe Y &, = [|€]]; < oo , anodeilte dTi undpyel po-

n=1
vadixog geayuévoc teheotic A1 H — H pe ||A|| < €], dote (Az,y) = > & (Umz,y)
n=1
v xdde z,y € H.

‘Eotw H ydpoc Hilbert xou A, B € B(H) deuxol teheotéc. Aceilte 6110 teheotic ABA
etvar etixdc. Awote mopdderypo d0o Vetnmv teheotdv (ot xatdhhnio ydpeo Hilbert)
wote 0 AB vo uny eivon Yetixde.

‘Eow T € B(H), M C H xhewotég undywpoc xan P 1 opdt| mpoBokr otov M. AciZte
6t T(M) € M av xou wévov av TP = PTP. Ac&te eniong ot T (M) € M xou
T(M*) C M* av xon pévov av TP = PT.

(@) Av A, B € B(H) ovtoouluyelc teheotée, e&nyelote Tt onuaivel n oyéon A < B.
AeiZte 6t xdde opdY) npoforny P € B(H) wxavoroel 0 < P < 1.

(B) Av P,Q € B(H) civon opiéc mpoPoléc, anodeilte 6Tt o teheothic P + Q elvor opdt
TeoPoAT| av xou uévov av P+ Q) < 1. Acei&te pe éva mapdderypa 6Tt 1 TEAeUTOlar GuVIT XN
0eV WcavoTolelton yior Tuyoloeg opiég TpoBolEC.

(o) Etvon akfdetar 61t xdde awtoouluyrc teheotic €yet LOLoTYES;
(B) Etvon ahfdeior ot1 xdide cuumayfc TEAEGTHC EYEL LOLOTIIEG;
(Y) Mnopei moté pa npoPolt| dnelpne téEng va elvon cuumory i TEAEGTAC;



