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'Askhsh 1 'Estw a = {an}, an ∈ C tuqoÔsa akoloujÐa. Jètoume

Dax = (a1x1, a2x2, a3x3, . . .) (x ∈ `2).

(a) O Da orÐzei fragmèno telest  `2 → `2 an kai mìnon an h a eÐnai fragmènh akoloujÐa. Tìte ‖Da‖ = ‖a‖∞.
(b) An h a den eÐnai fragmènh akoloujÐa, tìte up�rqei x ∈ `2 ¸ste Dax /∈ `2.
(g) Na brejeÐ o suzug c telest c D∗

a kai na deiqjeÐ ìti o Da eÐnai fusiologikìc.
(d) Na deiqjeÐ ìti o Da eÐnai autosuzug c an kai mìnon an an ∈ R gia k�je n, jetikìc an kai mìnon an an ≥ 0
gia k�je n kai orjomonadiaÐoc an kai mìnon an |an| = 1 gia k�je n.
(e) Na exetasjeÐ pìte o Da eÐnai orj  probol  kai na brejeÐ tìte o upìqwroc epÐ tou opoÐou prob�llei.

'Askhsh 2 An {en : n ∈ N} eÐnai h sunhjismènh orjokanonik  b�sh tou `2(N), deÐxte ìti h apeikìnish
en → en+1 (n ∈ N) epekteÐnetai se fragmèno telest  S ∈ B(`2(N)) pou ikanopoieÐ

Sx = (0, x1, x2, x3, . . .) gia k�je x ∈ `2.

BreÐte ton suzug  telest  S∗. DeÐxte ìti oi S kai S∗ èqoun nìrma 1, kai ìti o S eÐnai isometrÐa, en¸ o S∗

ìqi. DeÐxte epÐshc ìti isqÔei S∗ ◦ S = I, kai upologÐste ton telest  S ◦ S∗.
(*) Up�rqei T ∈ B(`2(N)) ¸ste T 2 = S? [Upìdeixh: Poiìc eÐnai o ker S∗ kai o ker T ∗?]

'Askhsh 3 An H eÐnai q¸roc Hilbert me dim H > 1, na brejeÐ ènac T ∈ B(H) pou den eÐnai fusiologikìc.

'Askhsh 4 'Estw H q¸roc Hilbert me dim H < +∞. Na deiqjeÐ ìti
(i) 'Enac T ∈ B(H) eÐnai autosuzug c an kai mìnon an o pÐnakac tou (tik) wc proc opoiad pote orjoka-

nonik  b�sh tou H eÐnai autosuzug c, dhlad  tik = t̄ki gia k�je i, k.
(ii) O T eÐnai orjomonadiaÐoc an kai mìnon an apeikonÐzei k�poia (isodÔnama, k�je) orjokanonik  b�sh

tou H se orjokanonik  b�sh tou H.
(iii) O T eÐnai jetikìc an kai mìnon an eÐnai autosuzug c kai oi idiotimèc tou eÐnai mh arnhtikoÐ arijmoÐ.

'Askhsh 5 An k : [0, 1]× [0, 1] → C eÐnai suneq c sun�rthsh, jètoume

(Akf)(x) =
∫

k(x, y)f(y)dy, f ∈ C([0, 1]). (∗)

Na deiqjeÐ ìti h sun�rthsh Akf eÐnai suneq c sto [0, 1], kai ìti o telest c Ak epekteÐnetai se fragmèno
telest  tou L2([0, 1]) me nìrma ‖Ak‖ ≤ ‖k‖22, ìpou

‖k‖2
22 =

∫∫
|k(x, y)|2dxdy.

Na exetasjeÐ an isqÔei ‖Ak‖ = ‖k‖22.
Na deiqjeÐ ìti o suzug c telest c eÐnai o A∗k = Ah, ìpou h(x, y) = k(y, x).

'Askhsh 6 An H = L2([0, 1]), to sÔnolo {Mf : f ∈ C([0, 1])}, ìpou Mf (g) = fg(g ∈ C([0, 1]), apoteleÐtai
apì fusiologikoÔc telestèc. O Mf eÐnai autosuzug c an kai mìnon an f(t)∈R gia k�je t∈ [0, 1], jetikìc an
kai mìnon an f(t)≥0 gia k�je t∈ [0, 1] kai orjomonadiaÐoc an kai mìnon an |f(t)|=1 gia k�je t∈ [0, 1].

'Askhsh 7 'Estw H q¸roc Hilbert, A ∈ B(H), kai B,C ∈ B+(H). Tìte o telest c A∗BA eÐnai p�nta
jetikìc, kai o BC2 eÐnai jetikìc an kai mìnon an oi B kai C metatÐjentai.
(*) Ti mporeÐte na peÐte gia ton BC?

'Askhsh 8 An H eÐnai q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H), jewroÔme ton telest  T ∈ B(H ⊕H) me

T ( x
y ) =

(
x+Ay
A∗x+y

)
, dhlad  T =

(
I A

A∗ I

)
. Na deiqjeÐ ìti ‖A‖ ≤ 1 an kai mìnon an o T eÐnai jetikìc.

'Askhsh 9 'Estw H q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H). Na deiqjeÐ ìti (A(H))⊥ = ker(A∗) kai ker A =
(A∗(H))⊥. Na brejeÐ o ker(A∗A). EÐnai al jeia ìti (ker A)⊥ = A∗(H)? [Upìdeixh: Exet�ste ton telest 
Da ston `2, gia kat�llhlh akoloujÐa a ∈ `∞.]


