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1. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = (π− x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουμε σε μια 2π-περιοδική
συνάρτηση ορισμένη στο R. Δείξτε ότι

S[f ](x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

2. ΄Εστω f : T → C ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι οι Cesàro μέσοι της S[f ] είναι
ομοιόμορφα φραγμένοι: για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ T ισχύει

|σn(f)(x)| ≤ ‖f‖∞.

3. ΄Εστω f : T→ C ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι

‖sn(f)‖∞ ≤ C log(1 + n)‖f‖∞,

όπου C > 0 σταθερά ανεξάρτητη από την f και από το n.

4. Αν A,B ⊆ R και µ∗(A 4 B) = 0, δείξτε ότι µ∗(A) = µ∗(B) (με A 4 B συμβολίζουμε την
συμμετρική διαφορά (A \B) ∪ (B \A) των A και B).

5. ΄Εστω f : R→ R μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι αν το B είναι σύνολο Borel, τότε το σύνολο
f−1(B) = {x ∈ R : f(x) ∈ B} είναι μετρήσιμο.

6. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι: για κάθε ε > 0 υπάρχει μετρήσιμο
σύνολο E με µ(E) <∞ και sup{f(x) : x ∈ E} <∞, ώστε∫

E

f >

∫
f − ε.

7. (α) Για κάθε n ∈ N ορίζουμε

Qn(t) = αn

(
1 + cos t

2

)n
,

όπου η θετική σταθερά αn επιλέγεται έτσι ώστε να έχουμε

1

2π

∫ π

−π
Qn(t) dt = 1.

Δείξτε ότι αn ≤ C(n+ 1) για κάποια σταθερά C > 0 και συμπεράνατε ότι η {Qn} είναι ακολουθία
καλών πυρήνων.

(β) Αν f : R→ C είναι συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση, αποδείξτε πλήρως ότι

f ∗Qn
ομ
−→ f.



8. ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση.
(α) Δείξτε ότι υπάρχει σταθερά C(f) > 0 ώστε |kf̂(k)| ≤ C(f) για κάθε k ∈ Z.
(β) Εξετάστε αν lim

|k|→∞
|kf̂(k)| = 0.

(γ) Εξετάστε αν
∑∞
k=−∞ |f̂(k)| < +∞.

9. (α) ΄Εστω A ⊆ [a, b] με µ(A) > 0. Δείξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y ∈ R \Q.
(β) ΄Εστω A ⊆ [a, b]. Δείξτε ότι µ∗(A) = 0 αν και μόνο αν υπάρχει κάλυψη του A από μια ακολουθία
ανοικτών διαστημάτων (In) ώστε

∑∞
n=1 `(In) < +∞ και κάθε x ∈ A ανήκει σε άπειρα το πλήθος

από τα διαστήματα In.

10. (α) ΄Εστω k ≤ n και E1, . . . , En μετρήσιμα υποσύνολα του [0, 1]. Αν µ(E1) + · · ·+µ(En) ≥ k,
δείξτε ότι υπάρχουν δείκτες i1 < · · · < ik στο {1, . . . , n} ώστε

Ei1 ∩ · · · ∩ Eik 6= ∅.

(β) ΄Εστω f και fn, n ∈ N, μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις με fn → f και

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f <∞.

Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f

για κάθε μετρήσιμο σύνολο E.

Καλή Επιτυχία!


