
Parat rhsh 7.12 K�je anoiktì sÔnolo an kei ston M(µ), giat� gr�fetaiw arijm simh ènwsh diasthm�twn (Apìdeixh: �skhsh). Eidikìtera R
d ∈

M(µ). 'Ara o σ-daktÔlio M(µ) e�nai sthn pragmatikìthta σ-�lgebra. Epo-mènw, k�je kleistì sÔnolo an kei ep�sh ston M(µ).Parat rhsh 7.13 An A ∈ M(µ), gia k�je ε > 0 up�rqei kleistì sÔnolo
F kai anoiqtì sÔnolo G ¸ste F ⊆ A ⊆ G kai

µ(G \ A) < ε, µ(A \ F ) < ε.Apìdeixh Apì ton orismì tou µ∗(A), up�rqoun anoiqt� stoiqei¸dh sÔnola
Vn ∈ E me A ⊆ ∪nVn kai

µ(A) = µ∗(A) >

∞∑

n=1

µ(Vn) − ε.Jètoume G = ∪nVn: e�nai anoiqtì sÔnolo. Apì thn upoprosjetikìthta tou
µ, µ(G) ≤

∑
∞

n=1
µ(Vn) < µ(A) + ε �ra (afoÔ µ(G) = µ(G \ A) + µ(A))

µ(G \ A) = µ(G) − µ(A) < ε.Efarmìzoume ta parap�nw sto Ac: br�skoume kleistì sÔnolo F me Ac ⊆
F c kai µ(F c \ Ac) < ε, �ra F ⊆ A kai µ(A \ F ) < ε.Orismì 7.9 H σ-�lgebra twn sunìlwn Borel B(Rd) e�nai o mikrìtero
σ-daktÔlio pou perièqei ta anoikt� sÔnola.H B(Rd) prokÔptei apì ta anoikt� sÔnola me arijm sime en¸sei, tomè kaisumplhr¸mata. Epomènw B(Rd) ⊆ M(µ) gia k�je kanonikì mètro orismènoston E .Parat rhsh 7.14 Gia k�je A ∈ M(µ) up�rqoun sÔnola Borel F kai G me
F ⊆ A ⊆ G kai

µ(G \ A) = µ(A \ F ) = 0.Efìson
A = (A \ F ) ∪ Fèpetai ìti k�je A ∈ M(µ) e�nai ènwsh enì sunìlou Borel kai enì mhdenikoÔsunìlou. Molonìti ta sÔnola Borel e�nai metr sima w pro ìla ta kanonik�mètra (pou e�nai orismèna ston E) ta mhdenik� sÔnola tou M(µ) exart¸ntaien gènei apì to µ. 15



Apìdeixh Gia k�je n ∈ N, br�skoume èna kleistì Fn kai èna anoiktì Gnme Fn ⊆ A ⊆ Gn kai µ(Gn \ A) < 1

n
, µ(A \ Fn) < 1

n
. Jètoume G = ∩Gnkai F = ∪Fn. E�nai sÔnola Borel kai isqÔei F ⊆ A ⊆ G kai µ(G \ A) ≤

µ(Gn \A) < 1

n
, µ(A \ F ) ≤ µ(A \ Fn) < 1

n
gia k�je n, �ra µ(G \A) = 0 kai

µ(A \ F ) = 0.Parat rhsh 7.15 Ta mhdenik� sÔnola touM(µ) apoteloÔn σ-daktÔlio (kaiìqi σ-�lgebra, ektì an µ = 0).Eidik� sthn per�ptwsh tou mètrou Lebesgue, k�je arijm simo sÔnolo e�naimhdenikì (ìpw apode�xame). Up�rqoun ìmw kai uperarijm sima mhdenik�sÔnola, ìpw gia par�deigma to sÔnolo Cantor.'Askhsh 7.16 An m e�nai to mètro Lebesgue ston R
3, de�xte ìti k�je ep�pedokai k�je euje�a èqei mètro mhdèn.
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