
605. Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 1/6/2018

1. (1.5µ) (α) ΄Εστω (En) ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R µε την ιδιότητα

∞∑
n=1

λ(En) <∞.

Αποδείξτε ότι λ
(
lim sup

n
En
)
= 0.

[Υπενθύµιση : lim sup
n

En =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ek.]

(ϐ) Θεωρούµε µια αρίθµηση q1, q2, . . . , qn, . . . των ϱητών αριθµών. Αποδείξτε ότι σχεδόν κάθε x ∈ R (ως
προς το µέτρο Lebesgue) έχει την εξής ιδιότητα : υπάρχει k = k(x) ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n > k να
ισχύει |x− qn| > 1/n2.

2. (1.5µ) (α) ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Εξετάστε αν η f ′ είναι µετρήσιµη συνάρτηση.
(ϐ) ΄Εστω f : R → R µετρήσιµη συνάρτηση και φ : R → R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε : για κάθε
Z ⊆ R µε λ(Z) = 0 το σύνολο φ−1(Z) είναι µετρήσιµο. Αποδείξτε ότι η f ◦ φ είναι µετρήσιµη.

3. (2µ) (α) ΄Εστω f ∈ L1(R) και t ∈ R. Αποδείξτε ότι η g(x) = f(x + t) είναι ολοκληρώσιµη και∫
g dλ =

∫
f dλ.

(ϐ) ΄Εστω f : [0, 1]→ R µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν M > 0 και p > 1 τέτοια ώστε
λ({x : |f(x)| > t}) 6 M

tp για κάθε t > 0. Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη.

4. (1µ) ΄Εστω f : [0, 1]→ [0,∞) ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

n
√
f(x) dλ(x) = λ({x : f(x) > 0}).

5. (1.5µ) ΄Εστω f : T→ R η συνάρτηση µε f(x) = ex στο [−π, π). Αποδείξτε ότι η σειρά Fourier της f
είναι η

S(f, x) ∼
∞∑

k=−∞

(−1)k(eπ − e−π)
2π(1− ik)

eikx

και χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval αποδείξτε ότι

∞∑
k=−∞

1

k2 + 1
=
π(eπ + e−π)

eπ − e−π
= π · cothπ.

6. (2µ) (α) ΄Εστω f, g ∈ L2(R). Αποδείξτε ότι η συνέλιξη f ∗ g : R→ R των f και g είναι ϕραγµένη και
συνεχής συνάρτηση.

(ϐ) Ορίζουµε Qn : R→ R µε Qn(x) = 1
γn

(1− x2)n χ[−1,1](x), n = 1, 2, . . ., όπου γn =
∫ 1

−1(1− t
2)ndt.

Αποδείξτε πλήρως ότι η {Qn}n>1 είναι οικογένεια καλών πυρήνων και ότι f ∗ Qn −→ f οµοιόµορφα
για κάθε ϕραγµένη συνεχή συνάρτηση f : R→ R.

7. (1.5µ) ΄Εστω f : T → C Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι υπάρχει α > 0 τέτοιος ώστε
|kf̂(k)| 6 α για κάθε k ∈ Z. Χρησιµοποιώντας αυτή την παρατήρηση αποδείξτε ότι sup

n
‖sn(f)‖∞ <∞.

[Υπόδειξη : Για το δεύτερο ερώτηµα αποδείξτε πρώτα ότι sup
n
‖σn(f)‖∞ 6 ‖f‖∞.]

8. (1µ) ΄Εστω f : T→ C συνεχής συνάρτηση και α ∈ R τέτοιος ώστε α/π /∈ Q. Αποδείξτε ότι

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

f(x+ kα) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt

για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη. Αποδείξτε πρώτα το Ϲητούµενο για την fn(t) = eint, n ∈ Z.]

Καλή Επιτυχία !


