
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 30/6/2016

1. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1]. Υποθέτουµε ότι υπάρχει α > 0 τέτοιος
ώστε λ(E ∩ I) > αλ(I) για κάθε διάστηµα I ⊆ [0, 1]. Αποδείξτε ότι λ(E) = 1.
(ϐ)* ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 0. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : R→ R µε

g(x) = dist(x,E) = inf{|x− t| : t ∈ E}.

Αποδείξτε ότι

lim
x→y

g(x)

|x− y|
= 0

σχεδόν για κάθε y ∈ E.

2. (1 µον.) ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση.
(α) Αποδείξτε ότι η f απεικονίζει Fσ-σύνολα σε Fσ-σύνολα.
(ϐ) Αποδείξτε ότι η f απεικονίζει µετρήσιµα σύνολα σε µετρήσιµα σύνολα αν και µόνο αν για κάθε
A ⊂ [a, b] µε λ(A) = 0 ισχύει λ(f(A)) = 0.

3. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων fn : R → R.
Υποθέτουµε ότι fn → f κατά σηµείο, όπου f : R→ R είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση, και ότι∫

R
fn dλ −→

∫
R
f dλ.

Αποδείξτε ότι ‖fn − f‖1 → 0.
(ϐ) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(E) <∞, και έστω f : E → R µετρήσιµη συνάρτηση.
Υποθέτουµε ότι υπάρχουν M > 0 και p > 1 τέτοιοι ώστε, για κάθε t > 0,

λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) 6 M

tp
.

Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη.

4. (1 µον.) ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 < p < ∞ και q ο συζυγής εκθέτης του p. Αν
fn → f στον Lp(E) και gn → g στον Lq(E), δείξτε ότι fngn → fg στον L1(E).

5. (1 µον.) ΄Εστω A,B µετρήσιµα υποσύνολα του R µε λ(A) > 0 και λ(B) > 0. Αποδείξτε ότι
υπάρχει x ∈ R τέτοιο ώστε

λ(A ∩ (x+B)) > 0.

[Υπόδειξη. Μπορείτε να υποθέσετε ότι τα A και B είναι ϕραγµένα. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα
Fubini «υπολογίστε» το ολοκλήρωµα της χA ∗ χ−B µε δύο τρόπους.]

6. (1 µον.) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (π − x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια
2π-περιοδική συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S(f, x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.
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7.* (1 µον.) Θεωρούµε τη συνάρτηση

φ(x) =

{
sin(πx), |x| 6 1
0, αλλιώς

Αποδείξτε ότι : αν f ∈ L1(R) τότε

fn(x) := n

∫
R
f(x− y)φ(ny) dλ(y) −→ 0

σχεδόν για κάθε x ∈ R.

8. (1.5 µον.) (α) Ορίζουµε Kn(x) = 2F2n(x) − Fn(x), όπου Fm είναι ο m-οστός πυρήνας του
Féjer. Αποδείξτε ότι :

K̂n(k) =


1 , αν |k| 6 n− 1

2− |k|n , αν n 6 |k| 6 2n− 1
0 , αν |k| > 2n.

(ϐ) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι τα πολυώνυµα pn(f) := f ∗Kn έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες:

‖pn‖1 6 3‖f‖1, p̂n(k) = f̂(k) αν |k| 6 n− 1, p̂n(k) = 0 αν |k| > 2n.

(γ) ΄Εστω f ∈ C(T). Αποδείξτε ότι ‖f − pn(f)‖∞ → 0.

9. (1.5 µον.) (α) ∆ίνονται ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1}. Ορίζουµε f : R → C µε f(x) =
∑n
k=1 εke

ikx.
∆είξτε ότι

‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ [0, 2π]} ≥
√
n.

(ϐ) ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι
∑∞
k=−∞ |f̂(k)| < +∞.

10. (1 µον.) ΄Εστω C ένα συµπαγές υποσύνολο του L2(T). Αποδείξτε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχει
n ∈ N τέτοιος ώστε

|ĝ(k)| 6 ε για κάθε g ∈ C και για κάθε k ∈ Z µε |k| > n.

[Υπόδειξη. Το C είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του L2(T): για κάθε ε > 0 υπάρχουν N ∈ N και
f1, . . . , fN ∈ L2(T) τέτοιες ώστε για κάθε g ∈ C να ισχύει min

16i6N
‖g − fi‖2 6 ε/2.]

Καλή Επιτυχία !
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