
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 4/6/2016

1. (1.5 µον.) ΄Εστω {qn}∞n=1 µια αρίθµηση του Q ∩ [0, 1]. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε

A(ε) =

∞⋃
n=1

(
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n

)
.

Τέλος, ϑέτουµε A =
∞⋂
m=1

A(1/m).

(α) Αποδείξτε ότι λ(A(ε)) 6 2ε και συµπεράνατε ότι αν ε < 1
2 τότε το [0, 1] \A(ε) είναι µη κενό.

(ϐ) Αποδείξτε ότι A ⊆ [0, 1] και λ(A) = 0.

(γ) Αποδείξτε ότι Q∩ [0, 1] ⊆ A και ότι το A είναι υπεραριθµήσιµο. [Υπόδειξη. Για τον τελευταίο
ισχυρισµό ϑα ϐοηθήσει το ϑεώρηµα Baire.]

2. (1.5 µον.) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνάρτηση. Αποδείξτε ότι :

(α) Αν η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1], τότε η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στα
διαστήµατα

[
1
n , 1
]
για n = 1, 2, . . .

(ϐ) ∆εν ισχύει το αντίστροφο του (α).

(γ) Αν η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1] ή αν η f είναι Lebesgue µετρήσιµη και f ≥ 0,
τότε ισχύει ∫ 1

0

f dλ = lim
n

∫ 1

1/n

f dλ.

3. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω f ∈ L∞[a, b] µε ‖f‖∞ > 0. Αποδείξτε ότι :

lim
n→∞

‖f‖n = ‖f‖∞.

(ϐ) ΄Εστω gn; [0, 1]→ R µετρήσιµες συναρτήσεις µε τις ακόλουθες ιδιότητες: υπάρχειM > 0 τέτοιος
ώστε |gn(x)| 6M για κάθε n και για κάθε x ∈ [0, 1], και∫

E

gn(x) dλ(x) −→ 0

για κάθε µετρήσιµο E ⊆ [0, 1]. Αποδείξτε ότι : για κάθε f ∈ L1[0, 1],∫ 1

0

f(x)gn(x) dλ(x) −→ 0.

4. (2 µον.) ΄Εστω f ∈ L∞(R). Αποδείξτε ότι :

(α) Αν η f είναι συνεχής στο 0 τότε

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

n

π(1 + (nx)2)
f(x) dλ(x) = f(0).

(ϐ) Σχεδόν για κάθε y ∈ R,

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

n

π(1 + n2(x− y)2)
f(x) dλ(x) = f(y).

[Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε την
∫∞
−∞

1
π(1+u2) du = 1.]
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5. (1.5 µον.) ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) Αποδείξτε ότι
∑∞
k=−∞(1 + k2)|f̂(k)|2 <∞.

(ϐ) Αποδείξτε ότι
∑∞
k=−∞ |f̂(k)| < +∞.

(γ) Αποδείξτε ότι sn(f)→ f οµοιόµορφα.

6. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω f : R → R µια 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιµη στο [0, 2π]. Αν
(kn) είναι µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών και (tn) είναι τυχούσα ακολουθία
πραγµατικών αριθµών, δείξτε ότι

lim
n→∞

1

π

∫ 2π

0

f(x) cos2(knx+ tn) dx =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx.

(ϐ) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

‖σn(f)− f‖1 = 0.

7. (1.5 µον.) ΄Εστω f : [0, 2π]→ R µε f(x) = (π−x)2
4 . Αποδείξτε ότι

f(x) =
π2

12
+

∞∑
k=1

cos(kx)

k2

για κάθε x ∈ [0, 2π], και υπολογίστε τα αθροίσµατα

∞∑
k=1

sin(kx)

k3
και

∞∑
k=1

1

k6
.

8. (2 µον.) (α) ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση µε∫ π

−π
f(x) dx = 0.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ δείξτε ότι∫ π

−π
|f(x)|2dx 6

∫ π

−π
|f ′(x)|2dx.

(ϐ) ΄Εστω f ∈ L2(T). Ορίζουµε

F (x) =

( ∞∑
n=1

|sn(f, x)− σn+1(f, x)|2

n

)1/2

.

∆είξτε ότι F ∈ L2(T) και ‖F‖2 6 ‖f‖2. Ειδικότερα, F (x) <∞ σχεδόν παντού στο T.

Καλή Επιτυχία !
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