
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 13/6/2015

1. (1 µον.) ΄Εστω A,B ⊆ Rd τέτοια ώστε : υπάρχει ανοικτό G ⊆ Rd µε A ⊆ G και G ∩ B = ∅.
Αποδείξτε ότι

λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποδείξτε ότι : αν A,B ⊆ Rd και dist(A,B) > 0 τότε

λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

2. (1 µον.) ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση και έστω ότι η f ′ είναι συνεχής. Αποδείξτε
ότι : αν E ⊆ R και λ(E) = 0 τότε λ(f(E)) = 0.

3. (1.5 µον.) (α) ∆είξτε ότι αν η g : R → R είναι συνεχής και η h : R → R είναι Borel µετρήσιµη,
τότε η h ◦ g : R→ R είναι Borel µετρήσιµη.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Cantor-Lebesgue, ϐρείτε µια συνεχή συνάρτηση g : R → R
και µια Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση h : R → R ώστε η h ◦ g : R → R να µην είναι Lebesgue
µετρήσιµη.
(γ) ∆ώστε παράδειγµα συναρτήσεων g, h : R → R οι οποίες ικανοποιούν το εξής: οι g και h είναι
συνεχείς σχεδόν παντού στο R αλλά η g ◦ h είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ R.

4. (1 µον.) ΄Εστω (fn), (gn) και g στον L1(Rd). Υποθέτουµε ότι |fn| 6 gn, gn → g και ότι∫
gn dλ→

∫
g dλ. Αν f : Rd → R και fn → f , αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και ότι∫

fn dλ→
∫
f dλ.

[Υπόδειξη. Μιµηθείτε την απόδειξη του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης.]

5. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd, έστω r > 1 και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. Αποδείξτε ότι ∫

|f |r = r

∫ ∞
0

tr−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dt.

(ϐ) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν p > 1 και σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

λ ({x ∈ E : |f(x)| > t}) 6 C

tp

για κάθε t > 0. ∆είξτε ότι f ∈ Lr(E) για κάθε 1 6 r < p.

6. (1.5 µον.) ΄Εστω s1 < s2 < · · · < sn < sn+1 < · · · γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών
αριθµών. Για κάθε m ∈ N ορίζουµε fm : R→ C µε

fm(x) =
1

m

m∑
n=1

eisnx.

(α) Αποδείξτε ότι
∞∑
k=1

1

2π

∫ π

−π
|fk2(x)|2dλ(x) =

∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

(ϐ) Αποδείξτε ότι : αν k2 6 m < (k + 1)2 τότε∣∣∣∣fm(x)− k2

m
fk2(x)

∣∣∣∣ 6 2√
m
.

(γ) Αποδείξτε ότι fm(x)→ 0 σχεδόν παντού.
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7. (1 µον.) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι :

(α) Αν f(x+ π) = f(x) για κάθε x ∈ R τότε f̂(k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k.

(ϐ) Αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z.

8. (1.5 µον.) ΄Εστω f : R → C συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω α ∈ R τέτοιος ώστε
α/π /∈ Q. Αποδείξτε ότι

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

f(x+ kα) =
1

2π

∫
T
f(t) dt

για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη. Αποδείξτε πρώτα το Ϲητούµενο για την fn(t) = eint, n ∈ Z.]

9. (1 µον.) (α) ΄Εστω f ∈ L∞(T). ∆είξτε ότι, για κάθε x ∈ T και n > 2 ισχύει

|sn(f, x)| 6 C · lnn ‖f‖∞,

όπου C > 0 απόλυτη σταθερά.
(ϐ) ΄Εστω f ∈ L∞(T) και A > 0 µε την ιδιότητα : |kf̂(k)| 6 A για κάθε k ∈ Z. ∆είξτε ότι, για κάθε
n και για κάθε x ∈ T ισχύει

|sn(f, x)| 6 ‖f‖∞ + 2A.

[Υπόδειξη. Θεωρήστε την διαφορά sn(f, x)− σn+1(f, x).]

10. (1 µον.) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε f(x) = |x| και την ταυτότητα του
Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
και

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90
.

Καλή Επιτυχία !
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