
Αριθµοί Liouville

Ιωάννης Μπαρµπαγιάννης

1 Εισαγωγή

Η ϑεωρία των υπερβατικών αριθµών έχει ως αφετηρία µια ϕηµισµένη εργασία του Liouville, το 1844, ο
οποίος περιέγραψε µια κλάση πραγµατικών αριθµών οι οποίοι δεν επαληθεύουν καµία πολυωνυµική
εξίσωση µε ακέραιους συντελεστές (οι πραγµατικοί αριθµοί που είναι ϱίζες πολυώνύµων µε ακεραίους
συντελεστές λέγονται αλγεβρικοί αριθµοί). Κάποια µεµονωµένα προβλήµατα, σχετικά µε αυτό το
ϑέµα, είχαν διατυπωθεί πολύ νωρίτερα, και η µελέτη των άρρητων αριθµών απασχολούσε πολλούς
µαθηµατικούς επί έναν αιώνα νωρίτερα. ΄Ηδη το 1744, ο Euler είχε αποδείξει ότι ο e είναι άρρητος,
και το 1761 ο Lambert απέδειξε ότι ο π είναι άρρητος. Την ίδια περίοδο, η µελέτη των συνεχών
κλασµάτων είχε οδηγήσει σε αρκετά συµπεράσµατα σχετικά µε την προσέγγιση των άρρητων αριθµών
από ϱητούς. ΄Ηταν, για παράδειγµα, γνωστό ότι για κάθε άρρητο αριθµό α υπάρχει µια άπειρη
ακολουθία ϱητών αριθµών p/q (µε q > 0) που ικανοποιούν την |α− p/q| < 1/q2. ΄Ηταν επίσης γνωστό
ότι το συνεχές κλάσµα ενός τετραγωνικού άρρητου αριθµού α είναι τελικά περιοδικό, άρα υπάρχει
µια ϑετική σταθερά c(α) τέτοια ώστε |α − p/q| > c(α)/q2 για κάθε ϱητό αριθµό p/q (µε q > 0).
Περιγράφουµε κάποια από αυτά τα αποτελέσµατα στις Παραγράφους 2 και 3.

Ο Liouville παρατήρησε ότι ένα αποτέλεσµα αυτού του είδους ισχύει γενικότερα, και ότι στην
πραγµατικότητα υπάρχει κάποιο όριο στον ϐαθµό ακρίβειας µε τον οποίο ένας άρρητος αλγεβρικός
αριθµός µπορεί να προσεγγιστεί από ϱητούς αριθµούς. Αυτή η παρατήρηση του έδωσε ένα πρακτικό
κριτήριο µε ϐάση το οποίο ϑα µπορούσε να κατασκευάσει υπερβατικούς αριθµούσ:

Για κάθε αλγεβρικό αριθµό α ϐαθµού n > 1, υπάρχει σταθερά c(α) > 0 τέτοια ώστε
|α− p/q| > c(α)/qn για κάθε ϱητό αριθµό p/q µε q > 0.

Ξεκινώντας από αυτήν την παρατήρηση, ο Liouville απέδειξε ότι ο αριθµός

ξ =

∞∑
n=1

1

10n!

είναι υπερβατικός αριθµός. Στην πραγµατικότητα, µπορεί κανείς χρησιµοποιώντας την ίδια ιδέα να
αποδείξει την υπερβατικότητας πολλών άλλων αριθµών: κάθε αριθµός που το δεκαδικό του ανάπτυγ-
µα περιέχει οσοδήποτε µεγάλες ακολουθίες διαδοχικών µηδενικών ψηφίων είναι υπερβατικός, επίσης
κάθε συνεχές κλάσµα του οποίου τα µερικά πηλίκα αυξάνουν πολύ γρήγορα είναι υπερβατικός. Οι
αριθµοί αυτού του είδους, δηλαδή οι πραγµατικοί αριθµοί ξ για τους οποίους υπάρχει µια άπειρη
ακολουθία ϱητών προσεγγίσεων pn/qn τέτοιων ώστε |ξ − pn/qn| < 1/qωn

n µε lim supωn = ∞, ονο-
µάστηκαν αριθµοί Liouville, και είναι όλοι υπερβατικοί. Περιγράφουµε αυτά τα αποτελέσµατα στις
Παραγράφους 4 και 5, όπου δείχνουµε επίσης ότι το σύνολο των αριθµών Liouville έχει µηδενικό
µέτρο Lebesgue.
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Από την άλλη πλευρά, ένας έµµεσος τρόπος απόδειξης της ύπαρξης υπερβατικών αριθµών είναι
µέσω της έννοιας της αριθµησιµότητας, η οποία εισήχθη από τον Cantor το 1874. Μπορεί κανείς να
αποδείξει ότι το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών είναι αριθµήσιµο, άρα «σχεδόν όλοι» οι πραγµατικοί
αριθµοί είναι υπερβατικοί. Στην Παράγραφο 5 δίνουµε ένα παράδειγµα υπερβατικού αριθµού ο
οποίος δεν είναι αριθµός Liouville.

Τέλος, στην Παράγραφο 6 δίνουµε µια σύντοµη περιγραφή της απόδειξης της υπερβατικότητας
των αριθµών e και π.

2 Ρητές προσεγγίσεις

Θεώρηµα 2.1 (Dirichlet). Αν ξ είναι ένας πραγµατικός και άρρητος αριθµός, τότε υπάρχουν άπειροι το
πλήθος ϱητοί αριθµοί p/q τέτοιοι ώστε

(2.1)
∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Απόδειξη. ΄Εστω Q > 1. Για κάθε πραγµατικό αριθµό a ∈ R, συµβολίζουµε µε [a] τον µεγαλύτερο
ακέραιο που δεν ξεπερνάει τον a, και τον ονοµάζουµε ακέραιο µέρος του a, και ϑέτουµε {a} = a− [a],
το κλασµατικό µέρος του a. Θεωρούµε τα κλασµατικά µέρη {0ξ}, {ξ}, {2ξ}, {3ξ}, . . . , {Qξ} και τα
διαστήµατα [i/Q, (i+1)/Q], 0 6 i 6 Q?1. Υπάρχουν Q+1 κλασµατικά µέρη που διανέµονται µεταξύ
των Q διαστηµάτων. Συνεπώς, πρέπει να υπάρχει κάποιο διάστηµα που περιέχει τουλάχιστον δύο από
τα κλασµατικά µέρη, δηλαδή τα {aξ} και {bξ}, 0 6 a < b 6 Q, ϐρίσκονται στο [j/Q, (j + 1)/Q] για
κάποιο j. Το γεγονός ότι ϐρίσκονται στο ίδιο διάστηµα σηµαίνει ότι |{bξ} − {aξ}| 6 1/Q. Γράφουµε
aξ = m+ {aξ} και bξ = n+ {bξ} για κατάλληλους ακέραιους m και n. Τότε,

{bξ} − {aξ} = (bξ − n)− (aξ −m) = (b− a)ξ − (n−m).

Γράφοντας q = b− a (οπότε 0 6 q 6 Q) και p = n−m ϐλέπουµε ότι∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

qQ

για κάποιο 0 6 q 6 Q. ∆εδοµένου ότι αυτό ισχύει για όλα τα Q έχουµε άπειρες λύσεις της (2.1)
(παρατηρήστε ότι 1

qQ 6 1
q2 όταν q 6 Q).

Το επόµενο ϑεώρηµα του Hurwitz ϐελτιώνει το ϑεώρηµα του Dirichlet.

Θεώρηµα 2.2 (Hurwitz). Αν ξ είναι ένας πραγµατικός και άρρητος αριθµός, τότε υπάρχουν άπειροι το
πλήθος ϱητοί αριθµοί p/q τέτοιοι ώστε ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2

.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2 χρησιµοποιεί την ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων. Η σταθερά
√
5

είναι η καλύτερη δυνατή, µε την έννοια ότι το αποτέλεσµα δεν ισχύει, αν αντικαταστήσουµε την
√
5 από

έναν µεγαλύτερο αριθµό. ∆ηλαδή, αν c >
√
5 τότε υπάρχουν άρρητοι ξ για τους οποίους υπάρχουν

µόνο πεπερασµένοι το πλήθος ϱητοί p/q που ικανοποιούν την σχέση |ξ − p/q| < 1
cq2 . Ειδικότερα, ο

ξ = 1+
√
5

2 είναι µια τέτοια εξαίρεση. Ωστόσο, µπορεί κανείς να αποδείξει ότι ο αριθµός των εξαιρέσεων
είναι σχετικά µικρός.
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Θεώρηµα 2.3. Αν η f(q)/q είναι αύξουσα συνάρτηση του q και η σειρά

∞∑
q=1

1

f(q)

είναι αποκλίνουσα, τότε για όλα σχεδόν τα ξ µπορούµε να ϐρούµε µια άπειρη ακολουθία ϱητών p/q,
q > 0 έτσι ώστε ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

qf(q)
.

Αυτό το αποτέλεσµα δείχνει επίσης ότι τάξεις προσέγγισης όπως οι∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2 log q
και <

1

q2 log q log log q

είναι εφικτές, για σχεδόν όλα τα ξ. ∆εν ϑα δώσουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.3, στην επόµενη
όµως παράγραφο αποδεικνύουµε ένα µερικό αντίστροφό του.

3 Λήµµα Borel-Cantelli

Παρατήρηση 3.1. ΄Εστω (Ai), i > 1 µια ακολουθία συνόλων. ΄Ενα στοιχείο x ϑα ανήκει σε πεπε-
ϱασµένα από τα Ai, αν και µόνο αν υπάρχει N > 1 ώστε : για κάθε n > N το x δεν ανήκει στο
An.

΄Ετσι, το στοιχείο x ϑα ανήκει σε άπειρα από τα Ai αν και µόνο αν για κάθε N > 1 υπάρχει n > N
ώστε το x να ανήκει στο An, δηλαδή αν και µόνο αν

x ∈
∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

Ak.

Θεώρηµα 3.2 (λήµµα Borel-Cantelli). ΄Εστω (X,F , µ) χώρος µέτρου. Αν A1, A2, . . . ∈ F και∑∞
i=1 µ(Ai) <∞, τότε

µ({x : το x ανήκει σε άπειρα από τα Ai}) = 0.

Απόδειξη. Από την παρατήρηση αρκεί να αποδειχθεί ότι

µ

( ∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

Ak

)
= 0.

΄Εστω ε > 0. Από την υπόθεση ότι η σειρά
∑∞
i=1 µ(Ai) συγκλίνει έχουµε ότι υπάρχει M > 1 τέτοιο

ώστε
∞∑
i=M

µ(Ai) < ε.

Για αυτό το M έχουµε επίσης
∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

Ak ⊆
∞⋃

k=M

Ak.

3



΄Αρα, χρησιµοποιώντας διαδοχικά τη µονοτονία και την υποπροσθετικότητα του µ, έχουµε

µ

( ∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

Ak

)
6 µ

( ∞⋃
k=M

Ak

)
6
∞∑
i=M

µ(Ai) < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έχουµε το Ϲητούµενο.

Το λήµµα Borel-Cantelli έχει πολλές εφαρµογές στην Θεωρία Πιθανοτήτων, αλλά εδώ δίνουµε µία
εφαρµογή στην Θεωρία Αριθµών, σχετικά µε τις προσεγγίσεις από ϱητούς αριθµούς.

Θεώρηµα 3.3. ΄Εστω f : N → R. Ορίζουµε D ⊆ [0, 1] ως εξήσ: α ∈ D αν και µόνο αν υπάρχουν
άπειροι p/q, p, q ∈ Z, q > 0 τέτοιοι ώστε ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qf(q)
.

Τότε, αν
∞∑
q=1

1

f(q)
<∞

έχουµε ότι το µέτρο Lebesgue του D είναι µηδέν.

Απόδειξη. Ορίζουµε

Aq =
⋃

06p6q

(
p

q
− 1

qf(q)
,
p

q
+

1

qf(q)

)
.

Τότε, α ∈ D αν και µόνο αν α ∈ Aq ∩ [0, 1] για άπειρα q, έτσι αρκεί να δείξουµε ότι

µ

( ∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

(Ak ∩ [0, 1])

)
= 0.

Ακόµα,

µ(Aq ∩ [0, 1]) 6 µ(Aq) 6 2

q∑
p=0

1

qf(q)
6

2(q + 1)

qf(q)
6

4

f(q)
.

΄Αρα,
∞∑
q=1

µ(Aq ∩ [0, 1]) 6
∞∑
q=1

4

f(q)
<∞.

΄Ετσι, τα Aq ∩ [0, 1] ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 3.2 και άρα

µ

( ∞⋂
N=1

∞⋃
k=N

(Ak ∩ [0, 1])

)
= 0,

δηλαδή µ(D) = 0.
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Σηµείωση 3.4. Αυτό το ϑεώρηµα δείχνει ότι το αποτέλεσµα του Dirichlet δεν µπορεί να πάρει την
ισχυρότερη µορφή ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2(log q)2
,

για παράδειγµα, για πολλά ξ.
Είναι προφανές ότι αυτό το αποτέλεσµα είναι το αντίστροφο του Θεωρήµατος 2.3 όπου χρειάζεται

επίσης η f(q)/q να είναι αύξουσα συνάρτηση του q. Για µια τέτοια f , ϐλέπουµε ότι υπάρχουν δύο
περιπτώσεις για τη σειρά

∞∑
q=1

1

f(q)
,

είτε ϑα αποκλίνει όπως στο Θεώρηµα 2.3, και η ιδιότητα ισχύει για όλους σχεδόν τους αριθµούς, είτε
ϑα συγκλίνει όπως στο Θεώρηµα 3.3, και η ιδιότητα δεν ισχύει σχεδόν για κανένα αριθµό. Λέµε ότι η
ιδιότητα ικανοποιεί τον 0− 1 νόµο.

΄Οπως παρατηρήσαµε πιο πάνω, αυτό αποδεικνύει ότι το αποτέλεσµα του Dirichlet για ϱητές
προσεγγίσεις δεν µπορεί να ϐελτιωθεί ουσιαστικά για όλα τα ξ. Ωστόσο, υπάρχουν αριθµοί ξ που
έχουν εξαιρετικά καλές προσεγγίσεις.

4 Αριθµοί Liouville

Θεώρηµα 4.1. Για κάθε αλγεβρικό αριθµό α ϐαθµού n > 1, υπάρχει M =M(α) > 1 τέτοιος ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1

Mqn

για όλους τους ακεραίους p, q µε q > 0.

Απόδειξη. Αν υπάρχει p/q τέτοιος ώστε ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1

τότε το αποτέλεσµα ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο, οπότε υποθέτουµε ότι για κάθε ϱητό p/q ικανο-
ποιείται η |αq − p| 6 q.

Υποθέτουµε ότι ο α είναι µια ϱίζα του

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

όπου ai ∈ Z. ∆εδοµένου οποιουδήποτε p/q, πρέπει να έχουµε f(p/q) 6= 0 γιατί αλλιώς (δηλαδή,
αν το p/q είναι ϱίζα του f ) ϑα µπορούσαµε να γράψουµε το f στη µορφή f(x) = (xq − p)g(x) για
κάποιο πολυώνυµο g µε ακέραιους συντελεστές, αλλά µε deg(g) = n − 1. Επίσης, δεδοµένου ότι α
είναι αλγεβρικός ϐαθµού αυστηρά µεγαλύτερου από 1, ϑα είχαµε ότι g(α) = 0 οπότε το α ϑα ήταν
αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού 6 n− 1. Το οποίο είναι άτοπο.

΄Ετσι,

0 6= f(p/q) =
a0q

naa1pq
n−1 + a2p

2qn−2 + · · ·+ anp
n

qn
.
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Κατά συνέπεια, ο a0qnaa1pqn−1 + a2p
2qn−2 + · · · + anp

n είναι ακέραιος δεδοµένου ότι p, q, ai ∈ Z
και δεν είναι ίσος µε 0. ΄Αρα, ϑα πρέπει να έχουµε

|a0qn + a1pq
n−1 + a2p

2qn−2 + · · ·+ anp
n| > 1

και έπεται ότι ∣∣∣∣f (pq
)∣∣∣∣ > 1

qn
.

Για έναν πραγµατικό αριθµό x κοντά στο α µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής
για να πάρουµε

|f(x)| = |f(x)− f(α)| = |f ′(ζ)| |x− α|
για κάποιο ζ τέτοιο ώστε |ζ −α| 6 |α−x|. Επιλέγουµε x = p/q το οποίο από την παραπάνω υπόθεση
ικανοποιεί την |p/q − α| 6 1, και έτσι για το ζ έχουµε ότι |ζ − α| 6 |p/q − α| 6 1. Θέτουµε

M = sup{1, |f ′(ζ)| : |ζ − α| 6 1}.

Τότε, συνδυάζοντας τις τρεις προηγούµενες σχέσεις έχουµε

1

qn
6

∣∣∣∣f (pq
)∣∣∣∣ = |f ′(ζ)| ∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣ 6M

∣∣∣∣pq − α
∣∣∣∣ ,

το οποίο είναι και το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 4.2. Μπορούµε να ακολουθήσουµε την µέθοδο της απόδειξης του παραπάνω ϑεωρήµα-
τος όταν α = 1+

√
5

2 . Τότε f(x) = x2 − x− 1 και f ′(x) = 2x− 1. Καθώς παίρνουµε όλο και καλύτερες
προσεγγίσεις p/q του α, το ζ, το οποίο ϐρίσκεται µεταξύ των α και p/q πρέπει να προσεγγίζει όλο και
καλύτερα τον α, δηλαδή, η |f ′(ζ)| πρέπει να προσεγγίζει όλο και καλύτερα την |f ′(α)| =

√
5. ΄Ετσι,

δεν µπορούµε να πάρουµεM µεγαλύτερο από
√
5, και αυτό επιβεβαιώνοντας το γεγονός ότι η σταθερά

του ϑεωρήµατος του Hurwitz είναι ϐέλτιστη.

Το ϑεώρηµα του Liouville έχει ϐελτιωθεί : για οποιονδήποτε αλγεβρικό αριθµό α (οποιουδήποτε
ϐαθµού) και για κάθε κ > 2 υπάρχει µια σταθερά c = c(α, κ) τέτοια ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c

qκ

για όλους τους ϱητούς p/q. Από το ϑεώρηµα του Dirichlet ϕαίνεται ότι αυτό είναι το καλύτερο δυνατό
αποτέλεσµα, αφού δεν µπορούµε να πάρουµε κ 6 2. Παραδόξως, δεν υπάρχουν γνωστοί τύποι
ή µέθοδος υπολογισµού της σταθεράς c(α, κ) εν γένει. Υπάρχουν µόνο για συγκεκριµένους α και
συγκεκριµένες τιµές του κ. Για παράδειγµα, c( 3

√
2, 2.955) > 10−6, δηλαδή,∣∣∣∣ 3

√
2− p

q

∣∣∣∣ > 10−6

q2.955

για όλους τους ϱητούς p/q.

Ορισµός 4.3. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός α λέγεται αριθµός Liouville αν ο α είναι άρρητος και για
κάθε n > 1 υπάρχουν ακέραιοι p, q µε q > 0 τέτοιοι ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn
.
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Παράδειγµα 4.4. Ο

α =

∞∑
k=1

1

10k!

είναι αριθµός Liouville.

Απόδειξη. ΄Εστω αN το άθροισµα των N πρώτων όρων της σειράς. Τότε,

αN =
1

10
+

1

102
+ · · ·+ 1

10N !

=
10N !−1 + 10N !−2 + · · ·+ 10N + 1

10N !

=
10n1
10N !

=
p

10N !
,

για κάποιον ακέραιο p, ο οποίος είναι της µορφής 10n+ 1, άρα είναι σχετικά πρώτος προς τον 10N !.
Τότε, ∣∣∣α− p

10N !

∣∣∣ = 1

10(N+1)!
+

1

10(N+2)!
+

1

10(N+3)!
+ · · ·

<
2

10(N+1)!
<

1

(10N !)N
.

΄Ετσι, για κάθε N µπορούµε να ϐρούµε µια πολύ καλή προσέγγιση του α από ϱητούς, και έτσι ο α
είναι αριθµός Liouville.

Θεώρηµα 4.5. Κάθε αριθµός Liouville είναι υπερβατικός.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το συµπέρασµα δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχει ένας αριθµός Liouville α ο
οποίος είναι αλγεβρικός ϐαθµού n, για κάποιο n. Παρατηρήστε ότι n > 1 αφού ο α είναι άρρητος.
Τότε, από το Θεώρηµα 4.1 έπεται ότι υπάρχει M > 1 τέτοιος ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1

Mqn

για όλους τους ακέραιους p, q > 0. Επιλέγουµε έναν ακέραιο k > n τέτοιον ώστε qk > qnM . Τότε,
αφού ο α είναι αριθµός Liouville, µπορούµε να ϐρούµε ακέραιους p, q > 0 τέτοιους ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qk
<

1

Mqn

λόγω της επιλογής του k. Το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα κάθε αριθµός Liouville είναι υπερβατικός.

΄Εστω E το σύνολο όλων των αριθµών Liouville.

Θεώρηµα 4.6. Το σύνολο E έχει µέτρο Lebesgue µηδέν στο [0, 1].
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Απόδειξη. Από τον ορισµό έχουµε α ∈ E αν και µόνο αν α ∈ Qc και για κάθε k > 1 υπάρχουν
ακέραιοι p, q > 0 τέτοιοι ώστε ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qk
.

΄Αρα,

E = Qc ∩

[ ∞⋂
k=1

∞⋃
p=−∞

∞⋃
q=2

(
p

q
− 1

qk
,
p

q
+

1

qk

)]

= Qc ∩
∞⋂
k=1

Gk,

όπου Gk =
⋃∞
p=−∞

⋃∞
q=2

(
p
q −

1
qk
, pq +

1
qk

)
. Παρατηρούµε ότι

Gk ∩ [0, 1] ⊆
∞⋃
q=2

q⋃
p=0

(
p

q
− 1

qk
,
p

q
+

1

qk

)
.

΄Εστω µ το µέτρο Lebesgue στο R. Τότε

µ(Gk ∩ [0, 1]) 6
∞∑
q=2

q∑
p=0

µ

((p
q
− 1

qk
,
p

q
+

1

qk

))

=

∞∑
q=2

q∑
p=0

2

qk

=

∞∑
q=2

2(q + 1)

qk

6 4

∞∑
q=2

1

qk−1
.

Για να ϕράξουµε αυτό το άθροισµα παρατηρούµε ότι

1

qk−1
<

∫ q

q−1

dt

tk−1

επειδή tk−1 6 qk−1 για t ∈ [q − 1, q]. ΄Ετσι,

∞∑
q=2

1

qk−1
<

∫ ∞
1

dt

tk−1
=

1

k − 2
.

΄Αρα, µ(Gk ∩ [0, 1]) 6 4/(k − 2). Αλλά E ∩ [0, 1] ⊆ Gk ∩ [0, 1] για κάθε k, άρα

µ(E ∩ [0, 1]) 6
4

k − 2

για κάθε k > 2. Συνεπώς, µ(E ∩ [0, 1]) = 0.
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5 Η αρχή της ϑεωρίας των υπερβατικών αριθµών

Θεώρηµα 5.1. Υπάρχουν υπερβατικοί αριθµοί.

Η πρώτη απόδειξη ύπαρξης υπερβατικών αριθµών δόθηκε από τον Liouville. Πριν δώσουµε την
απόδειξή του, ϑα δούµε την απόδειξη του Cantor.

Η απόδειξη του Cantor: Η ιδέα αυτής της απόδειξης είναι ότι οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί είναι
αριθµήσιµοι, ενώ το σύνολο όλων των πραγµατικών αριθµών είναι υπεραριθµήσιµο, οπότε ϑα πρέπει
να υπάρχουν πραγµατικοί υπερβατικοί αριθµοί. Ορίζουµε

P (n) =

f(x) =
n∑
j=0

ajx
j ∈ Z[x] : 1 6

n∑
j=0

|aj | 6 n

 .

Παρατηρούµε ότι τα P (n) είναι πεπερασµένα σύνολα. Επίσης, κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο στο Z[x]
ανήκει σε κάποιο από τα P (n). Θεωρώντας τις ϱίζες των πολυωνύµων των P (1), P (2), . . . (στο k-οστό
στάδιο συλλέγουµε τις πραγµατικές ϱίζες των πολυωνύµων του P (k) που δεν είναι ϱίζες πολυωνύµων
του P (j) για j < k) έχουµε ότι το σύνολο των ϱιζών (και κατ΄ επέκταση των αλγεβρικών αριθµών) είναι
αριθµήσιµο. 2

Η απόδειξη του Liouville δόθηκε στο Θεώρηµα 4.5 που ισχυρίζεται ότι κάθε αριθµός Liouville
είναι υπερβατικός. Βέβαια, χρειάζεται να αποδειχθεί και η ύπαρξη αριθµών Liouville η οποία έπεται
από το Παράδειγµα 4.4.

Παράδειγµα 5.2. Θα δείξουµε ότι ο

α =

∞∑
j=0

1

2j!

είναι αριθµός Liouville.
Αρχικά, παρατηρούµε ότι το δυαδικό ανάπτυγµα του α περιέχει οσοδήποτε µεγάλες ακολουθίες

διαδοχικών µηδενικών ψηφίων, άρα ο α δεν µπορεί να είναι ϱητός. Σταθεροποιούµε έναν ϑετικό
ακέραιο n και ϑεωρούµε τον

p

q
=

n∑
j=0

1

2j!
,

µε p, q ∈ Z και q = 2n! > 1. Τότε,

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = ∞∑
j=n+1

1

2j!
<

∞∑
j=(n+1)!

1

2j
=

1

2(n+1)!−1 6
1

2n(n!)
=

1

qn
.

΄Αρα, ο α είναι αριθµός Liouville. ΄Επεται µάλιστα από τα παραπάνω ότι είναι υπερβατικός.

Παρατήρηση 5.3. Υπάρχει και πιο ισχυρή έκδοση του Θεωρήµατος 4.1:

Θεώρηµα 5.4 (Thue-Siegel-Roth). ΄Εστω α αλγεβρικός και άρρητος. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχουν το
πολύ πεπερασµένα το πλήθος Ϲεύγη ακεραίων (p, q) µε q > 0 τέτοια ώστε∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ε
.
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∆εν είναι γνωστό αν στην παραπάνω ανισότητα µπορούµε να αντικαταστήσουµε το δεξί της µέλος
µε το A/q2 όπου A = A(α) µία ϑετική σταθερά που εξαρτάται µόνο από το α.

Με αφορµή το Παράδειγµα 5.2 ας υποθέσουµε ότι µας δίνουν µια ακολουθία ϑετικών ακεραίων
{ak}∞k=1 µε a1 < a2 < . . .. Η σειρά

∑∞
k=0

1
2ak

είναι υπερβατικός αριθµός αν η ακολουθία {ak} αυξάνει
αρκετά γρήγορα, δηλαδή

lim inf
k→∞

ak+1

ak
=∞.

Από την άλλη πλευρά, κάποιες ακολουθίες που αυξάνουν πολύ πιο αργά ενδέχεται να οδηγούν κι
αυτές σε υπερβατικούς αριθµούς, µια παρατήρηση που έκανε πρώτος ο Erdos. Το επόµενο ϑεώρηµα
επιβεβαιώνει ότι η παρατήρηση του Erdos ισχύει. Και ο παρακάτω αριθµός δεν είναι αριθµός Liouville.

Θεώρηµα 5.5. Ο αριθµός
∑∞
k=0

1

22k
είναι υπερβατικός.

Για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα, για ϑετικούς ακεραίους k και m, ορίζουµε c(k,m) να είναι το
πλήθος των m-άδων (j1, j2, . . . , jm) µη αρνητικών ακεραίων για τους οποίους

k = 2j1 + 2j2 + · · ·+ 2jm .

Λήµµα 5.6. c(k,m) 6 m2m.

Απόδειξη. Κάνουµε επαγωγή στο m. Για m = 1 έχουµε c(k,m) ∈ {0, 1} για κάθε k, άρα το συµπέρα-
σµα ισχύει.

Υποθέτουµε ότι m > 1. Αν ο k έχει περισσότερα από m µη µηδενικά δυαδικά ψηφία, τότε έπεται
ότι c(k,m) = 0. Αν ο k έχει ακριβώςm µη µηδενικά δυαδικά ψηφία, τότε c(k,m) = m! 6 mm 6 m2m

(j1 αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε από τα m µη µηδενικά ψηφία, j2 αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε από τα
υπόλοιπα m − 1 µη µηδενικά ψηφία, και ούτω καθεξής). Αν ο k έχει λιγότερα από m µη µηδενικά
δυαδικά ψηφία, τότε για κάποιους ακεραίους r και s µε 1 6 r < s 6 m, έχουµε jr = js. Στην
περίπτωση αυτή, 2jr + 2js = 2jr+1, και συµπεραίνουµε ότι

c(k,m) 6

(
m

2

)
c(k,m− 1) 6 m2(m− 1)2m−2 6 m2m,

συνεπώς η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

;

Λήµµα 5.7. ΄Εστω t και m ϑετικοί ακέραιοι. Τότε, c(k,m) = 0 για κάθε ακέραιο k ∈ (2t+1 + 2t+2 +
· · ·+ 2t+m, 2t+m+1).

Απόδειξη. Αυτό προκύπτει από την απόδειξη του Λήµµατος 5.6 αφού ο k έχει > m µη µηδενικά
δυαδικά ψηφία.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.5. ΄Εστω α =
∑∞
k=0

1

22k
. ΄Εστω m ϑετικός ακέραιος. Τότε από τον

ορισµό του c(k,m) έπεται ότι

αm =

( ∞∑
k=0

1

22k

)m
=

∞∑
k=1

c(k,m)

2k
.
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΄Εστω t ϑετικός ακέραιος. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.7 και στη συνέχεια το Λήµµα 5.6, έχουµε{
22

t1+···+2t+m

αm
}
6 22

t+1+···+2t+m
∞∑

k=2t+1+···+2t+m+1

c(k,m)

2k

6 22
t+1+···+2t+m

∞∑
k=2t+m+1

c(k,m)

2k

6 22
t+1+···+2t+m

m2m
∞∑

k=2t+m+1

1

2k

6 22
t+1+···+2t+m

m2m2−2
t+m+1+1 = 21−2

t+1

m2m.

Αν σταθεροποιήσουµε το m και αφήσουµε το t να τείνει στο άπειρο, ϐλέπουµε ότι το δυαδικό ανά-
πτυγµα του αm περιέχει οσοδήποτε µεγάλες ακολουθίες διαδοχικών µηδενικών ψηφίων. Με την ίδια
λογική, ϐλέπουµε ότι, γενικότερα, αν b0, b1, . . . , bm είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, τότε το δυαδικό α-
νάπτυγµα του b0 + b1α+ · · ·+ bmα

m περιέχει οσοδήποτε µεγάλες ακολουθίες διαδοχικών µηδενικών
ψηφίων. Μάλιστα, εάν b0, b1, . . . , bm και c0, c1, . . . , cm είναι µη αρνητικοί ακέραιοι και αν έχουµε τα
δυαδικά αναπτύγµατα

{b0 + b1α+ · · ·+ bmα
m} = (0.d1d2d3 . . .)2

και
{c0 + c1α+ · · ·+ cmα

m} = (0.d′1d
′
2d
′
3 . . .)2,

τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο N , υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος j για τον οποίο

dj+1 = dj+2 = · · · = dj+N = d′j+1 = d′j+2 = · · · = d′j+N = 0.

Επιπλέον, µπορούµε να επιλέξουµε τους N και j έτσι ώστε

N = 2t και j = 2t+1 + · · ·+ 2t+m

µε τον t ακέραιο όσο µεγάλο (αλλά ίσως όχι όσο µικρό) ϑέλουµε.
Τώρα, ας υποθέσουµε ότι ο α είναι ϱίζα του f(x) =

∑n
j=0 ajx

j ∈ Z[x] µε an > 0 (το οποίο ισχύει
αν ο α είναι αλγεβρικός). Τότε µπορούµε να γράψουµε το f(x) στη µορφή

f(x) =

n∑
j=0

bjx
j −

n∑
j=0

cjx
j ,

όπου οι bj και cj είναι µη αρνητικοί ακέραιοι µε bjcj = 0 για κάθε j. Ειδικότερα, bn = an > 0 και
cn = 0. Παίρνουµεm = n−1, και ορίζουµεN = 2t, όπου t είναι ένας ϑετικός ακέραιος και ο j = j(t)
είναι όπως παραπάνω. Τότε, οι

2j+2t−2
n−1∑
j=0

biα
i και 2j+2t−2

n−1∑
j=0

ciα
i

διαφέρουν και οι δύο από έναν ακέραιο απόσταση 6 1/2N−2
t−2

= 1/22
t−1+2t−2

. Αν γράψουµε

2j+2t−2
n−1∑
i=0

biα
i = m1 + θ1 και 2j+2t−2

n−∑
i=0

ciα
i = m2 + θ2,
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όπου m1 και m2 είναι οι µεγαλύτεροι ακέραιοι στις παραπάνω εκφράσεις, τότε ϐλέπουµε ότι αφού
f(a) = 0,

(5.1) 2j+2t−2

bnα
n = m3 + θ3 µε m3 ∈ Z και |θ3| = |θ1 − θ2| 6

1

22t−1+2t−2 .

Από την άλλη πλευρά, δεδοµένου ότι το j έχει την παραπάνω µορφή, από τον ορισµό του c(k,m)
παίρνουµε c(j + 2t−1, n) > 1 και c(k, n) = 0 για κάθε k ∈ (j + 2t−2, j + 2t−1). Για t αρκετά µεγάλο,
έχουµε ότι

2j+2t−2

bn

∞∑
k=j+2t−2+1

c(k, n)

2k
= 2j+2t−2

bn

∞∑
k=j+2t−1

c(k, n)

2k

6 2j+2t−2

bnn
2n2−j−2

t−1+1

= 21−2
t−2

bnn
2n <

1

22t−3

και

2j+2t−2

bn

∞∑
k=j+2t−2+1

c(k, n)

2k
> 2j+2t−2

bn2
−j−2t−1

= 2−2
t−2

bn >
1

22t−2 .

΄Επεται ότι η (5.1) δεν ισχύει, άρα έχουµε άτοπο και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 2

12


