
Το ϑεώρηµα του Wiener

Αργύριος Πετρόπουλος και Αργύρης Πετρόπουλος

1 Εισαγωγή

Σε αυτήν την εργασία µελετάµε το ϑεώρηµα του Wiener στην κλασσική του µορφή: Αν µια περιοδική
συνάρτηση f µε f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ T έχει απολύτως συγκλίνουσα σειρά Fourier, τότε και η 1

f έχει
την ίδια ιδιότητα.

Το µεγαλύτερο µέρος της εργασίας αφιερώνεται στην σύντοµη και κοµψή απόδειξη του Gelfand
που χρησιµοποιεί αλγεβρικές τεχνικές, µέσω της ϑεωρίας αλγεβρών Banach. Στη συνέχεια, ϑα δούµε
µια απόδειξη του Newmann και κάποιες παραλλαγές του ϑεωρήµατος.

Ειδικότερα:

• Στην Παράγραφο 2 παραθέτουµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα της ϑεωρίας αλγεβρών Banach,
που ϑα µας χρειαστούν. Στόχος µας είναι να εξετάσουµε το πρόβληµα της αντιστρεψιµότη-
τας ενός στοιχείου µιας άλγεβρας Banach µέσω της µελέτης των ιδεωδών και των γραµµικών
πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών της.

• Στην Παράγραφο 3 αποδεικνύουµε ότι ο χώρος µεστοιχεία τις περιοδικές συναρτήσεις µε α-
πολύτως συγκλίνουσα σειρά Fourier είναι άλγεβρα Banach µε µια κατάλληλη νόρµα. ΄Επειτα,
µέσω της ϑεωρίας που αναπτύξαµε στην Παράγραφο 2 αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα του Wiener.

• Στην Παράγραφο 4 παραθέτουµε την απόδειξη του Newmann που χρησιµοποιεί στοιχειώδεις
αναλυτικές µεθόδους.

• Στην Παράγραφο 5 δίνουµε κάποιες παραλλαγές και γενικεύσεις.

2 Γενικά στοιχεία Αλγεβρών Banach

Ορισµός 2.1. (α) ΄Ενας γραµµικός χώρος A πάνω από το σώµα C των µιγαδικών αριθµών, καλείται
µιγαδική άλγεβρα αν είναι εφοδιασµένος µε µια διµελή πράξη

(2.1) (x, y) 7→ xy : A×A −→ A

που την καλούµε πολλαπλασιασµό, έτσι ώστε :

• x(yz) = (xy)z (προσεταιριστική ιδιότητα)

• x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx+ zx (επιµεριστική ιδιότητα)

• λ(xy) = (λx)y = x(λy)
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για κάθε x, y, z ∈ A και λ ∈ C.
(ϐ) Μια άλγεβρα A καλείται µεταθετική αν

(2.2) xy = yx για κάθε x, y ∈ A.

(γ) Μια άλγεβρα µε µονάδα είναι µια άλγεβρα A στην οποία υπάρχει ένα µη-µηδενικό στοιχείο e, ώστε

(2.3) ex = x = xe για κάθε x ∈ A.

(δ) Μια υποάλγεβρα µιας άλγεβρας είναι ένας γραµµικός υπόχωρος που είναι κλειστός ως προς τον
πολλαπλασιασµό, δηλαδή περιέχει το γινόµενο κάθε Ϲεύγους στοιχείων του.

Ορισµός 2.2. Μια άλγεβρα A καλείται νορµαρισµένη άλγεβρα αν είναι εφοδιασµένη µε µια νόρµα,
δηλαδή µια απεικόνιση

(2.4) ‖ · ‖ : A → R, x 7→ ‖x‖

µε τις ιδιότητες

• ‖x‖ > 0 για κάθε x ∈ A και ‖x‖ = 0 αν και µόνο αν x = 0.

• ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ για κάθε λ ∈ C και x ∈ A.

• ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ για κάθε x, y ∈ A.

Επιπλέον, πρέπει η νόρµα αυτή να είναι υποπολλαπλασιαστική, δηλαδή

(2.5) ‖xy‖ 6 ‖x‖ · ‖y‖ για κάθε x, y ∈ A.

Σχόλιο 2.3. Λόγω της υποπολλαπλασιαστικότητας, αν µια νορµαρισµένη άλγεβρα έχει ταυτοτικό
στοιχείο e, τότε ‖e‖A > 1. Αποδεικνύεται ότι υπάρχει πάντα µια νόρµα ‖ · ‖0, ισοδύναµη µε την ‖ · ‖A,
ώστε ‖e‖0 = 1.

Οπότε σε αυτήν την εργασία ϑα ϑεωρούµε ότι ‖e‖A = 1.

Ορισµός 2.4. Μια νορµαρισµένη άλγεβρα (A, ‖ ·‖A) καλείται άλγεβρα Banach αν ο χώρος µε νόρµα
(A, ‖ · ‖A) είναι πλήρης, δηλαδή χώρος Banach.

Σχόλια 2.5. Η υποπολλαπλασιαστικότητα της νόρµας είναι κάτι περισσότερο απ¨ ότι χρειάζεται στον
ορισµό µιας άλγεβρας Banach. Σύµφωνα µε τον Gelfand, η συνθήκη αυτή µπορεί να αντικατασταθεί
από την ασθενέστερη συνθήκη της χωριστής συνέχειας του πολλαπλασιασµού, δηλαδή την απαίτηση
ότι η διγραµµική απεικόνιση

(2.6) (x, y) 7→ xy : A×A −→ A

είναι συνεχής ως προς καθεµία από τις µεταβλητές x και y.
Ο λόγος γι¨ αυτήν την αλλαγή είναι ότι η υποπολλαπλασιαστικότητα δεν παραµένει αναλλοίωτη

κάτω από τοπολογικούς ισοµορφισµούς. Εµείς όµως ϑα χρησιµοποιούµε στην εργασία αυτή τον
ορισµό µε την υποπολλαπλασιαστικότητα.
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Ορίσαµε λοιπόν αυτήν την σπουδαία κλάση αλγεβρών, τις άλγεβρες Banach. Η σπουδαιότητά
τους οφείλεται στο γεγονός ότι πολλές κλασσικές άλγεβρες που εµφανίζονται στις εφαρµογές, είναι
τέτοιου τύπου. Η έννοια µιας αφηρηµένης άλγεβρας Banach εισήχθη για πρώτη ϕορά από τον M.
Nagumo το 1936, ο οποίος χρησιµοποιούσε τον όρο «γραµµικός µετρικός δακτύλιος». Ο Gelfand
ονόµαζε τις άλγεβρες Banach «νορµαρισµένους δακτυλίους», ενώ ο Naimark «δακτυλίους Banach». Ο
όρος «άλγεβρα Banach» που έχει επικρατήσει τα τελευταία χρόνια, χρησιµοποιήθηκε για πρώτη ϕορά
από τον W. Ambrose το 1945.

Θα δώσουµε τώρα κάποια (τρία) παραδείγµατα αλγεβρών Banach. Εκείνο που διαφοροποιεί κάθε
ένα από αυτά τα παραδείγµατα είναι ο πολλαπλασιασµός. Τα παραδείγµατα αυτά ταξινοµούνται σε
άλγεβρες συναρτήσεων, άλγεβρες τελεστών ή άλγεβρες οµάδων, αναλόγως αν ο πολλαπλασιασµός
ορίζεται κατά σηµείο, ως σύνθεση ή από την συνέλιξη αντίστοιχα.

Παραδείγµατα 2.6. (1) (΄Αλγεβρα συναρτήσεων) ΄Εστω Ω ένας συµπαγής χώρος Hausdorff. ΄Εστω
C(Ω) ο χώρος όλων των συναρτήσεων µε µιγαδικές τιµές, που είναι ορισµένες στο Ω. Ο C(Ω) είναι
χώρος Banach µε τη νόρµα

‖x‖ = max
t∈Ω
|x(t)|.

Επίσης, εύκολα ϐλέπουµε ότι ‖xy‖ 6 ‖x‖ ‖y‖, οπότε ο χώρος C(Ω) είναι άλγεβρα Banach µε τον
πολλαπλασιασµό κατά σηµείο. Μάλιστα, είναι µεταθετική άλγεβρα µε µονάδα.
(2) (΄Αλγεβρα τελεστών) Αν ο E είναι χώρος Banach, τότε το σύνολο B(E) των ϕραγµένων γραµµικών
τελεστών T : E → E είναι άλγεβρα Banach:

• Είναι άλγεβρα ως προς τις γραµµικές πράξεις κατά σηµείο και µε πολλαπλασιασµό την σύνθεση.

• Είναι χώρος Banach ως προς τη νόρµα

‖T‖ = sup{‖Tx‖E : x ∈ E, ‖x‖E 6 1}.

• Ισχύει η ‖TS‖ 6 ‖T‖ · ‖S‖ για κάθε T, S ∈ B(E).

Αυτή η άλγεβρα Banach είναι πολύ σηµντική. Ισχύει το εξής ϑεώρηµα:

«΄Εστω A µια άλγεβρα Banach. Τότε, υπάρχει ένας χώρος Banach E ώστε η A να είναι
ισόµορφη µε µια υποάλγεβρα του B(E).»

(3) (΄Αλγεβρα οµάδων) ΄Εστω L1(R) ο χώρος Banach που έχει στοιχεία τις απολύτως ολοκληρώσιµες
συναρτήσεις, και νόρµα την

‖x‖ =

∫
R
|x(t)| dt, x ∈ L1(R).

Ο πολλαπλασιασµός στον L1(R) ορίζεται ως η συνέλιξη

x ∗ y =

∫
R
x(t− τ)y(τ) dτ.

Η συνέλιξη είναι µεταθετική και προσεταιριστική, και

‖x ∗ y‖ =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
x(t− τ)y(τ) dτ

∣∣∣∣ dt 6 ∫
R

∫
R
|x(t− τ)| |y(τ)| dτ dt

=

∫
R

(∫
R
|x(t− τ)| dt

)
dτ = ‖x‖ · ‖y‖.

Η άλγεβρα αυτή δεν έχει µονάδα.
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Συνεχίζουµε τώρα την γενική ϑεωρία µε τη µελέτη της αντιστρεψιµότητας και του ϕάσµατος ενός
στοιχείου σε µια άλγεβρα Banach, µε στόχο τελικά να αποδείξουµε το περίφηµο ϑεώρηµα Gelfand-
Mazur.

Πριν τους ορισµούς µια παρατήρηση:

Παρατήρηση 2.7. Αποδεικνύεται σχετικά εύκολα (αλλά ϑέλει κάποια δουλειά) ότι κάθε άλγεβρα
Banach χωρίς µονάδα µπορεί να επεκταθεί σε µια άλγεβρα Banach µε µονάδα.

Ορισµός 2.8. ΄Εστω A µια µιγαδική άλγεβρα µε µονάδα e. ΄Ενα στοιχείο x ∈ A λέγεται αντιστρέψιµο
αν υπάρχει y ∈ A ώστε

(2.7) xy = yx = e.

Αν υπάρχει τέτοιο y, είναι µοναδικό και συµβολίζεται µε x−1.
Θα συµβολίζουµε µε G(A) το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων της A, το οποίο µάλιστα είναι

οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό.

Ορισµός 2.9. (α) ΄Εστω A,B άλγεβρες. ΄Ενας οµοµορφισµός είναι µια απεικόνιση ϕ : A → B τέτοια
ώστε, για κάθε x, y ∈ A,

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)

ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).

Αν επιπλέον η ϕ είναι 1− 1 και επί, τότε η ϕ λέγεται ισοµορφισµός.
(ϐ) ΄Εστω A,B νορµαρισµένες άλγεβρες και ϕ : A → B. Αν

(2.8) ‖ϕ(f)‖B = ‖f‖A

για κάθε f ∈ A τότε λέµε ότι η απεικόνιση ϕ είναι ισοµετρία.

Ορισµός 2.10. (α) ΄Εστω A µια άλγεβρα µε µονάδα e. Το ϕάσµα ενός x ∈ A είναι το σύνολο

(2.9) σA(x) = {λ ∈ C : λe− x /∈ G(A)}.

(ϐ) Η επιλύουσα του x είναι το σύνολο

(2.10) ρA(x) = C \ σA(x).

(γ) Η ϕασµατική ακτίνα του x σε µια νορµαρισµένη άλγεβρα A είναι η ποσότητα

(2.11) rA(x) = sup{|λ| : λ ∈ σA(x)}.

Ο όρος «ϕάσµα» χρησιµοποιήθηκε από τον D. Hilbert στη ϕασµατική ϑεωρία του το 1906. ΄Οµως,
ο όρος αυτός εισήχθη για πρώτη ϕορά το 1897 από τον Wirtinger, όταν µελετώντας τις λύσεις κάποιων
διαφορικών εξισώσεων ειδικής µορφής, διεπίστωσε ότι υπήρχαν οµοιότητες µε το οπτικό ϕάσµα των
µορίων.

Σχόλια 2.11. (α) Αποδεικνύεται ότι το ϕάσµα σA(x) ενός στοιχείου µιας άλγεβρας Banach µε µονάδα
είναι µη-κενό συµπαγές υποσύνολο του C.
(ϐ) Αποδεικνύεται ότι, για κάθε x ∈ A,

(2.12) rA(x) = lim
n→∞

‖xn‖1/nA

(ϑεώρηµα Beurling-Gelfand).
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Πρόταση 2.12. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα e. Αν x ∈ A ώστε rA(x) < 1 τότε το (e− x)
είναι αντιστρέψιµο, και

(2.13) (e− x)−1 = e+

∞∑
n=1

xn.

Επιπλέον, αν ‖x‖A < 1 έχουµε

(2.14) ‖(e− x)−1‖A 6
1

1− ‖x‖A
.

Απόδειξη. Από το (ϐ) του προηγούµενου σχολίου, για ένα σταθερό ξ ώστε rA(x) < ξ < 1, υπάρχει
n ∈ N ώστε ‖xn‖1/nA 6 ξ όταν n > N , δηλαδή

(2.15) ‖xn‖A 6 ξn

όταν n > N . Αφού ξ < 1, έπεται ότι

(2.16)
∞∑
n=1

‖xn‖A < +∞.

Επιπλέον, το µερικό άθροισµα ym = e+
∑m
n=1 x

n συγκλίνει ως προς την ‖ · ‖A στο

(2.17) y = e+

∞∑
n=1

xn.

΄Ετσι έχουµε

(e− x)ym = ym(e− x) =

(
e+

m∑
n=1

xn

)
(e− x)

= e− x+

m∑
n=1

xn −
m∑
n=1

xn+1

= e− xm+1.

Τώρα, ym → y και xm+1 → 0 καθώς m→∞. ΄Ετσι οδηγούµαστε στην

(2.18) (e− x)y = y(e− x) = e.

΄Αρα,

(2.19) (e− x)−1 = y = e+

∞∑
n=1

xn

Επίσης,

‖(e− x)−1‖A 6 1 +

∞∑
n=1

‖xn‖A 6 1 +

∞∑
n=1

‖x‖nA

=
1

1− ‖x‖A
.
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Πρόταση 2.13. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα. Το σύνολο G(A) είναι ανοικτό.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ G(A). Θα δείξουµε ότι η µπάλα B(x, ‖x−1‖−1
A ) περιέχεται στο G(A). Θεωρούµε

y ∈ A ώστε

(2.20) ‖x− y‖A < ‖x−1‖−1
A .

Παρατηρούµε ότι

(2.21) ‖e− x−1y‖A = ‖x−1(x− y)‖A 6 ‖x−1‖A‖x− y‖A < 1,

άρα το x−1y ∈ G(A), αφού x−1y = e−(e−x−1y). Αφού τοG(A) είναι οµάδα, έπεται ότι y ∈ G(A).

Πρόταση 2.14. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα e. Τότε,

(2.22) σA(x) 6= ∅

για κάθε x ∈ A.

Απόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω ότι υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε σA(x) = ∅. Τότε,

(2.23) ρA(x) = C.

΄Εστω x ∈ A. Ορίζουµε f : C→ A µε

(2.24) f(λ) = (λe− x)−1.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα x−1 − y−1 = x−1(y − x)y−1 γράφουµε

f(λ+ h)− f(λ)

h
=

((λ+ h)e− x)−1 − (λe− x)−1

h

=
((λ+ h)e− x)−1(he)(λe− x)−1

h

= ((λ+ h)e− x)−1(λe− x)−1 → (λe− x)−2

καθώς το h→ 0. Συνεπώς, η f είναι ολόµορφη στο C = ρA(x).
Υπολογίζουµε τώρα την f για «µεγάλα» λ. Αν |λ| > ‖x‖A, από την Πρόταση 2.12 ϐλέπουµε ότι

‖f(λ)‖A = ‖(λe− x)−1‖A 6
1

|λ|(1− ‖x‖A/|λ|)

=
1

|λ| − ‖x‖A
→ 0

όταν |λ| → ∞.
∆ηλαδή, η f είναι ακεραία και ϕραγµένη, άρα από το ϑεώρηµα του Liouville η f είναι σταθερή και

ίση µε 0. Ειδικότερα, f(0) = 0, το οποίο µας δίνει x−1 = 0. Αυτό είναι άτοπο, αφού xx−1 = e 6= 0.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε το ϑεώρηµα Gelfand-Mazur.
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Θεώρηµα 2.15. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα e, η οποία είναι επιπλέον σώµα. Τότε, η A
είναι ισόµορφη µε το C. Επίσης, αν ‖e‖A = 1 τότε η A είναι ισοµετρικά ισόµορφη µε το C.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση θ : C→ A µε z 7→ ze. Προφανώς η θ είναι 1− 1. ΄Εστω a ∈ A.
Από την Πρόταση 2.14 έχουµε σA(a) 6= ∅, άρα υπάρχει z ∈ C τέτοιο ώστε z /∈ G(A). Αφού η A είναι
σώµα, έχουµε G(A) = A \ {0}. ΄Ετσι, ze = a, δηλαδή θ(z) = a. Αυτό αποδεικνύει ότι η θ είναι και
επί.

Αν ‖e‖A = 1 τότε

(2.25) ‖x‖A = ‖ze‖A = |z| · ‖e‖A = |z|

για κάθε z ∈ C.

Το Θεώρηµα 2.15 δηµοσιεύτηκε πρώτα από τον Mazur, ο οποίος το απέδειξε για άλγεβρες πάνω
από το σώµα των πραγµατικών αριθµών, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Frobenius για πεπερα-
σµένα σώµατα. Η πρώτη απόδειξη για τη µιγαδική περίπτωση δόθηκε από τον Gelfand το 1941,
στην εργασία του για τη ϑεωρία αλγεβρών Banach. Η απόδειξη που περιγράψαµε, που χρησιµοποιεί
ϑεωρία µιγαδικών συναρτήσεων, οφείλεται στον Arens.

2.1 Ιδεώδη και χώροι πηλίκο

Υπενθυµίζουµε ότι µια άλγεβρα είναι πάντα δακτύλιος. Οπότε, αυτά που ϑα οριστούν παρακάτω για
δακτυλίους, ισχύουν και για άλγεβρες.

Ορισµός 2.16. (α) Αριστερό ιδεώδες I ενός δακτυλίου R είναι ένας γραµµικός υπόχωρος του R µε
την εξής ιδιότητα : για κάθε x ∈ R και y ∈ I ισχύει yx ∈ I. Αντίστοιχα ορίζουµε και το δεξί ιδεώδες.
(ϐ) Λέµε ότι το I είναι ιδεώδες του R αν είναι και δεξί και αριστερό ιδεώδες.
(γ) Κάθε δακτύλιος R έχει δύο τετριµµένα ιδεώδη, τα I = R και I = {0}. Κάθε µη-τετριµµένο ιδεώδες
του R το λέµε γνήσιο ιδεωδες του R.
(δ) Μεγιστικό ιδεώδες του R λέµε ένα µη-τετριµµένο ιδεώδες I για το οποίο δεν υπάρχει κανένα γνήσιο
ιδεώδες J το οποίο να περιέχει γνήσια το I.

Πρόταση 2.17. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα e, και έστω I ένα ιδεώδες του R. Αν το I περιέχει
ένα αντιστρέψιµο στοιχείο, τότε I = R.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ I, αντιστρέψιµο. Τότε, υπάρχει το x−1 ∈ R, άρα e = xx−1 ∈ I. Αφού e ∈ I, για
κάθε y ∈ R ισχύει y = ey ∈ I. ΄Ετσι, I = R.

Πρόταση 2.18. Κάθε γνήσιο ιδεώδες I ενός δακτυλίου R µε µονάδα, περιέχεται σε ένα µεγιστικό
ιδεώδες.

Για την απόδειξη αυτής της πρότασης ϑα χρησιµοποιήσουµε το λήµµα του Zorn: Αν σε ένα µερικώς
διατεταγµένο σύνολο, κάθε αλυσίδα (ολικά διατεταγµένο υποσύνολο) έχει άνω ϕράγµα στο S, τότε το
S έχει τουλάχιστον ένα µεγιστικό στοιχείο.

Απόδειξη της Πρότασης (2.18). ΄ΕστωR δακτύλιος µε µονάδα e. ΄Εστω S το σύνολο των γνησίων ιδεωδών
του R που περιέχουν το I. Το S είναι µερικώς διατεταγµένο σύνολο µε τη σχέση του περιέχεσθαι.
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Ισχυριζόµαστε ότι κάθε αλυσίδα, δηλαδή κάθε ολικά διατεταγµένο υποσύνολο U του S, έχει άνω
ϕράγµα στο S. Πράγµατι, το

(2.26) K0 =
⋃
K∈U

K

είναι ιδεώδες του R και µάλιστα γνήσιο, αφού e /∈ K0. ΄Ετσι, K0 ∈ S και προφανώς είναι άνω ϕράγµα
της U . Από το λήµµα του Zorn, το S έχει µεγιστικό στοιχείο, έστω M . Το M είναι µεγιστικό ιδεώδες
του R, αφού αν I ′ είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R µεM ⊆ I ′, τότε I ⊆ I ′ και συνεπώς I ′ ∈ S. Εφόσον
το ιδεώδες M είναι µεγιστικό στοιχείο του S, έχουµε I ′ = M . 2

Η επόµενη πρόταση είναι πολύ χρήσιµη, καθώς δίνει ένα κριτήριο αντιστρεψιµότητας που ϑα
χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Wiener.

Πρόταση 2.19. ΄Ενα στοιχείο x σε ένα µεταθετικό δακτύλιο R µε µονάδα e είναι αντιστρέψιµο αν και
µόνο αν το x δεν περιέχεται σε κανένα µεγιστικό ιδεώδες του R.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εστω x ∈ R αντιστρέψιµο, και έστω x ∈ I για κάποιο ιδεώδες I του R. Θα δείξουµε
ότι το I δεν είναι µεγιστικό. Πράγµατι, από την Πρόταση 2.17 έχουµε I = R. ΄Αρα, το I δεν είναι
µεγιστικό.
(⇐=) ΄Εστω ότι το x δεν περιέχεται σε κανένα µεγιστικό ιδεώδες. Θεωρούµε το σύνολο

(2.27) xR = {xy : y ∈ R}.

Προφανώς το xR είναι ιδεώδες του R. Από την Πρόταση 2.18 το ιδεώδες I = xR περιέχεται σε κάποιο
µεγιστικό ιδεώδες του R. Αυτό είναι άτοπο, αφού το x δεν περιέχεται σε κανένα µεγιστικό ιδεώδες.

Συνεπώς, I = R. Τώρα, αφού το I είναι «µεταθετικό» και e ∈ R = I, έχουµε ότι υπάρχει ένα
στοιχείο y ∈ I τέτοιο ώστε xy = yx = e. ΄Αρα, y = x−1, δηλαδή το x είναι αντιστρέψιµο.

Στα επόµενα ϑεωρούµε γνωστό τον τρόπο µε τον οποίο ορίζεται ο δακτύλιος πηλίκο R/I, όπου R
είναι ένας δακτύλιος και I ένα ιδεώδες του R. Θυµίζουµε τις πράξεις µε τις οποίες γίνεται δακτύλιος
ο R/I:

• (x+ I)(y + I) = xy + I.

• (x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I.

• a(x+ I) = ax+ I.

Ορισµός 2.20. ΄Ενα ιδεώδες I σε έναν δακτύλιο R λέγεται κανονικό αν υπάρχει ένα στοιχείο y ∈ R
ώστε

(2.28) xy ≡ yx ≡ x (mod I).

Αν υπάρχει τέτοιο στοιχείο, το λέµε µονάδα mod I.

Υπενθυµίζουµε ότι όλα τα παραπάνω ισχύουν και για άλγεβρες.

Πρόταση 2.21. ΄Εστω A µια νορµαρισµένη άλγεβρα. Τότε :

(α) Η κλειστή ϑήκη I ενός ιδεώδους I είναι ιδεώδες.
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(ϐ) Κάθε µεγιστικό ιδεώδες είναι κλειστό σύνολο.

Απόδειξη. (α) Θα δείξουµε ότι αν x ∈ I τότε για κάθε y ∈ A έχουµε yx = xy ∈ I (µε τον ίδιο τρόπο
δείχνουµε ότι το I είναι γραµµικός υπόχωρος).

΄Εστω x ∈ I και έστω y ∈ A αυθαίρετο. Υπάρχει ακολουθία (xn) στο I µε ‖xn − x‖A → 0. Τότε,

(2.29) ‖xny − xy‖A = ‖(xn − x)y‖A 6 ‖xn − x‖A‖y‖A → 0.

∆ηλαδή xny → xy όταν n→∞. Αφού xny ∈ I συµπεραίνουµε ότι xy ∈ I.
(ϐ) ΄Εστω ότι το I είναι µεγιστικό ιδεώδες. Από το (α) το I είναι ιδεώδες και περιέχει το I. Αφού το I
είναι µεγιστικό, έχουµε I = I, άρα το I είναι κλειστό σύνολο.

Πρόταση 2.22. ΄Εστω A µια νορµαρισµένη άλγεβρα και I ένα µεγιστικό ιδεώδες της A. Τότε, ο χώρος
A/I είναι νορµαρισµένη άλγεβρα µε τη νόρµα πηλίκο

(2.30) ‖x+ I‖A/I := inf
y∈x+I

‖y‖A = inf{‖x− i‖ : i ∈ I}.

Επίσης, αν η A είναι άλγεβρα Banach, τότε η A/I είναι επίσης άλγεβρα Banach.

Απόδειξη. Θα ελέγξουµε τα αξιώµατα της νόρµασ:

• Αν x+ I ∈ A/I τότε προφανώς ‖x+ I‖A/I > 0 και ισχύει ισότητα αν και µόνο αν

(2.31) inf{‖x− i‖ : i ∈ I} = 0 ⇐⇒ x ∈ I = I ⇐⇒ x+ I = 0 + I.

Χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι I = I, αφού το I είναι µεγιστικό ιδεώδες.

• ΄Εστω x+ I ∈ A/I και λ ∈ C. Τότε,

‖λ(x+ I)‖A/I = ‖λx+ I‖A/I = inf{‖λx− i‖ : i ∈ I}
= inf{‖λx− λi‖ : i ∈ I} = |λ| · inf{‖x− i‖ : i ∈ I}
= |λ| · ‖x+ I‖A/I .

• ΄Εστω x+ I, y + I ∈ A/I. Τότε,

‖(x+ I) + (y + I)‖A/I = ‖(x+ y) + I‖I/I
= inf{‖x+ y − i‖ : i ∈ I} = inf{‖x− i1 + y − i2‖ : i1, i2 ∈ I}
6 inf{‖x− i1‖ : i1 ∈ I}+ inf{‖y − i2‖ : i2 ∈ I}
= ‖x+ I‖A/I + ‖y + I‖A/I .

Αποδείξαµε έτσι ότι η ‖ · ‖A/I είναι νόρµα.
Τώρα, ϑα δείξουµε ότι η A/I είναι νορµαρισµένη άλγεβρα. Πρέπει να δείξουµε ότι η ‖ · ‖A/I

είναι υποπολλαπλασιαστική: ΄Εστω x + I, y + I ∈ A/I. Τότε, από τον ορισµό της ‖ · ‖A/I υπάρχουν
x′ ∈ x+ I και y′ ∈ y + I ώστε

‖x′‖A < ‖x+ I‖A/I + ε και ‖y′‖A < ‖y + I‖A/I + ε.
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Αφού x′y′ ∈ xy + I = (x+ I)(y + I), έχουµε

‖(x+ I)(y + I)‖A/I 6 ‖x′y′‖A 6 ‖x′‖A‖y′‖A
< (‖x+ I‖A/I + ε)(‖y + I‖A/I + ε).

΄Ετσι, όταν ε→ 0+, παίρνουµε το Ϲητούµενο.
Τέλος, αποδεικνύουµε την πληρότητα της A/I.

Πρόταση 2.23. ΄Εστω I ένα µεγιστικό ιδεώδες σε µια άλγεβρα A µε ‖e‖A = 1. Τότε το στοιχείο e+ I
ικανοποιεί την

‖e+ I‖A/I = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A ώστε rA(x) < 1. Τότε το (e − x) είναι αντιστρέψιµο, από την Πρόταση 2.12.
Αλλά, ένα µεγιστικό ιδεώδες δεν περιέχει αντιστρέψιµα στοιχεία, άρα έχουµε

‖e+ I‖A/I > 1.

Επίσης, e ∈ e+ I, οπότε από τον ορισµό της ‖ · ‖A/I έχουµε

‖e+ I‖A/I 6 ‖e‖A = 1.

΄Ετσι, ‖e+ I‖A/I = 1.

Συνεχίζουµε την ανάπτυξη της ϑεωρίας, ϑέλοντας να καταλήξουµε στις συνθήκες κάτω από τις
οποίες η άλγεβρα Banach A/I είναι σώµα.

Πρόταση 2.24. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα e. Τότε, η A είναι σώµα αν και µόνο αν δεν
υπάρχει µη-τετριµµένο γνήσιο ιδεώδες στην A.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η A είναι σώµα. Ξέρουµε ότι κάθε ιδεώδες σε ένα σώµα είναι
τετριµµένο. ∆ηλαδή,

I = A ή I = {0}.

Αντίστροφα, έστω ότι η A έχει µόνο τετριµµένα ιδεώδη. Επίσης, η A είναι ιδεώδες. Κάθε στοιχείο
ενός ιδεώδους είναι της µορφής ra, r, a ∈ A. ΄Αρα, µπορούµε να ϐρούµε x, y ∈ A ώστε xy = e. Αυτό
σηµαίνει ότι y = x−1. Το x ήταν τυχόν, άρα κάθε x ∈ A είναι αντιστρέψιµο. ΄Αρα, η A είναι σώµα.

Πρόταση 2.25. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach και I ένα κανονικό και µεγιστικό ιδεώδες. Τότε, το A/I
είναι σώµα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει ένα µη-αντιστρέψιµο στοιχείο x+ I ∈ A/I. Τότε, το σύνολο

J = {xy + I : y + I ∈ A/I}

είναι ιδεώδες του A/I.
Από τον ορισµό του J έχουµε e + I /∈ J και x + I ∈ J . ΄Αρα, το J είναι µη-τετριµµένο και

µη-κενό ιδεώδες του A/I.
Αφού η αντίστροφη εικόνα ενός ιδεώδους µέσω ενός οµοµορφισµού είναι ιδεώδες, υπάρχει ένα

µη-τετριµµένο ιδεώδες που περιέχει το I ως γνήσιο υποσύνολο. Αυτό είναι άτοπο, αφού το I είναι
µεγιστικό. ΄Αρα, το A/I είναι σώµα.
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Πρόταση 2.26. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα, και I ένα µεγιστικό ιδεώδες. Τότε, η
(A/I, ‖ · ‖A/I) είναι σοµετρικά ισόµορφη µε τους µιγαδικούς αριθµούς.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τις Προτάσεις ;;, 2.24 και 2.25 συµπεραίνουµε ότι το A/I είναι σώµα
και ότι ‖e+ I‖A/I = 1.

Τώρα, χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα Gelfand-Mazur.

2.2 Πολλαπλασιαστικά γραµµικά συναρτησοειδή

Ορισµός 2.27. ΄Ενα γραµµικό συναρτησοειδές ϕ : A → C, όπου A είναι µια άλγεβρα Banach,
λέγεται πολλαπλασιαστικό αν ϕ 6≡ 0 και

(2.32) ϕ(x · y) = ϕ(x)ϕ(y)

για κάθε x, y ∈ A.
΄Εστω ∆(A) το σύνολο όλων των γραµµικών πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών που ορίζονται

στην A. Το σύνολο ∆(A) λέγεται χώρος µεγιστικών ιδεωδών.

Σηµείωση. Είναι εύκολο να δει κνείς ότι, σε µια άλγεβρα Banach (µε ή χωρίς µονάδα), κάθε γραµµικό
πολλαπλασιαστικό συναρτησοειδές είναι συνεχής συνάρτηση.

Το επόµενο ϑεώρηµα (το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη) είναι σηµαντικό για την ανάπτυξη
της ϑεωρίας.

Θεώρηµα 2.28 (Gleason, Kahane, Zelasko). ΄Εστω ϕ ένα γραµµικό συναρτησοειδές, ορισµένο σε µια
άλγεβρα Banach A µε µονάδα. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το ϕ είναι πολλαπλασιαστικό.

(ϐ) ϕ(e) = 1 και ϕ(x) 6= 0 για κάθε x ∈ G(A).

(γ) ϕ(x) ∈ σA(x) για κάθε x ∈ A.

Πρόταση 2.29. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach µε µονάδα e, και ϕ ένα γραµµικό πολλαπλασιαστικό
συναρτησοειδές ορισµένο στην A. Αν x ∈ G(A) τότε

(2.33) ϕ(x−1) = (ϕ(x))−1.

Απόδειξη. Αφού το ϕ είναι πολλαπλασιαστικό και ϕ(e) = 1, έχουµε

(2.34) 1 = ϕ(e) = ϕ(x · x−1) = ϕ(x)ϕ(x−1).

∆ηλαδή, ϕ(x)ϕ(x−1) = 1.

Ορισµός 2.30. Ως πυρήνα ενός ϕ ∈ ∆(A), όπου A είναι µια άλγεβρα Banach, ορίζουµε το σύνολο

(2.35) Ker(ϕ) = {x ∈ A : ϕ(x) = 0}.

Θα εξετάσουµε τώρα τη σχέση ανάµεσα στους πυρήνες των γραµµικών πολλαπλασιαστικών συ-
ναρτησοειδών και τα ιδεώδη σε µια άλγεβρα Banach.

Πρόταση 2.31. ΄Εστω A µια άλγεβρα Banach. Τότε :
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(α) Ο πυρήνας ενός ϕ ∈ ∆(A) είναι ιδεώδες της A.

(ϐ) Κάθε µεγιστικό ιδεώδες της A είναι πυρήνας κάποιου ψ ∈ ∆(A).

Απόδειξη. (α) Το γεγονός ότι το ϕ είναι γραµµικό και πολλαπλασιαστικό µας οδηγεί εύκολα στο ότι το
σύνολο Ker(ϕ) είναι ιδεώδες.
(ϐ) ΄Εστω I ένα µεγιστικό ιδεώδες της A. Τότε, ο χώρος πηλίκο A/I είναι σώµα. Επίσης, ο A/I είναι
άλγεβρα �Βαναςη. Από το ϑεώρηµα Gelfand-Mazur έχουµε

(2.36) A/I ' C.

Ας ορίσουµε ω αυτόν τον ισοµορφισµό και ϕ την ϕυσιολογική προβολή από την A στην A/I. Αν
ψ = ω ◦ ϕ, τότε ψ ∈ ∆(A) και Ker(ψ) = I.

Πρόταση 2.32. ΄Εστω A άλγεβρα Banach µε µονάδα e. ΄Εστω λ ∈ C και x ∈ A. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(α) λ ∈ σA(x).

(ϐ) ϕ(x) = λ για κάποιο ϕ ∈ ∆(A).

Απόδειξη. (α) =⇒ (ϐ) ΄Εστω λ ∈ σA(x). Τότε, το λe− x δεν είναι αντιστρέψιµο. Ορίζουµε το σύνολο

(2.37) I = {(λe− x)y : y ∈ A}.

Το I είναι γνήσιο ιδεώδες της A και περιέχεται σε ένα µεγιστικό ιδεώδες. Από την Πρόταση 2.31
υπάρχει ϕ ∈ ∆(A) ώστε ϕ(λe− x) = 0, δηλαδή

(2.38) λ = λϕ(e) = ϕ(λe) = ϕ(λe− x) + ϕ(x) = ϕ(x).

(ϐ) =⇒ (α) ΄Εστω λ /∈ σA(x). Τότε λ ∈ ρA(x) και το λe − x είναι αντιστρέψιµο. ∆ηλαδή, υπάρχει
y ∈ A ώστε

(2.39) (λe− x)y = e.

Για κάθε ϕ ∈ ∆(A) έχουµε ϕ(λe − x)ϕ(y) = 1, άρα ϕ(λe − x) 6= 0. Συνεπώς, ϕ(x) 6= λ, το οποίο
είναι άτοπο.

Πρόταση 2.33. ΄Εστω A άλγεβρα Banach. Για κάθε ϕ ∈ ∆(A) ισχύει

(2.40) |ϕ(x)| 6 rA(x), x ∈ A.

Ειδικότερα, ‖ϕ‖ 6 1 και ‖ϕ‖ = 1 αν η A έχει µονάδα.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A και λ ∈ C µε |λ| > rA(x). Τότε, rA(x/λ) < 1. ∆ηλαδή, το λe− x = λ
(
e− x

λ

)
είναι αντιστρέψιµο. Από το ϑεώρηµα Gleason-Kahane-Zelasko έχουµε ϕ(x) ∈ σA(x), άρα ϕ(x) 6= λ.

Αφού αυτό ισχύει για κάθε λ ∈ C µε |λ| > rA(x), συµπεραίνουµε ότι

(2.41) |ϕ(x)| 6 rA(x).

Επίσης,

(2.42) ‖ϕ‖ = sup
‖x‖A61

|ϕ(x)| 6 sup
‖x‖A61

rA(x) 6 1,

(διότι, γενικά, rA(x) 6 ‖x‖).
Το γεγονός ότι ϕ(e) = 1 δίνει τον τελευταίο ισχυρισµό (‖ϕ‖ = 1) αν η A έχει µονάδα.
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Σχόλια 2.34. ∆εν δώσαµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος Gleason-Kahane-Zelasko, καθώς είναι αρ-
κετά µακροσκελής. Παρόλα αυτά, είναι ένα πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα και αξίζει να το σχολιάσουµε.
Η αυθεντική απόδειξη χρησιµοποιεί αναλυτικές µεθόδους, και συγκεκριµένα το ϑεώρηµα Hadamard
από την µιγαδική ανάλυση. Αργότερα, οι Kahane και Zelasko έδωσαν µια εναλλακτική απόδειξη που
ϐασίζεται στην ϑεωρία µέτρου. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η απόδειξη των Roitman-Sternfeld, οι
οποίοι χρησιµοποιούν καθαρά αγεβρικές ιδέες (το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της άλγεβρας). Τέλος, αξίζει
να σηµειωθεί ότι το ϑεώρηµα αυτό ισχύει µόνο για µιγαδικές άλγεβρες, όχι για πραγµατικές. Λύση σε
αυτό το πρόβληµα έδωσε ο Kulkarni µε την επιπλέον υπόθεση ότι το σσύνολο σA(x) είναι ϕραγµένο
για κάθε x ∈ A.

3 Η άλγεβρα Banach A(Td) και η απόδειξη του Gelfand

Εµείς, για την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Wiener ενδιαφερόµαστε για µια συγκεκριµένη άλγεβρα
Banach.

Ορίζουµε ως A(Td) το σύνολο των Zd-περιοδικών συναρτήσεων, ορισµένων στον Rd, οι οποίες
έχουν απολύτως συγκλίνουσες σειρές Fourier.
∆ηλαδή: ΄Εστω f : Rd → C συνάρτηση Zd-περιοδική, ώστε

(3.1) f(x+ k) = f(x) για κάθε k ∈ Zd.

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η f είναι ορισµένη στον d-διάστατο κύβο [0, 1]d ή στον Td.
Ο n-οστός συντελεστής Fourier της f ορίζεται ως εξήσ:

(3.2) f̂(n) =

∫
[0,1]d

f(x)e−2πi〈n,x〉dx,

όπου 〈n, x〉 =
∑d
i=1 nixi είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Rd.

Η συνάρτηση f µπορεί να εκφραστεί από την σειρά Fourier τησ:

(3.3) f =
∑
n∈Zd

f̂(n)e2πi〈n,x〉.

Αν
∑
n∈Zd

|f̂(n)| <∞, τότε η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως. Οπότε ϐλέπουµε ότι ισχύει :

(3.4) f ∈ A(Td) ⇐⇒ (f̂(n))n ∈ `1(Zd).

• Ο πρώτος στόχος µας είναι να δείξουµε ότι η άλγεβραA(Td) µε µια κατάλληλη νόρµα γίνεται Banach
άλγεβρα και µάλιστα µεταθετική ως προς τον κατά σηµείο πολλαπλασιασµό.

Ορίζουµε τη νόρµα του Wiener:

(3.5) ‖f‖A(Td :=
∑
n∈Zd

|f̂(n).

Ας εξτάσουµε την υποπολλαπλασιαστικότητα της νόρµας αυτής. Πρώτα ας δούµε τι παίρνουµε από
τον κατά σηµείο πολλαπλασιασµό δύο στοιχείων της A(Td). ΄Εστω

(3.6) f =
∑
k∈Zd

f̂(k)e2πi〈k,x〉, g =
∑
m∈Zd

ĝ(m)e2πi〈m,x〉.
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Τότε,

f · g =

∑
k∈Zd

f̂(k)e2πi〈k,x〉

∑
m∈Zd

ĝ(m)e2πi〈m,x〉


=

∑
k,m∈Zd

f̂(k)ĝ(m)e2πi〈k+m,x〉

=
∑
n∈Zd

∑
k∈Zd

f̂(k)ĝ(n− k)e2πi〈n,x〉

=
∑
n∈Zd

(f̂ ∗ ĝ)(n)e2πi〈n,x〉,

όπου ∗ η συνέλιξη (η εναλλαγή των αθροισµάτων είναι επιτρεπτή, αφού
∑
|f̂(k)| <∞ και

∑
|ĝ(m)| <

∞).
Παίρνουµε τώρα νόρµεσ:

‖fg‖A(Td) =
∑
n∈Zd

|(f̂ ∗ ĝ)(n)| =
∑
n∈Zd

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Zd

f̂(k)ĝ(n− k)

∣∣∣∣∣∣
6

∑
k,n∈Zd

|f̂(n)| · |ĝ(n− k)| = ‖f‖A(Td)‖g‖A(Td),

οπότε η νόρµα του Wiener είναι υποπολλαπλασιαστική.
Είσης, εύκολα ϐγαίνει ότι fg = gf . Η µονάδα στην A(Td) είναι η σταθερή συνάρτηση ϕ ≡ 1.

Τέλος, δείχνουµε ότι ο (A(Td), ‖ · ‖A(Td)) είναι πλήρης.

΄Αρα, δείξαµε ότι η A(Td) είναι µια µεταθετική άλγεβρα Banach µε µονάδα (ως προς των κατά
σηµείο πολλαπλασιασµό).

• Αφού δείξαµε ότι ηA(Td) είναι άλγεβρα Banach, δεύτερος σκοπός µας είναι να εξετάσουµε τον χώρο
µεγιστικών ιδεωδών ∆(A(Td)), δηλαδή τον χώρο των γραµµικών πολλαπλασιαστικών συναρτησοειδών
που ορίζονται στην A(Td).

΄Εστω ϕ ένα γραµµικό πολλαπλασιαστικό συναρτησοειδές ϕ : A(Td) → C. Για κάθε f ∈ A(Td)
έχουµε

(3.7) ϕ(f) = ϕ

∑
n∈Zd

f̂(n)e2πi〈n,x〉

 =
∑
n∈Zd

f̂(n)ϕ
(
e2πi〈n,x〉

)
.

Από την Πρόταση 2.28 και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι

(3.8) ‖e2πi〈n,x〉‖A(Td) = 1

για κάθε x ∈ Td, παίρνουµε

(3.9)
∣∣∣ϕ(e2πi〈n,x〉

)∣∣∣ 6 ‖ϕ‖ · ‖e2πi〈n,x〉‖A(Td) = 1
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και

(3.10)
∣∣∣ϕ(e−2πi〈n,x〉

)∣∣∣ 6 ‖ϕ‖ · ‖e−2πi〈n,x〉‖A(Td) = 1.

΄Οµως, ϕ(1A(Td)) = 1 και το ϕ είναι πολλαπλασιαστικό, οπότε έχουµε

(3.11) 1 = |ϕ(e2πi〈n,x〉e−2πi〈n,x〉)| = |ϕ(e2πi〈n,x〉)| · |ϕ(e−2πi〈n,x〉)| 6 1,

άρα

(3.12) |ϕ(e2πi〈n,x〉)| = 1.

΄Ετσι, υπάρχει κάποιο λ ∈ Td ώστε ϕ(e2πi〈n,x〉) = e2πi〈n,λ〉, και η σχέση (3.7) γίνεται

(3.13) ϕ(f) =
∑
n∈Zd

f̂(n)e2πi〈n,λ〉 = f(λ).

Συνεπώς καταλήγουµε στο ότι, αν ϕ είναι γραµµικό πολλαπλασιαστικό συναρτησοειδές ορισµένο στην
A(Td) τότε υπάρχει λ ∈ Td ώστε

(3.14) ϕ(f) = f(λ)

για κάθε f ∈ A(Td).
Τώρα, από την Πρόταση 2.31 ξέρουµε ότι κάθε µεγιστικό ιδεώδες της A(Td) είναι ο πυρήνας ενός

ϕ ∈ ∆(A(Td)), ϐλέπουµε ότι κάθε µεγιστικό ιδεώδες της A(Td) συµπίπτει µε τις µηδενικές συναρτήσεις
του Td.

Είµαστε έτσι έτοιµοι να αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Wiener:

Θεώρηµα 3.1 (Wiener). Αν f ∈ A(Td) και f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ Td τότε 1
f ∈ A(Td).

Απόδειξη. Αφού f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ Td, έχουµε ότι η f δεν ανήκει σε κανένα µεγιστικό ιδεώδες
της A(Td) και από την Πρόταση 2.19 έχουµε ότι η f είναι αντιστρέψιµη, δηλαδή 1

f ∈ A(Td).

4 Η απόδειξη του Newmann

Η απόδειξη αυτή του ϑεωρήµατος του Wiener δόθηκε από τον D. Newmann το 1975 και χρησιµοποιεί
στοιχειώδεις µεθόδους της ανάλυσης. Σε αντίθεση µε πριν, τώρα ϑα δουλέψουµε στη µία διάσταση.

Μια Z-περιοδική συνάρτηση µπορούµε να την ϑεωρούµε ορισµένη στο T = {z ∈ C : |z| = 1}.
΄ΕστωA(T) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται στο T και έχουν απολύτως συγκλίνουσα
σειρά Fourier.

Θεωρούµε τη νόρµα του Wiener:

(4.1) ‖f‖A(T) :=
∑
n∈Z
|f̂(n)|, f ∈ A(T).

΄Εστω f ∈ A(T). Τότε f ∈ A(T). Αφού 1
f = f

|f |2 αρκεί να δείξουµε ότι 1
|f |2 ∈ A(T). ΄Ετσι,

χωρίς περιορισµό της γενικότητας, µπορούµε να αποδείξουµε το ϑεώρηµα υποθέτοντας ότι f > 0
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(ονοµάζοντας την |f |2 πάλι f ). Επιπλέον, µε κανονικοποίηση, µπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < f 6 1
στο T.

Ορίζουµε τώρα g = 1− f . Αφού f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ T, έχουµε ότι η f είναι αντιστρέψιµη στον
C(T). Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την πληρότητα του C(T) παρατηρούµε ότι

(4.2)
∞∑
n=0

(g(z))n =
1

1− g(z)
=

1

f(z)
∈ C(T).

Εµείς ϑέλουµε να δείξουµε ότι η σειρά (4.2) συγκλίνει στην A(T).
Θεωρούµε τη σειρά Fourier

(4.3) g =
∑
n∈Z

ĝ(n)e2πinz.

΄Εστω ε > 0. ∆ιαλέγουµε N ∈ N τόσο µεγάλο ώστε

(4.4)
∑
|n|>N

|ĝ(n)| < ε.

Ορίζουµε τη συνάρτηση p(z) ως εξήσ:

(4.5) p(z) =
∑
|n|6N

ĝ(n)e2πinz.

Τότε, για κατάλληλα µεγάλο N , έχουµε

(4.6) ‖g − p‖A(T) < ε.

΄Ετσι έχουµε την προσέγγιση g(z) = p(z) + r(z) για κάποια συνάρτηση r µε ‖r‖A(T) < ε.
Από το διωνυµικό ϑεώρηµα έχουµε

‖gn‖A(T) = ‖(p+ r)n‖A(T) 6
n∑
k=0

(
n

k

)
‖p‖kA(T) · ‖r‖

n−k
A(T)

6
n∑
k=0

(
n

k

)
‖p‖kA(T) · ε

n−k

= (‖p‖A(T) + ε)n 6 (‖g‖A(T) + 2ε)n

= (‖1− f‖A(T) + 2ε)n 6 (1− δ + 2ε)n,

όπου

(4.7) δ := inf
z∈T
|f(z)| > 0.

Με κατάλληλη επιλογή του ε µπορούµε να πετύχουµε (1−δ+2ε) < 1, και τότε η σειρά (4.2) συγκλίνει
ως προς την ‖ · ‖A(T) και έτσι συµπεραίνουµε ότι 1

f ∈ A(T).
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