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1 Boolean συναρτήσεις και ο µετασχηµατισµός Fourier

1.1 Boolean συναρτήσεις

Ορισµός 1.1. Μια Boolean συνάρτηση f απεικονίζει δυαδικά διανύσµατα σε µια δυαδική τιµή.
∆ηλαδή, είναι µια συνάρτηση f : {0, 1}n → {0, 1}.

Για παράδειγµα, στην ϑεωρία κοινωνικής επιλογής, µια Boolean συνάρτηση µπορεί να είναι ένας
«κανόνας» εκλογής µεταξύ δύο υποψηφίων, τους οποίους ορίζουµε ως 0 ή 1.

Σηµείωση 1.2. Μια Boolean συνάρτηση µπορεί να είναι και της µορφής f : {−1, 1}n → {−1, 1} ή
f : Zn2 → Z2.

Το σύνολο {−1, 1}n ονοµάζεται κύβος του Hamming (ή υπερκύβος, n-κύβος, Boolean κύβος
ή διακριτός κύβος). Συχνά ενδιαφερόµαστε για την απόσταση Hamming µεταξύ δύο διανυσµάτων
x, y ∈ {−1, 1}n, που ορίζεται ως εξήσ:

(1.1) ∆(x, y) = #{i : xi 6= yi},

όπου xi και yi είναι οι i-οστές συντεταγµένες του x και του y αντίστοιχα.

1.2 Το ανάπτυγµα Fourier: συναρτήσεις ως πλειογραµµικά πολυώνυµα

Το ανάπτυγµα Fourier µιας Boolean συνάρτησης f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι η αναπαράστασή της
ως ένα πραγµατικό πλειογραµµικό πολυώνυµο. Πλειογραµµικό σηµαίνει ότι καµία µεταβλητή xi δεν
εµφανίζεται υψωµένη στο τετράγωνο, στον κύβο κτλ.

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι n = 2 και f = max2, η συνάρτηση «maximum» των δύο
τιµών. ΄Εχουµε

(1.2) max2(1, 1) = 1, max2(−1, 1) = 1, max2(1,−1) = 1, max2(−1,−1) = −1.

Μπορούµε να εκφράσουµε την max2 µέσω του πλειογραµµικού πολυωνύµου

(1.3) max2(x1, x2) =
1

2
+

1

2
x1 +

1

2
x2 −

1

2
x1x2.

Αυτό είναι το ανάπτυγµα Fourier της max2.
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Ως ένα άλλο παράδειγµα, ϑεωρούµε την συνάρτηση «πλειοψηφίας» Maj2 : {−1, 1}3 → {−1, 1}
που έχει ως τιµή εκείνη που πλειοψηφεί στις συντεταγµένες του x. Για παράδειγµα,

(1.4) Maj3(1,−1, 1) = 1 και Maj3(−1,−1, 1) = −1.

Το ανάπτυγµα Fourier της Maj3 είναι :

(1.5) Maj3(x1, x2, x3) =
1

2
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3 −

1

2
x1x2x3.

Ας δούµε πώς ϐρήκαµε αυτά τα αποτελέσµατα.
΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1} µια Boolean συνάρτηση. Για κάθε α = (α1, . . . , αn) ∈ {−1, 1}n, το

πολυώνυµο δείκτης

(1.6) 1{α}(x) =

(
1 + α1x1

2

)(
1 + αnxn

2

)
· · ·
(

1 + αnxn
2

)
παίρνει την τιµή 1 όταν x = α, δηλαδή όταν xi = αi για κάθε 1 6 i 6 n, και την τιµή 0 όταν
x ∈ {−1, 1}n \ {α}. Οπότε, η f παίρνει την εξής µορφή:

(1.7) f(x) =
∑

α∈{−1,1}n
f(α)1{α}(x).

Επιστρέφοντας στο παράδειγµα µε την max2, έχουµε από το παραπάνω:

max2(x) = 1 ·
(

1 + x1
2

)(
1 + x2

2

)
+ 1 ·

(
1 + (−1)x1

2

)(
1 + x2

2

)
+ 1 ·

(
1 + x1

2

)(
1 + (−1)x2

2

)
+ (−1) ·

(
1 + (−1)x1

2

)(
1 + (−1)x2

2

)
=

1

2
+

1

2
x1 +

1

2
x2 −

1

2
x1x2.

Παρατηρήσεις 1.3. (α) Η παραπάνω διαδικασία δουλεύει εξίσου καλά για συναρτήσεις f : {−1, 1}n →
R.
(ϐ) Εφόσον τα πολυώνυµα δείκτες είναι πλειογραµµικά, όταν αναλύονται, η διαδικασία παράγει πάντα
πλειογραµµικά πολυώνυµα. Στην περίπτωση που το πεδίο τιµών είναι το R, απλά αντικαθιστούµε τα
τετράγωνα µε µονάδες, δηλαδή xki = x

k (mod 2)
i , εφόσον κάθε συντεταγµένη ενός διανύσµατος από το

{−1, 1}n ανήκει στο {−1, 1}.
(γ) Η αναπαράσταση µιας f : {−1, 1}n → R σε πλειογραµµικό πολυώνυµο, όπως ϑα δούµε παρακάτω,
είναι µοναδική.
(δ) Το πλειογραµµικό πολυώνυµο της f µπορεί να έχει µέχρι και 2n όρους, όσο είναι και το πλήθος
των S ⊆ [n] := {1, 2, . . . , n}. Για το µονώνυµο που αντιστοιχεί στο S γράφουµε

(1.8) xS =
∏
i∈S

xi

(µε x∅ = 1 κατά σύµβαση) και χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο συµβολισµό για τον συντελεστή του:
f̂(S) := ο συντελεστής του xS στην πλειγραµµική αναπαράσταση της f .
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Με ϐάση τα παραπάνω, έχουµε το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.4. Κάθε f : {−1, 1}n → R γράφεται µοναδικά ως ένα πλειογραµµικό πολυώνυµο :

(1.9) f(x) =
∑
S⊆[n]

F̂ (S)xS .

Η αναπαράσταση αυτή της f λέγεται ανάπτυγµα Fourier της f και ο πραγµατικός αριθµός f̂(S)
καλείται συντελεστής Fourier της f στο S. Συλλογικά, οι συντελεστές είναι το ϕάσµα Fourier της f .

Με αυτούς τους συµβολισµούς, στο παράδειγµα της max2 που συζητήσαµε προηγουµένως, έχουµε

(1.10) m̂ax2(∅) =
1

2
, m̂ax2({1}) =

1

2
, m̂ax2({2}) =

1

2
, m̂ax2({1, 2}) = −1

2
.

Ενώ για την Maj3 έχουµε

(1.11) M̂aj3({1}) = M̂aj3({2}) = M̂aj3({3}) =
1

2
, M̂aj3({1, 2, 3}) = −1

2
,

και M̂aj3(S) = 0 διαφορετικά.
Ολοκληρώνουµε αυτήν την ενότητα εισάγοντας κάποιον ακόµα συµβολισµό. Είναι ϐολικό να

σκεφτόµαστε το µονώνυµο xS ως συνάρτηση του x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, οπότε γράφουµε

(1.12) χS(x) = xS =
∏
i∈S

xi.

Οπότε, µερικές ϕορές γράφουµε

(1.13) f(x) =
∑
S⊆[n]

f̂(S)χS(x).

Μέχρι τώρα οι συµβολισµοί µας έχουν νόηµα µόνο στον κύβο του Hamming {−1, 1}n ⊆ Rn. Μια
άλλη συχνή αναπαράσταση του κύβου είναι το Zn2 . Μπορούµε να ορίσουµε το ανάπτυγµα Fourier για
συναρτήσεις f : Zn2 → R, αντιστοιχίζοντας τα 0, 1 ∈ Z2 στους −1, 1 ∈ R. Επιλέγουµε την αντιστοιχία
χ : Z2 → R που ορίζεται από τις χ(0Z2) = 1 και χ(1Z2) = −1. Η επιλογή αυτή, παρά το ότι είναι
µη διαισθητική, έχει την ιδιότητα ότι για κάθε b ∈ Z2 έχουµε χ(b) = (−1)b. Επεκτείνουµε αυτόν τον
συµβολισµό ως εξήσ:

Ορισµός 1.5. Για κάθε S ⊆ [n] ορίζουµε χS : Zn2 → R ϑέτοντας

(1.14) χS(x) =
∏
i∈S

χ(xi) = (−1)
∑

i∈S xi .

Παρατηρήστε ότι

(1.15) χS(x+ y) = χS(x)χS(y).

Με αυτόν τον τρόπο, για οποιαδήποτε f : Zn2 → R, έχει πλέον νόηµα να γράφουµε

(1.16) f(x) =
∑
S⊆[n]

f̂(S)χS(x).
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1.3 Η ορθογώνια ϐάση των συναρτήσεων ϐαρύτητας

Για κάθε x ∈ {−1, 1}n ο αριθµός χS(x) =
∏
i∈S xi ανήκει στο {−1, 1}. Οπότε, η χS : {−1, 1}n →

{−1, 1} είναι µια Boolean συνάρτηση και εξετάζει την λογική ϐαρύτητα των (xi)i∈S . Οι συναρτήσεις
ϐαρύτητας παίζουν σπουδαίο ϱόλο στην ανάλυση των Boolean συναρτήσεων. Το ανάπτυγµα Fou-
rier f =

∑
S⊆[n] f̂(S)χS δείχνει ότι κάθε f µπορεί να αναπαρασταθεί ως γραµµικός συνδυασµός

συναρτήσεων ϐαρύτητας (πάνω από τους πραγµατικούς αριθµούς).
Είναι χρήσιµο να διερευνήσουµε περαιτέρω αυτήν την ιδέα από την οπτική της γραµµικής άλγε-

ϐρας. Το σύνολο όλων των συναρτήσεων f : {−1, 1}n → R σχηµατίζει έναν διανυσµατικό χώρο V ,
εφόσον µπορούµε να προσθέσουµε κατά σηµείο δύο συναρτήσεις και να πολλαπλασιάσουµε ϐαθµωτά
µια συνάρτηση µε έναν πραγµατικό αριθµό. Ισχύει ότι dimR(V ) = 2n και µπορούµε να σκεφτόµαστε
τις συναρτήσεις στο V ως διανύσµατα στον R2n , ϑεωρώντας τις 2n τιµές f(x) ως τις συντεταγµένες ενός
διανύσµατοσ-στήλης (µε κάποια συγκεκριµένη σειρά).

Γενικότερα, το ανάπτυγµα Fourier µας δείχνει ότι κάθε f : {−1, 1}n → R στον V είναι ένας
γραµµικός συνδυασός των συναρτήσεων ϐαρύτητας, δλαδή οι συναρτήσεις ϐαρύτητας παράγουν τον
V . Εφόσον το πλήθος τους είναι 2n = dim(V ), συνάγουµε ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητες, δηλαδή,
αποτελούν τελικά µια ϐάση για τον V . Και αυτό αποδεικνύει τη µοναδικότητα του αναπτύγµατος
Fourier.

Μπορούµε επίσης να εισάγουµε µια έννοια εσωτερικού γινοµένου για δύο συναρτήσεις f, g :
{−1, 1}n → R στον V . Το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στονR2n ϑα αντιστοιχούσε στο

∑
x∈{−1,1}n f(x)g(x),

αλλά είναι ϐολικό να το πολλαπλασιάσουµε µε τον παράγοντα 2−n, ϑεωρώντας το έτσι ως µέσο όρο
αντί για άθροισµα. Με αυτόν τον ορισµό, για κάθε Boolean συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1} ϑα
έχουµε 〈f, f〉 = 1, δηλαδή η f ϑα είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα (στον R2n ).

Ορισµός 1.6. Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο δύο συναρτήσεων f, g : {−1, 1}n → R ως εξήσ:

(1.17) 〈f, g〉 =
1

2n

∑
x∈{−1,1}n

f(x)g(x) = Ex∼{−1,1}n [f(x)g(x)].

Χρησιµοποιούµε επίσης τον συµβολισµό ‖f‖2 =
√
〈f, f〉, και γενικότερα,

(1.18) ‖f‖p = Ex∼{−1,1}n [|f(x)|p]1/p .

Γράφοντας x ∼ {−1, 1}n εννοούµε ότι το x επιλέγεται τυχαία και οµοιόµορφα από το {−1, 1}n.
Ισοδύναµα, οι συντεταγµένες xi επιλέγονται ανεξάρτητα µε πιθανότητα 1/2 να είναι 1 ή −1. Το ίδιο
ϑα εννοούµε και όταν γράφουµε Ex[f(x)g(x)] ή E[f(x)g(x)] ή E[fg].

Επιστρέφοντας στο ότι οι συναρτήσεις ϐαρύτητας είναι ϐάση του V , επισηµαίνουµε το ότι η κρίσιµη
παρατήρηση, στην οποία ϐασίζεται όλη η ανάλυση των Boolean συναρτήσεων, είναι ότι οι συναρτήσεις
ϐαρύτητας είναι µια ορθοκανονική ϐάση.

Θεώρηµα 1.7. Οι 2n συναρτήσεις ϐαρύτητας χS : {−1, 1}n → {−1, 1} σχηµατίζουν µια ορθοκανονική
ϐάση για τον διανυσµατικό χώρο V των συναρτήσεων f : {−1, 1}n → {−1, 1}, δηλαδή

(1.19) 〈χS , χT 〉 = 1 αν S = T, και 〈χS , χT 〉 = 0 αν S 6= T.

Απόδειξη. Ανακαλώντας τον ορισµό 〈χS , χT 〉 = E[χS(x)χT (x)] ϐλέπουµε ότι το ϑεώρηµα έπεται άµε-
σα από τις εξής δύο παρατηρήσεισ:
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1. Για κάθε x ∈ {−1, 1}n ισχύει ότι χS(x)χT (x) = χS4T (x), όπου S4T είναι η συµµετρική
διαφορά των S και T .
Πράγµατι,

χS(x)χT (x) =
∏
i∈S

xi
∏
i∈T

xi =
∏

i∈S4T

xi
∏

i∈S∩T
x2i

=
∏

i∈S4T

xi = χS4T (x).

2. E[χS(x)] = E
[∏

i∈S xi
]

= 1 αν S = ∅ και = 0 αν S 6= ∅.
Πράγµατι, αν S = ∅ τότε E[χS(x)] = E[x∅] = E[1] = 1. Αλλιώς, από την ανεξαρτησία των xi
έχουµε E

[∏
i∈S xi

]
=
∏
i∈S E[xi]. ΄Οµως, x ∼ {−1, 1}n, άρα E[xi] = 1

2 · 1 + 1
2 · (−1) = 0 για

κάθε i.

Επιστρέφοντας στο ϑεώρηµα, έχουµε

(1.20) 〈χS , χT 〉 = E[χS4T (x)],

το οποίο είναι ίσο µε 1 αν και µόνο αν S4T = ∅, δηλαδή αν και µόνο αν S = T , ενώ είναι ίσο µε 0 αν
και µόνο αν S4T 6= ∅, δηλαδή αν και µόνο αν S 6= T .

1.4 Βασικοί τύποι ανάλυσης Fourier

΄Οπως είδαµε, το ανάπτυγµα Fourier της f : {−1, 1} → R µπορεί να ϑεωρηθεί ως η αναπαράσταση
της f πάνω από την ορθογώνια ϐάση των συναρτήσεων ϐαρύτητας (χS)S⊆[n]. Ως προς αυτή τη ϐάση,
η f έχει 2n «συντεταγµένες», και αυτές είναι ακριβώς οι συντελεστές Fourier της f . Η «συντεταγµένη»
της f στην χS «διεύθυνση» είναι ίση µε 〈f, χS〉, οπότε έχουµε την εξής σχέση:

Πρόταση 1.8. ΄Εστω f : {−1, 1}n → R. Για κάθε S ⊆ [n], ο συντελεστής της f στο S δίνεται από την

(1.21) f̂(S) = 〈f, χS〉 = E [f(x)χS(x)].

Απόδειξη. ΄Εχουµε

〈f, χS〉 =
〈 ∑
T⊆[n]

f̂(T )χT , χS

〉
=
∑
T⊆[n

f̂(T )〈χT , χS〉

= f̂(S),

όπου χρησιµοποιήσαµε την γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου και τις σχέσεις καθετότητας
µεταξύ των χT .

Ο τύπος αυτός µας δίνει τον απλούστερο τρόπο για να υπολογίσουµε τους συντελεστές Fourier
δοθείσης συνάρτησης και µπορεί να ϑεωρηθεί µια απλούστερη εκδοχή της αρχικής µεθόδου υπολο-
γισµού. Εναλλακτικά, ο τύπος αυτός µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο ορισµός των συντελεστών Fourier.

Η ορθοκανονική ϐάση των συναρτήσεων ϐαρύτητας µας επιτρέπει να µετρήσουµε αποτελεσµατικά
το «τετραγωνικό µήκος» (την L2-νόρµα) της f : {−1, 1}n → R. Είναι απλά το άθροισµα των τετραγώνων
των «συντεταγµένων» της f , δηλαδή των συντελεστών Fourier της. Αυτό το απλό, αλλά σηµαντικό,
αποτέλεσµα ονοµάζεται Θεώρηµα του Parseval.
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Θεώρηµα 1.9 (Parseval). Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύει ότι

(1.22) 〈f, f〉 = E [f(x)2] =
∑
S⊆[n]

f̂(S)2.

Ειδικότερα, αν η f είναι Boolean συνάρτηση, τότε

(1.23)
∑
S⊆[n]

f̂(S)2 = 1.

Γενικότερα, αν µας δώσουν δύο συναρτήσεις f, g : {−1, 1}n → R, µπορούµε να υπολογίσουµε το
〈f, g〉 παίρνοντας το «κατά σηµείο γινόµενο» των συντεταγµένων τους ως προς την ορθοκανονική ϐάση
των συναρτήσεων ϐαρύτητας. Ο τύπος που προκύπτει ονοµάζεται Θεώρηµα του Plancherel.

Θεώρηµα 1.10 (Plancherel). Για κάθε Ϲεύγος συναρτήσεων f, g : {−1, 1}n → R έχουµε ότι

(1.24) 〈f, g〉 = E [f(x)g(x)] =
∑
S⊆[n]

f̂(S)ĝ(S).

Απόδειξη. Γράφουµε

〈f, g〉 =
〈 ∑
S⊆[n]

f̂(S)χS ,
∑
T⊆[n]

ĝ(T )χT

〉
=

∑
S,T⊆[n]

f̂(S)ĝ(T )〈χS , χT 〉

=
∑
S⊆[n]

f̂(S)ĝ(S),

χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου και τις σχέσεις καθετότητας µεταξύ των
χT .

Αξίζει τον κόπο να σηµειώσουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο 〈f, g〉 δύο Boolean συναρτήσεων f, g :
{−1, 1}n → {−1, 1} µπορεί να ερµηνευτεί ως ένας δείκτης συσχέτισης µεταξύ των f και g, που µετράει
πόσο µοιάζουν οι f και g. Αφού f(x)g(x) = 1 αν f(x) = g(x) και f(x)g(x) = −1 αν f(x) 6= g(x),
εχουµε:

Πρόταση 1.11. ΄Εστω f, g : {−1, 1}n → {−1, 1}. Τότε,

(1.25) 〈f, g〉 = P({f = g})− P({f 6= g}) = 1− 2dist(f, g),

όπου

(1.26) dist(f, g) = P({f 6= g})

είναι η σχετική Hamming απόσταση των f και g.

Με ϐάση τα προηγούµενα, µπορούµε τώρα να δούµε ενδιαφέρουσες συνδυαστικές ιδιότητες των
Boolean συναρτήσεων, οι οποίες εκφράζονται µέσω των συντελεστών Fourier τους.
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Ορισµός 1.12. Η µέση τιµή της f : {−1, 1}n → R είναι η E [f ]. Λέµε ότι η f είναι αµερόληπτη ή
ισορροπηµένη αν E [f ] = 0.

Αν η f είναι Boolean συνάρτηση, τότε η µέση τιµή της είναι ίση µε

(1.27) E [f ] = P(f = 1)− P(f = −1),

οπότε η f είναι αµερόληπτη αν και µόνο αν παίρνει την τιµή 1 ακριβώς στα µισά σηµεία του διακριτού
κύβου.

Πρόταση 1.13. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύει ότι

(1.28) E [f ] = f̂(∅).

Απόδειξη. Γράφουµε

(1.29) E [f · 1] = 〈f, 1〉 = 〈f, χ∅〉 = f̂(∅).

΄Αρα, η f είναι αµερόληπτη αν και µόνο αν f̂(∅) = 0. Αυτό ισχύει και για τις Boolean συναρτήσεις.

Πρόταση 1.14. Η διακύµανση της f : {−1, 1}n → R είναι ίση µε

(1.30) Var [f ] =
∑

∅6=S⊆[n]

f̂(S)2.

Απόδειξη. Γράφουµε

Var [f ] = 〈f − E [f ], f − E [f ]〉 = E [f2]− E[f ]2

=
∑
S⊆[n]

f̂(S)2 − f̂(∅)2 =
∑

∅6=S⊆[n]

f̂(S)2.

Ειδικότερα, µια Boolean συνάρτηση f έχει διακύµανση 1 αν είναι αµερόληπτη και 0 αν είναι
σταθερή. Γενικότερα, η διακύµανση µιας Boolean συνάρτησης είναι ανάλογη της απόστασής της «απ¨
το να γίνει σταθερή».

Πρόταση 1.15. ΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Τότε,

(1.31) 2ε 6 Var(f) 6 4ε,

όπου

(1.32) ε = min{dist(f, 1),dist(f,−1)} = min{P(f = 1),P(f = −1)} = min{P(f = −1),P(f = 1)}.
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Απόδειξη. Αν η f είναι σταθερή, το Ϲητούµενο παίρνει τη µορφή 0 6 0 6 0, και προφανώς ισχύει.
΄Εστω ότι η f δεν είναι σταθερή. Τότε, P(f = 1),P(f = −1) ∈ (0, 1).

Αν P(f = 1) = P(f = −1) = 1
2 , τότε το Ϲητούµενο παίρνει τη µορφή 1 6 1 6 2, και προφανώς

ισχύει. Χωρίς ωλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε λοιπόν ότι

(1.33) 0 < P(f = 1) <
1

2
< P(f = −1) < 1.

΄Εχουµε 1
2P(f = 1) < P(f = −1)P(f = 1), άρα

(1.34) 2 min{P(f = 1),P(f = −1)} < 4P(f = −1)P(f = 1),

δηλαδή

(1.35) 2ε < Var[f ].

Με τον ιδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι P(f = −1) < 1, άρα

(1.36) P(f = −1)P(f = 1) < P(f = 1).

∆ηλαδή,

(1.37) Var[f ] = 4P(f = −1)P(f = 1) < 4 min{P(f = 1),P(f = −1)} = 4ε.

Πρόταση 1.16. Η συνδιακύµανση των f, g : {−1, 1}n → R είναι :

(1.38) Cov[f, g] := 〈f − E[f ], g − E[g]〉 =
∑
S 6=∅

f̂(S)ĝ(S).

Απόδειξη. Γράφουµε

Cov[f, g] = 〈f − E[f ], g − E[g]〉 = E[fg]− E[f ] · E[g]

=
∑
S⊆[n]

f̂(S)ĝ(S)− f̂(∅)ĝ(∅)

=
∑
S 6=∅

f̂(S)ĝ(S),

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Plancherel και τις E[f ] = f̂(∅), E[g] = ĝ(∅).

Ορισµός 1.17. Το ϐάρος της f : {−1, 1}n → R στο σύνολο S ⊆ [n] ορίζεται να είναι το f̂(S)2.

Παρότι χάνουµε κάποια πληροφορία για τους συντελεστές Fourier, όταν τους τετραγωνίζουµε,
πολλοί από τους τύπους που χρησιµοποιούµε εξαρτώνται µόνο από τα ϐάρη της f . Για παράδειγµα,
είδαµε σε προηγούµενη πρόταση ότι η διακύµανση µιας συνάρτησης ισούται µε το συνολικό ϐάρος της
στα µη κενά υποσύνολα. Το να µελετάς µάλιστα τα ϐάρη στην περίπτωση των Boolean συναρτήσεων
είναι ιδιαίτερα ευχάριστο, µιας και το ϑεώρηµα του Parseval µας λέει ότι το συνολικό τους ϐάρος είναι
πάντα ίσο µε 1. Ειδικότερα, καθορίζουν µια κατανοµή πιθανότητας στα υποσύνολα του [n].
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Ορισµός 1.18. ∆οθείσης f : {−1, 1}n → {−1, 1}, το ϕασµατικό δείγµα της f συµβολίζεται µε Sf και
είναι η κατανοµή πιθανότητας στα υποσύνολα του [n] για την οποία κάθε S ⊆ [n] έχει πιθανότητα
f̂(S)2. Γράφουµε S ∼ Sf για µια τυχαία µεταβλητή που έχει αυτήν την κατανοµή.

Για παράδειγµα, το ϕασµατικό δείγµα για την max2 συνάρτηση είναι η οµοιόµορφη κατανοµή στα
τέσσερα υποσύνολα του [2] = {1, 2}, ενώ το ϕασµατικό δείγµα της Maj3 είναι η οµοιόµορφη κατανοµή
στα τέσσερα υποσύνολα του [3] που έχουν περιττό πλήθος στοιχείων.

Ορισµός 1.19. ΄Εστω f : {−1, 1}n → R και έστω 0 6 k 6 n. Το ϐάρος ϐαθµού k της f ορίζεται ως
εξήσ:

(1.39) W k[f ] =
∑
|S|=k

f̂(S)2.

Αν η f είναι Boolean συνάρτηση, δηλαδή f : {−1, 1}n → {−1, 1}, τότε ένας ισοδύναµος ορισµός είναι
ο εξήσ:

(1.40) W k[f ] = PS∼Sf
[|S| = k].

Από το ϑεώρηµα του Parseval έχουµε

(1.41) W k[f ] = ‖f=k‖22, όπου f=k =
∑
|S|=k

f̂(S)χS .

Η συνάρτηση f=k είναι το τµήµα ϐαθµού k της f . Μερικές ϕορές χρησιµοποιούµε και συµβολισµούς
όπως

(1.42) W>k[f ] =
∑
|S|>k

f̂(S)2 ή f6k =
∑
|S|6k

f̂(S)χS .

1.5 Πυκνότητες πιθανότητας και συνέλιξη

Σε αυτήν την ενότητα γράφουµε τον κύβο του Hamming στη µορφή Zn2 (αντί για {−1, 1}n) για ποικιλία.

Ορισµός 1.20. Μια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας στο Zn2 είναι µια µη αρνητική συνάρτηση
ϕZn2 → R>0 που ικανοποιεί την

(1.43) Ex∼Zn
2

[φ] = 1.

Γράφουµε y ∼ ϕ για να δηλώσουµε ότι το y είναι ένα τυχαίο διάνυσµα, που έχει κατανοµή πιθανότητας
αυτήν που ορίζεται από την ϕ: δηλαδή,

(1.44) Py∼ϕ[y = y] = ϕ(y)
1

2n
για κάθε y ∈ Zn2 .

Μπορούµε να σκεφτόµαστε την ϕ(y) ως την σχετική πυκνότητα του y ως προς την οµοιόµορφη
κατανοµή στο Zn2 . Για παράδειγµα έχουµε:

Παρατήρηση 1.21. Αν ϕ είναι µια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και g : {−1, 1}n → R, τότε

(1.45) Ey∼ϕ]g(y)] = 〈ϕ, g〉 = Ex∼Zn
2
[ϕ(x)g(x)].
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Ορισµός 1.22. ΄Εστω A ⊆ Zn2 . Γράφουµε 1A : Zn2 → {0, 1} για την δείκτρια συνάρτηση του A
(δηλαδή, 1A(x) = 1 αν x ∈ A και 1A(x) = 0 αν x /∈ A). Υποθέτοντας ότι A 6= ∅, γράφουµε ϕA για
την συνάρτηση πυκνότητας που σχετίζεται µε την οµοιόµορφη κατανοµή στο A:

(1.46) ϕA =
1

E[1A]
1A.

Γράφουµε επίσης y ∼ A αντί για y ∼ ϕA.

Ορίζουµε τώρα µια πράξη µεταξύ συναρτήσεων, που αλληλεπιδρά ωραία µε τις συναρτήσεις πυ-
κνότητας, και ονοµάζεται συνέλιξη.

Ορισµός 1.23. ΄Εστω f, g : Zn2 → R. Η συνέλιξη των f και g είναι η συνάρτηση f ∗ g : Zn2 → R που
ορίζεται ως εξήσ:

(1.47) (f ∗ g)(x) = Ey∼Zn
2
[f(y)g(x− y)] = Ey∼Zn

2
[f(x− y)g(y)].

∆εδοµένου ότι η αφαίρεση συµπίπτει µε την πρόσθεση στο Zn2 , έχουµε τελικά

(1.48) (f ∗ g)(x) = Ey∼Zn
2
[f(y)g(x+ y)] = Ey∼Zn

2
[f(x+ y)g(y)].

Αν δουλεύαµε στο {−1, 1}n, αντί του Zn2 , ϑα αντικαθιστούσαµε το x+ y µε το x ◦ y στην προηγούµενη
σχέση, όπου το «◦» δηλώνει τον πολλαπλασιασµό κατά συντεταγµένη.

Χρησιµοποιώντας την τελευταία παρατήρηση, συνάγουµε τα εξής δύο απλά αποτελέσµατα:

Πρόταση 1.24. Αν ϕ είναι µια συνάρτηση πυκνότητας στο Zn2 και g : Zn2 → R, τότε

(1.49) (ϕ ∗ g)(x) = Ey∼ϕ[g(x− y)] = Ey∼ϕ[g(x+ y)].

Ειδικότερα,

(1.50) Ey∼ϕ[g(y)] = (ϕ ∗ g)(0).

Πρόταση 1.25. Αν ϕ,ψ είναι δύο συναρτήσεις πυκνότητας, τότε το ίδιο ισχύει και για την ϕ ∗ ψ.
Αντιπροσωπεύει την κατανοµή των x ∈ Zn2 που παίρνουµε αν επιλέξουµε ανεξάρτητα y ∼ ϕ και z ∼ ψ,
και ϑέσουµε x = y + z.

Το πιο σηµαντικό ϑεώρηµα για την συνέλιξη είναι αντιστοιχεί στον πολλαπλασιασµό των συντελε-
στών Fourier.

Θεώρηµα 1.26. ΄Εστω f, g : Zn2 → R. Για κάθε S ⊆ [n] ισχύει ότι

(1.51) f̂ ∗ g(S) = f̂(S)ĝ(S).

Απόδειξη. ΄Εχουµε

f̂ ∗ g(S) = Ex∼Zn
2
[(f ∗ g)(x)χS(x)]

= Ex∼Zn
2

[
Ey∼Zn

2
[f(y)g(x− y)]χS(x)

]
= Ey,z∼Zn

2
[f(y)g(z)χS(y + z)]

= Ey,z∼Zn
2
[f(y)χS(y)g(z)χS(z)]

= f̂(S)ĝ(S),

από ανεξαρτησία.
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1.6 Σχεδόν γραµµικές συναρτήσεις και το κριτήριο Blum-Luby-Rubinfeld
(BLR)

Ορισµός 1.27. Μια συνάρτηση f : Zn2 → Z2 λέγεται γραµµική αν ικανοποιείται οποιαδήποτε από τις
παρακάτω δύο συνθήκεσ:

(α) f(x+ y) = f(x) + f(y) για κάθε x, y ∈ Zn2 .

(ϐ) f(x) = 〈a, x〉 για κάποιο a ∈ Zn2 . ∆ηλαδή, f(x) =
∑
i∈S xi για κάποιο S ⊆ [n].

Μπορεί κανείς να ελέγξει ότι οι δύο αυτές συνθήκες είναι ισοδύναµες.

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό, αν ήθελε κανείς να ορίσει τι σηµαίνει το ότι µια συνάρτηση
f : Zn2 → Z2 είναι σχεδόν γραµµική, υπάρχουν δύο δυνατότητεσ:

(α΄) f(x+ y) = f(x) + f(y) για σχεδόν όλα τα Ϲευγάρια x, y ∈ Zn2 .

(ϐ΄) Υπάρχει κάποιο S ⊆ [n] τέτοιο ώστε f(x) =
∑
i∈S xi για σχεδόν όλα τα x ∈ Zn2 .

Μπορεί κανείς να δείξει σχετικά εύκολα ότι η (α΄) είναι συνέπεια της (ϐ΄). Σε αυτήν την παράγραφο
ϑα δούµε ότι και η (ϐ΄) είναι συνέπεια της (α΄). Για να κάνουµε πιο συγκεκριµένο το πρόβληµα δίνουµε
πρώτα κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 1.28. Αν f και g είναι δύο Boolean συναρτήσεις, λέµε ότι οι f και g είναι ε-κοντά αν
dist(f, g) 6 ε. Αλλιώς, λέµε ότι είναι ε-µακρυά. Αν P είναι µια ιδιότητα των Boolean συναρτήσεων,
ϑέτουµε

(1.52) dist(f,P) = min dist(f, g),

όπου το minimum παίρνεται πάνω από όλες τις g που έχουν την ιδιότητα P. Λέµε ότι η f είναι ε-κοντά
στην P αν dist(f,P) 6 ε.

Με ϐάση αυτόν τον ορισµό ϑα λέµε ότι η f ϐρίσκεται ε-κοντά στο να είναι γραµµική αν dist(f, g) 6 ε
για κάποια πραγµατικά γραµµική συνάρτηση g(x) =

∑
i∈S xi. Το 1990, οι Blum, Luby και Rubinfeld

έδειξαν ότι η (ϐ΄) είναι συνέπεια της (α΄) δίνοντας ένα κριτήριο για την ιδιότητα της γραµµικότητας, το
οποίο ϐασίζεται σε τρείς µόνο ερωτήσεισ:

Κτιτήριο (BLR). Για δοθείσα συνάρτηση f : Zn2 → Z2:

• Επιλέγουµε x ∼ Zn2 και y ∼ Zn2 ανεξάρτητα.

• Ζητάµε τις τιµές της f στα x, y και x + y.

• ∆ηλώνουµε «αποδοχή» αν f(x) + f(y) = f(x + y).

Θα δείξουµε ότι αν το κριτήριο (BLR) αποδέχεται την f µε µεγάλη πιθανότητα τότε η f ϐρίσκε-
ται κοντά στο να είναι γραµµική. Η απόδειξη συνδέει απευθείας την πιθανότητα αποδοχής µε την
ποσότητα

∑
S f̂(S)3.

Θεώρηµα 1.29. Υποθέτουµε ότι το κριτήριο (BLR) αποδέχεται την f : Zn2 → Z2 µε πιθανότητα 1 − ε.
Τότε η f ϐρίσκεται ε-κοντά στο να είναι γραµµική.
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Απόδειξη. Για να χρησιµοποιήσουµε το µετασχηµατισµό τλΦουριερ κωδικοποιούµε την έξοδο (τις
τιµές) της f µε ±1 ∈ R. ΄Ετσι, η συνθήκη αποδοχής στο κριτήριο (BLR) γίνεται f(x)f(y) = f(x + y).
Παρατηρώντας ότι

(1.53)
1

2
+

1

2
f(x)f(y)f(x + y) = 1 αν f(x)f(y) = f(x + y)

και

(1.54)
1

2
+

1

2
f(x)f(y)f(x + y) = 0 αν f(x)f(y) 6= f(x + y),

συµπεραίνουµε ότι

1− ε = P [το BLR αποδέχεται την f ]

= Ex,y

[
1

2
+

1

2
f(x)f(y)f(x + y)

]
=

1

2
+

1

2
Ex [f(x) · Ey[f(y)f(x + y)]]

=
1

2
+

1

2
Ex[f(x) · (f ∗ f)(x)]

=
1

2
+

1

2

∑
S⊆[n]

f̂(S)f̂ ∗ f(S)

=
1

2
+

1

2

∑
S⊆[n]

f̂(S)3,

όπου χρησιµοποιήσαµε τον ορισµό της συνέλιξης, την ταυτότητα του Plancherel και την f̂ ∗ f(S) =

f̂(S)2. ΄Αρα,

1− 2ε =
∑
S⊆[n]

f̂(S)3 6 max
S⊆[n]

[f̂(S)] ·
∑
S⊆[n]

f̂(S)2

= max
S⊆[n]

[f̂(S)],

αφού
∑
S⊆[n] f̂(S)2 = ‖f‖22 = 1. ΄Οµως γνωρίζουµε ότι f̂(S) = 〈f, χS〉 = 1− dist(f, χS). Εποµένως,

υπάρχει κάποιο S∗ ⊆ [n] για τοοποίο

(1.55) 1− 2ε 6 1− 2dist(f, χS∗),

δηλαδή η f ϐρίσκεται ε-κοντά στο να είναι η γραµµική συνάρτηση χS∗ .

Στην πραγµατικότητα, για µικρά ε µπορεί κανείς να δείξει ότι η f ϐρίσκεται (ε/3)-κοντά στο να
είναι γραµµική συνάρτηση, και αυτό το αποτέλεσµα είναι ακριβές.

Το κριτήριο (BLR) δείχνει ότι µπορούµε να αποφανθούµε αν µια συνάρτηση f : Zn2 → {−1, 1}
ϐρίσκεται κοντά σε κάποια γραµµική συνάρτηση κάνοντας τρείς µόνο ερωτήσεις. Το κριτήριο δεν
αποκαλύπτει σε ποιά γραµµική συνάρτηση χS ϐρίσκεται κοντά η f (µπορεί µάλιστα να δείξει κανείς
ότι αυτό απαιτεί n ερωτήσεις). Ωστόσο, µπορούµε να προσδιορίσουµε την τιµή της χS(x) µε µεγάλη
πιθανότητα για κάθε x ∈ Zn2 της επιλογής µας, κάνοντας δύο ερωτήσεις. Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται
τοπική διορθωσιµότητα των γραµµικών συναρτήσεων.
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Θεώρηµα 1.30. Υποθέτουµε ότι η f : Zn2 → {−1, 1} ϐρίσκεται ε-κοντά στη γραµµική συνάρτηση χS .
Τότε, για κάθε x ∈ Zn2 , ο ακόλουθος αλγόριθµος υπολογίζει την τιµή χS(x) µε πιθανότητα τουλάχιστον
1− 2ε:

• Επιλέγουµε y ∼ Zn2 .

• Ζητάµε τις τιµές της f στα y και x+ y.

• ΄Εξοδοσ: f(y) · f(x+ y).

Τονίζουµε την διάταξη των ποσοδεικτών σε αυτό το αποτέλεσµα: αν ϑεωρήσουµε την τιµή f(x)
τότε αυτή ϑα ισούται µε την χS(x) για τα περισσοτερα x. ΄Οµως, ο παραπάνω αλγόριθµος «τοπικής
διόρθωσης» προσδιορίζει την τιµή χS(x) (µε µεγάλη πιθανότητα) για κάθε x.

Απόδειξη. Αφού τα y και x+y είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο Zn2 (αν και δεν είναι ανεξάρτητα)
έχουµε

(1.56) P[f(y) 6= χS(y)] 6 ε και P[f(x+ y) 6= χS(x+ y)] 6 ε,

από την υπόθεση ότι η f ϐρίσκεται ε-κοντά στην χS . Η πιθανότητα να συµβαίνει τουλάχιστον ένα
απότα δύο ενδεχόµενα είναι 6 2ε, και όταν κανένα από τα δύο δεν συµβαίνει, έχουµε

(1.57) f(y)f(x+ y) = χS(y)χS(x+ y) = χS(x),

όπως ϑέλαµε.

2 Κοινωνική επιλογή

Σ¨ αυτό το κεφάλαιο εισάγουµε σηµαντικές έννοιες, µεταξύ αυτών την επιρροή και την ευστάθεια του
ϑορύβου. Το κίνητρο για πολλές από αυτές τις ϐασικές έννοιες γίνεται ευκολότερα αντιληπτό µέσα
από τη γλώσα της ϑεωρίας κοινωνικής επιλογής.

2.1 Συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής

Σε αυτήν την ενότητα περιγράφουµε µερικά ϐασικά στοιχεία των µαθηµατικών της κοινωνικής επιλο-
γής, ένα ϑέµα µε το οποίο έχουν ασχοληθεί οικονοµολόγοι, πολιτικοί επιστήµονες, µαθηµατικοί και
πληροφορικάριοι. Το ϑεµελιώδες ερώτηµα εδώ είναι πόσο καλό είναι να αθροίζεις τις απόψεις πολλών.

Παραδείγµατα όπου το πρόβληµα αναδεικνύεται περιλαµβάνουν την ψηφοφορία των πολιτών σε
µια εκλογή, επιτροπές που λαµβάνουν αποφάσεις σχετικά µε εναλλακτικές λύσεις, ανεξάρτητους υ-
πολογιστικούς παράγοντες που παίρνουν συλλογικές αποφάσεις. Η ϑεωρία της κοινωνικής επιλογής,
επίσης, παρέχει ελκυστικές ερµηνείες για κάποιες σηµαντικές συναρτήσεις και έννοιες από την Ανά-
λυση των Boolean συναρτήσεων.

Μια Boolean συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1} µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας «κανόνας εκλογής»
ή µια συνάρτηση κοινωνικής επιλογής για µια εκλογή µε δύο υποψήφιους και n ψηφοφόρουσ: α-
πεικονίζει τις ψήφους των ψηφοφόρων στο νικητή της εκλογής. Ο πιο συνηθισµένος, ίσως, κανόνας
εκλογής είναι η συνάρτηση πλειοψηφίας (majority):
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Ορισµός 2.1. Για n περιττό, η συνάρτηση πλειοψηφίας Majn : {−1, 1}n → {−1, 1} ορίζεται ως εξήσ:

(2.1) Majn(x) = sgn (x1 + · · ·+ xn).

Περιστασιακά, για n άρτιο λέµε ότι η f είναι µια συνάρτηση πλειοψηφίας εάν f(x) = sgn (x1+· · ·+xn)
όποτε ο αριθµός αυτός είναι µη µηδενικός, δηλαδή αν x1 + · · ·+ xn 6= 0.

Οι Boolean συναρτήσεις «AND» και «OR» αντιστοιχούν σε εκλογικούς νόµους στους οποίους κά-
ποιος υποψήφιος εκλέγεται πάντα εκτός αν όλοι οι ψηφοφόροι είναι παµψηφεί αντίθετοι. ΄Εχοντας
κατά νού την σύµβαση ότι το +1 αντιπροσωπεύει το «αληθές» και το −1 το ψευδές, τις ορίζουµε ως
εξήσ:

Ορισµός 2.2. Η συνάρτηση ANDn”{−1, 1}n → {−1, 1} παίρνει παντού την τιµή ANDn(x) = 1
εκτός αν x = (−1, . . . ,−1) οπότε παίρνει την τιµή −1. Η συνάρτηση ORn”{−1, 1}n → {−1, 1}
παίρνει παντού την τιµή ORn(x) = −1 εκτός αν x = (1, . . . , 1) οπότε παίρνει την τιµή +1.

΄Ενας άλλος κανόνας εκλογής, ο οποίος εµφανίζεται συχνά στην πράξη, είναι ο εξήσ:

Ορισµός 2.3. Η i-οστή δικτατορική συνάρτηση χi : {−1, 1}n → {−1, 1} ορίζεται από την χi(x) = xi.

Εδώ, απλουστεύουµε τον συµβολισµό για το µονώνυµο χ{i} σε χi. Αν και είναι πολύ απλές
συναρτήσεις, οι δικτατορικές συναρτήσεις παίζουν έναν πολύ ϐασικό ϱόλο στην Ανάλυση των Boolean
συναρτήσεων. Συχνά τις αποκαλούµε και προβολές. Γενικεύοντας τις προβολές, δίνουµε τον ακόλουθο
ορισµό:

Ορισµός 2.4. ΄Εστω 1 6 k 6 n. Μια συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1} λέγεται k-χούντα αν η τιµή
f(x) εξαρτάται από k το πολύ συντεταγµένες του x, δηλαδή αν f(x) = g(xi1 , . . . , xik) για κάποια
g : {−1, 1}k → {−1, 1} και κάποιους δείκτες i1, . . . , ik ∈ [n]. Ανεπίσηµα, λέµε ότι η f είναι «χούντα»
αν εξαρτάται µόνο από «σταθερό» πλήθος συντεταγµένων.

Για παράδειγµα, το πλήθος των συναρτήσεων f : {−1, 1}n → {−1, 1} οι οποίες είναι 1-χούντες
είναι ακριβώς ίσο µε 2n + 2: αποτελείται από τις n δικτατορικές συναρτήσεις, τις αντίθετές τους, και
τις δύο σταθερές συναρτήσεις ±1.

Το Συµβούλιο Υπουργών της Ευρωπαϊκής ΄Ενωσης λαµβάνει αποφάσεις εφαρµόζοντας τον κανόνα
εκλογής της σταθµισµένης πλειοψηφίασ:

Ορισµός 2.5. Μια συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1} λέγεται συνάρτηση σταθµισµένης πλειοψηφίας
ή γραµµική κατωφλική συνάρτηση αν ορίζεται από την f(x) = sgn(a0+a1x1+· · ·+anxn) για κάποιους
a0, a1, . . . , an ∈ R.

Παραδείγµατα συναρτήσεων σταθµισµένης πλειοψηφίας µας δίνουν η συνάρτηση Majn, οι συναρ-
τήσεις «AND» και «OR», οι δικτατορικές συναρτήσεις και οι σταθερές συναρτήσεις.

Ο Πρόεδρος των Ηνωµένων Πολιτειών (και πολλών άλλων χωρών) εκλέγεται µε ένα είδος «πλειο-
ψηφίας δύο επιπέδων» το οποίο τυποποιείται από τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 2.6. Η συνάρτηση αναδροµικής πλειοψηφίας ϐάθους d για nd ψηφοφόρους είναι η Boolean
συνάρτηση Maj⊗dn η οποία ορίζεται επαγωγικά ως εξήσ: Maj⊗1n = Majn, και

(2.2) Maj⊗(d+1)
n (x(1), . . . , x(n)) = Majn(Maj⊗dn (x(1)), . . . ,Maj⊗dn (x(n)))

όπου x(i) ∈ {−1, 1}nd

.
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Στον ορισµό που ακολουθεί συγκεντρώνουµε κάποιες ϕυσιολογικές ιδιότητες που ϑα ήθελε κά-
ποιος να έχει µια συνάρτηση κοινωνικής επιλογής µε δύο υποψηφίουσ:

Ορισµός 2.7. Λέµε ότι µια συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι :

• µονότονη αν f(x) 6 f(y) οταν x 6 y κατά συντεταγµένη.

• περιττή αν f(−x) = −f(x).

• οµόφωνη αν f(1, 1, . . . , 1) = 1 και f(−1,−1, . . . ,−1) = −1.

• συµµετρική αν f(xπ(1), . . . , xπ(n)) = f(x1, . . . , xn) για όλες τις µεταθέσεις π ∈ Sn (ισοδύναµα,
αν η τιµή f(x) εξαρτάται µόνο από το πλήθος των συντεταγµένων του x που είναι ίσες µε 1).

Οι ορισµοί της µονότονης, της περιττής και της συµµετρικής συνάρτησης έχουν έννοια και για συναρ-
τήσεις f : {−1, 1}n → R.

Παρατήρηση 2.8. Η συνάρτηση πλειοψηφίας Majn (για n περιττό) έχει όλες τις ιδιότητες του Ορι-
σµού 2.7. Πράγµατι, το ϑεώρηµα του May εξασφαλίζει ότι αυτή είναι η µόνη µονότονη, περιττή και
συµµετρική Boolean συνάρτηση. Οι δικτατορικές συναρτήσεις έχουν τις τρείς πρώτες από τις παραπά-
νω ιδιότητες, όπως και οι αναδροµικές συναρτήσεις πλειοψηφίας. Οι συναρτήσεις AND και OR είναι
µονότονες, οµόφωνες και συµµετρικές, αλλά όχι περιττές. Μια άλλη σηµαντική ιδιότητα, ασθενέστερη
από την συµµετρική ιδιότητα είναι η εξήσ:

Ορισµός 2.9. Η f : {−1, 1}n → {−1, 1} λέγεται µεταβατική-συµµετρική αν για κάθε i, i′ ∈ [n]
υπάρχει µετάθεση π ∈ Sn που απεικονίζει το i στο i′, τέτοια ώστε f(xπ(1), . . . , xπ(n)) = f(x1, . . . , xn)
για κάθε x ∈ {−1, 1}n.

∆ιαισθητικά, µια συνάρτηση είναι µεταβατική-συµµετρική εάν κάθε δύο συντεταγµένες i, j ∈ [n]
είναι «ισοδύναµες».

Μία ακόµα ϕυσιολογική επιθυµητή ιδιότητα για έναν κανόνα εκλογής µε δύο υποψηφίους εί-
ναι να είναι αµερόληπτος, δηλαδή οι τιµές ±1 να είναι ισοπίθανες. Βέβαια, αυτό προϋποθέτει την
οµοιόµορφη κατανοµή πιθανότητας στις ψήφους.

Ορισµός 2.10. Η υπόθεση της αµεροληψίας είναι ότι οι προτιµήσεις n ψηφοφόρων είναι ανεξάρτητες
και οµοιόµορφα τυχαίες.

Αν και αυτή η υπόθεση µοιάζει κάπως µη ϱεαλιστική, δίνει µια καλή ϐάση σύγκρισης διαφόρων
κανόνων εκλογής, απουσία άλλων πληροφοριών. Κάποιος µπορεί επίσης να το ϑεωρήσει σαν ένα
µοντέλο για τις ψήφους των «αναποφάσιστων» ή για τους ψηφοφόρους του «κόµµατος των ανεξάρτητων».

2.2 Επιρροές και Παράγωγοι

Για δοθέντα κανόνα εκλογής f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι ϕυσικό να προσπαθήσουµε να µετρήσουµε
την «επιρροή» ή την «δύναµη» του i-οστού ψηφοφόρου. Μπορεί κανείς να την ορίσει ως «την πιθανότητα
η i-οστή ψήφος να επηρεάζει το αποτέλεσµα».

Ορισµός 2.11. Λέµε ότι η συντεταγµένη i ∈ [n] είναι Ϲωτική για την f : {−1, 1}n → {−1, 1} στο x, αν
f(x) 6= f(x⊕i). Εδώ, χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό x⊕i για το διάνυσµα (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn).
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Ορισµός 2.12. Η επιρροή της συντεταγµένης i στην f : {−1, 1}n → {−1, 1} ορίζεται ως η πιθανότητα
το i να είναι Ϲωτικό για το τυχαίο x:

(2.3) Inf i[f ] = Px∈{−1,1}n [f(x) 6= f(x⊕i)].

Ισοδύναµα, οι επιρροές µπορούν να οριστούν µέσω της «γεωµετρίας» του κύβου του Hamming.

Παρατήρηση 2.13. Για µια συνάρτηση f : {−1, 1}n → {−1, 1}, η επιρροή Inf j [f ] ισούται µε το
ποσοστό των i-ακµών του κύβου του Hamming που είναι συνοριακές ακµές. Εδώ, µε τον όρο i-ακµή
εννοούµε µια ακµή (x, y) για την οποία y = x⊕i, και µε τον όρο συνοριακή ακµή εννοούµε µια ακµή
(x, y) για την οποία f(x) 6= f(y).

Παράδειγµα 2.14. Για την i-οστή δικτατορική συνάρτηση χi έχουµε ότι η i-οστή συντεταγµένη είναι
Ϲωτική για κάθε x. Ως εκ τούτου, Inf i[χi] = 1. Από την άλλη πλευρά, αν j 6= i τότε η j-οστή
συντεταγµένη δεν είναι ποτέ Ϲωτική. Ως εκ τούτου, Inf j [χi] = 0 για j 6= i. Σηµειώνουµε ότι αυτές οι
δύο προτάσεις ισχύουν και για τις αρνητικές-δικτατορικές συναρτήσεις f(x) = −xi. Για τις σταθερές
συναρτήσεις ±1, όλες οι επιρροές είναι ίσες µε 0. Για τη συνάρτηση ORn, η συντεταγµένη 1 είναι
Ϲωτική για ακριβώς δύο τιµές του x: (−1, 1, 1, . . . , 1) και (1, 1, 1, . . . , 1). ΄Αρα, Inf1[ORn] = 21−n.
΄Οµοια, Inf i[ORn] = Inf i[ANDn] = 21−n για κάθε i ∈ [n]. Για την Maj3 µπορούµε να δούµε ότι
Inf i[Maj3] = 1/2 για κάθε i ∈ [3]. Για την συνάρτηση πλειοψηφίας σε µεγαλύτερες διαστάσεις, η
Inf i[Majn] ισούται µε την πιθανότητα ακριβώς τα µισά από n− 1 τυχαία bits να είναι ίσα µε 1. Αυτή

η πιθανότητα είναι περίπου ίση µε
√

2/π√
n

για µεγάλα n.

Μπορούµε να ορίσουµε τις επιρροές µε έναν πιο αναλυτικό τρόπο, εισάγοντας τους τελεστές πα-
ϱαγώγισησ:

Ορισµός 2.15. Η i-οστή διακριτή παράγωγος είναι ο τελεστής Di που απεικονίζει την συνάρτηση
f : {−1, 1}n → R στη συνάρτηση Dif : {−1, 1}n → {−1, 1} που ορίζεται ως εξήσ:

(2.4) Dif(x) =
f(x(i→1))− f(x(i→−1))

2
.

Εδώ, χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό x(i→b) = (x1, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xn). Παρατηρήστε ότι η
Dif(x) δεν εξαρτάται από την τιµή της xi. Ο τελεστής Di είναι γραµµικός, δηλαδή

(2.5) Di(f + g) = Dif +Dig.

Αν f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι µια Boolean συνάρτηση, τότε

(2.6) Dif(x) = 0αν η συντεταγµένη i δεν είναι Ϲωτική για το x

και

(2.7) Dif(x) = ±1αν η συντεταγµένη i είναι Ϲωτική για το x.

΄Ετσι, η (Dif)2 είναι η «δείκτρια συνάρτηση της Ϲωτικότητας της i-οστής συντεταγµένης», και

(2.8) Inf i[f ] = E [Dif(x)2].

Παίρνουµε αυτόν τον τύπο ως ορισµό για τις επιρροές Boolean συναρτήσεων µε τιµές στο R:
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Ορισµός 2.16. Αν f : {−1, 1}n → R τότε η επιρροή της i-οστής συντεταγµένης στην f είναι :

(2.9) Inf i[f ] = Ex∼{−1,1}n [Dif(x)2] = ‖Dif‖22.

Ορισµός 2.17. Λέµε ότι η συντεταγµένη i ∈ [n] είναι σχετική για την f : {−1, 1}n → R αν Inf i[f ] > 0,
δηλαδή αν f(x(i→1)) 6= f(x(i→−1)) για τουλάχιστον ένα x ∈ {−1, 1}n.

Η διακριτή παράγωγος Di παρουσιάζει πολλές οµοιότητες µε τις συνήθεις µερικές παραγώγους.
Για παράδειγµα, η f : {−1, 1}n → R είναι µονότονη αν και µόνο αν Dif(x) > 0 για όλα τα i και
όλα τα x. Ακόµη, ο τελεστής Di συµπεριφέρεται σαν τελεστής τυπικής παραγώγισης σε σχέση µε τα
αναπτύγµατα Fourier:

Πρόταση 2.18. ΄Εστω f : {−1, 1}n → R, µε ανάπτυγµα το f(x) =
∑
S⊆[n] f̂(S)χS . Τότε,

(2.10) Dif(x) =
∑

i∈S⊆[n]

f̂(S)χS\{i}.

Απόδειξη. Αφού ο Di είναι γραµµικός τελεστής, το αποτέλεσµα έπεται αµέσως από τον υπολογισµό
στις χS . ΄Εχουµε DiχS = 0 αν i /∈ S και DiχS = χS\{i} αν i ∈ S.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Parseval για το ανάπτυγµα Fourier της Dif , µπορούµε να εκφρά-
σουµε τις επιρροές µέσω των συντελεστών Fourier:

Θεώρηµα 2.19. Για κάθε f : {−1, 1}n → R και για κάθε i ∈ [n],

(2.11) Inf i[f ] =
∑
i∈S

f̂(S)2.

Με άλλα λόγια, η επιρροή της i συντεταγµένης στην f ισούται µε το άθροισµα των ϐαρών της f
στα υποσύνολα S που περιέχουν το i. Αυτό είναι ένα ακόµα καλό παράδειγµα της χρησιµότητας του
αναπτύγµατος Fourier για την κατανόηση µιας ενδιαφέρουσας ιδιότητας µιας Boolean συνάρτησης.

Στην ειδική περίπτωση που η f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι µονότονη, υπάρχει ένας πιο απλός
τρόπος για να «διαβάσουµε» τις επιρροές τησ: είναι οι συντελεστές ϐαθµού 1. Σε ότι ακολουθεί,
γράφουµε f̂(i) αντί για f̂({i}).

Πρόταση 2.20. Αν η f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι µονότονη, τότε

(2.12) Inf i[f ] = f̂(i)

για κάθε i ∈ [n].

Απόδειξη. Από την ιδιότητα της µονοτονίας έπεται ότι η τιµή της Dif(x), όταν δεν είναι 0, είναι πάντα
1. ∆ηλαδή, η Dif είναι η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου των x για τα οποία η i-οστή συντεταγµένη
είναι Ϲψτική. Ως εκ τούτου,

(2.13) Inf i[f ] = E[Dif ] = D̂if(∅) = f̂(i),

όπου η τελευταία ισότητα είναι άµεση από την Πρόταση 2.18.
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Πρόταση 2.21. ΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1} µεταβατική-συµµετρική και µονότονη συνάρτηση. Τότε,

(2.14) Inf i[f ] 6
1√
n
, για κάθε i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. Από την µεταβατική-συµµετρική ιδιότητα της f έπεται ότι f̂(i) = f̂(j) για όλα τα i, j ∈ [n].
΄Ετσι, από τη µονοτονία έχουµε

(2.15) Inf i[f ] = f̂(i) = f̂(1)

για όλα τα i ∈ [n]. Αλλά, από το ϑεώρηµα του Parseval,

(2.16) 1 =
∑
S

f̂(S)2 >
n∑
i=1

f̂(i)2 = n · f̂(1)2.

Ως εκ τούτου, f̂(1) 6 1√
n
.

Ορισµός 2.22. Ο i-οστός τελεστής µέσης τιµής Ei είναι ο γραµµικός τελεστής που ορίζεται στις συ-
ναρτήσεις f : {−1, 1}n → R ως εξήσ:

(2.17) Eif(x) = Exi [f(x1, . . . , xi−1,xi, xi+1, . . . , xn)].

Ενώ οDif αποµονώνει το τµήµα της f που εξαρτάται από την i-οστή συντεταγµένη, ο Eif αποµονώνει
το τµήµα της f που δεν εξαρτάται από την i-οστή συντεταγµένη.

Πρόταση 2.23. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύουν τα εξήσ:

(α) Eif(x) = 1
2

(
f(x(i→1)) + f(x(i→−1))

)
.

(ϐ) Eif(x) =
∑
i/∈S f̂(S)χS .

(γ) f(x) = xiDif(x) + Eif(x).

Απόδειξη. (α) Γράφουµε

Eif(x) = Exi
[f(x1, . . . , xi−1,xi, xi+1, . . . , xn)]

=
1

2
(f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) + f(x1, . . . , xi−1,−1, xi+1, . . . , xn))

=
1

2

(
f(x(i→1)) + f(x(i→−1))

)
.

(ϐ) Γράφουµε

Eif(x) =
1

2

(
f(x(i→1)) + f(x(i→−1))

)
=

1

2
· 2
∑
i/∈S

f̂(S)χS

=
∑
i/∈S

f̂(S)χS .

(γ) Προκύπτει άµεσα από τις Dif(x) =
∑
i∈S f̂(S)χS\{i} και Eif(x) =

∑
i/∈S f̂(S)χS .
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Παρατήρηση 2.24. Οι συναρτήσεις Dif και Eif που εµφανίζονται στην f(x) = xiDif(x) + Eif(x)
δεν εξαρτώνται από το xi. Λόγω αυτής της παρατήρησης, η συγκεκριµένη διάσπαση είναι πολύ
χρήσιµη για την απόδειξη αποτελεσµάτων σχετικά µε τις Boolean συναρτήσεις µε επαγωγή ως προς n.

Ορίζουµε τώρα έναν τελεστή παρόµοιο µε τον Di, την i-οστή Λαπλασιανή.

Ορισµός 2.25. Ο i-οστός Λαπλασιανός τελεστής ορίζεται ως εξήσ:

(2.18) Lif = f − Eif.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει τις ϐασικές ιδιότητες του τελεστή Li.

Πρόταση 2.26. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύουν τα εξήσ:

(α) Lif(x) = 1
2

(
f(x) + f(x⊕i)

)
.

(ϐ) Lif(x) = xiDif(x) =
∑
i∈S f̂(S)χS .

(γ) 〈f, Lif〉 = 〈Lif, Lif〉 = Inf i[f ].

Απόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι 2Lif(x) = f(x) + f(x⊕i) αν και µόνο αν 2f(x)− 2Eif(x) = f(x) +
f(x⊕i). Ισοδύναµα, αν

(2.19) f(x) = f(x(i→1)) + f(x(i→−1))− f(x⊕i),

που ισχύει. (ϐ) Από την f(x) = xiDif(x) + Eif(x) είναι άµεσο ότι

(2.20) Lif(x) = f(x)− Eif(x) = xiDif(x) =
∑
i∈S

f̂(S)χS .

(γ) Από την Eif(x) =
∑
i/∈S f̂(S)χS ϐλέπουµε ότι

(2.21) 〈Eif,Eif〉 = ‖Eif‖22 =
∑
i∈S

f̂(S)2

και από το ϑεώρηµα του Plancherel,

(2.22) 〈f,Eif〉 =
∑
S⊆[n]

f̂(S)Êif(S) =
∑
i∈S

f̂(S)f̂(S),

δηλαδή 〈f,Eif〉 = ‖Eif‖22. Τώρα γράφουµε

〈Lif, Lif〉 = 〈f − Eif, f − Eif〉 = 〈f, f〉 − 2〈f,Eif〉+ 〈Eif,Eif〉
= 〈f, f〉 − 〈f,Eif〉 = 〈f, f − Eif〉 = 〈f, Lif〉.
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2.3 Συνολική επιρροή

Ορισµός 2.27. Η συνολική επιρροή της f : {−1, 1}n → R ορίζεται να είναι :

(2.23) I[f ] =

n∑
i=1

Inf i[f ].

Στην περίπτωση των Boolean συναρτήσεων f : {−1, 1}n → {−1, 1} η συνολική επιρροή επιδέχεται
µερικές επιπλέον ερµηνείες. Πρώτον, αναφέρεται συχνά ως η µέση ευαισθησία της f , εξαιτίας της
ακόλουθης πρότασησ:

Πρόταση 2.28. Για κάθε f : {−1, 1}n → {−1, 1} ισχύει ότι

(2.24) I[f ] = Ex[sensf (x)],

όπου η sensf (x) είναι η ευαισθησία της f στο x, που ορίζεται να είναι το πλήθος των Ϲωτικών συντεταγ-
µένων της f στο σηµείο x.

Απόδειξη. Γράφουµε

I[f ] =

n∑
i=1

Inf i[f ] =

n∑
i=1

Px[f(x) 6= f(x⊕1)]

=

n∑
i=1

Ex[1f(x)6=f(x⊕1)] = Ex

[
n∑
i=1

1f(x)6=f(x⊕1)

]
= Ex[sensf (x)].

Η συνολική επιρροή της f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι επίσης στενά συνδεδεµένη µε το πλήθος
των συνοριακών ακµών.

Πόρισµα 2.29. Το ποσοστό των ακµών του κύβου του Hamming {−1, 1}n που είναι συνοριακές ακµές
για την f : {−1, 1}n → {−1, 1} ισούται µε 1

nI[f ].

Παράδειγµα 2.30. Η συνολική επιρροή µιας Boolean συνάρτησης f : {−1, 1}n → {−1, 1} ϐρίσκεται
πάντα µεταξύ 0 και n. Ελαχιστοποιείται από τις σταθερές συναρτήσεις ±1, οι οποίες έχουν συνολική
επιρροή ίση µε 0. Μεγιστοποιείται από τις συναρτήσεις χ[n] και −χ[n], οι οποίες έχουν συνολική
επιρροή n: γι¨ αυτές τις συναρτήσεις, κάθε συντεταγµένη είναι Ϲωτική για κάθε x. Οι δικτατορικές
συναρτήσεις χi και −χi έχουν συνολική επιρροή ίση µε 1. Η συνολική επιρροή της ORn και της
ANDn είναι πολύ µικρή: n/2n−1. Από την άλλη πλευρά, η συνολική επιρροή της Majn είναι αρκετά
µεγάλη: περίπου ίση µε

√
2/π
√
n για µεγάλα n.

Από την Πρόταση 2.20 έχουµε άλλη µία ερµηνεία για τη συνολική επιρροή των µονότονων συναρ-
τήσεων.

Πρόταση 2.31. Αν η f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι µονότονη, τότε

(2.25) I[f ] =

n∑
i=1

f̂(i).
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Αυτό το άθροισµα των συντελεστών Fourier ϐαθµού 1 έχει µια ϕυσιολογική ερµηνεία στην ϑεωρία
της κοινωνικής επιλογήσ:

Πρόταση 2.32. ΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1} ένας κανόνας εκλογής για µια εκλογή µε δύο υποψη-
ϕίους. Για δεδοµένη ψηφοφορία x = (x1, . . . , xn) της ψηφοφορίας, έστω w το πλήθος των ψήφων που
συµφωνούν µε το αποτέλεσµα f(x) της ψηφοφορίας. Τότε,

(2.26) E[w] =
n

2
+

1

2

n∑
i=1

f̂(i).

Απόδειξη. Απ¨ τον τύπο για τους συντελεστές Fourier έχουµε

(2.27)
n∑
i=1

f̂(i) =

n∑
i=1

Ex[f(x)xi] = Ex[f(x)(x1 + · · ·+ xn)].

Τώρα, το άθροισµα x1+ · · ·+xn ισούται µε την διαφορά του πλήθους των ψήφων υπέρ του υποψηφίου
−1 από το πλήθος των ψήφων υπέρ του υποψηφίου 1. ΄Ετσι, η τιµή f(x)(x1 + · · · + xn) ισούται µε
την διαφορά του πλήθους των ψήφων του ηττηµένου από το πλήθος των ψήφων του νικητή, δηλαδή
είναι ίση µε w − (n− w) = 2w − n. Το αποτέλεσµα έπεται.

Ο Rousseau (1762) πρότεινε ότι ο ιδανικός κανόνας εκλογής είναι αυτός που µεγιστοποιεί το
πλήθος των ψήφων που συµφωνούν µε το αποτέλεσµα. Εδώ δείχνουµε ότι ο πλειοψηφικός νόµος έχει
αυτήν την ιδιότητα (τουλάχιστον όταν ο n είναι περιττός).

Θεώρηµα 2.33. Οι µοναδικές Boolean συναρτήσεις f : {−1, 1}n → {−1, 1} που µεγιστοποιούν το

άθροισµα
∑n
i=1 f̂(i) είναι οι συναρτήσεις πλειοψηφίας. Ειδικότερα,

(2.28) I[f ] 6 I[Majn] =
√

2/π
√
n+O(n−1/2)

για όλες τις µονότονες f .

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι

(2.29)
n∑
i=1

f̂(i) = Ex[f(x)(x1 + · · ·+ xn)] 6 Ex[ |x1 + · · ·+ xn| ],

αφού f(x) ∈ {−1, 1} πάντοτε. Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν f(x) = sgn(x1 + · · · + xn) όταν
x1 + · · ·+ xn 6= 0. Ο δεύτερος ισχυρισµός του ϑεωρήµατος προκύπτει µε απευθείας υπολογισµό.

Στη συνέχεια ϑα δούµε κάποιες πιο αναλυτικές εκφράσεις για τη συνολική επιρροή. Από τον
ορισµό, για κάθε f : {−1, 1}n → {−1, 1} έχουµε

(2.30) I[f ] =

n∑
i=1

Inf i[f ] =

n∑
i=1

Ex[Dif(x)2] = Ex

[
n∑
i=1

Dif(x)2

]
.

Αυτό µας οδηγεί στον παρακάτω ορισµό:
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Ορισµός 2.34. Ο διακριτός τελεστής κλίσης ∇ απεικονίζει τη συνάρτηση f : {−1, 1}n → R στη
συνάρτηση ∇f : {−1, 1}n → Rn που ορίζεται ως εξήσ:

(2.31) ∇f(x) = (D1f(x), D2f(x), . . . , Dnf(x)).

Σηµειώστε ότι αν f : {−1, 1}n → {−1, 1} τότε

(2.32) ‖∇f(x)‖22 = sensf (x),

όπου ‖ · ‖2 είναι εδώ η συνήθης Ευκλείδεια νόρµα στον Rn. Γενικά, από την (2.30) συµπεραίνουµε το
εξήσ:

Πρόταση 2.35. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύει ότι

(2.33) I[f ] = Ex

[
‖∇f(x)‖22

]
.

Θα δώσουµε έναν εναλλακτικό αναλυτικό ορισµό της συνολικής επιρροής µέσω του Λαπλασιανού
τελεστή:

Ορισµός 2.36. Ο Λαπλασιανός τελεστής L είναι ο γραµµικός τελεστής που ορίζεται στις συναρτήσεις
f : {−1, 1} → R ως εξήσ:

(2.34) Lf =

n∑
i=1

Lif.

Οι ϐασικές ιδιότητες του Λαπλασιανού τελεστή δίνονται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 2.37. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύουν τα εξήσ:

(α) Lf(x) = n
2

(
f(x)− avgi∈[n]{f(x⊕i)}

)
.

(ϐ) Lf(x) = f(x) · sensf (x) αν f : {−1, 1}n → {−1, 1}.

(γ) Lf =
∑
S⊆[n] |S|f̂(S)χS .

(δ) 〈f, Lf〉 = I[f ].

Μπορούµε τώρα να δώσουµε τον ακόλουθο τύπο για τη συνολική επιρροή:

Θεώρηµα 2.38. Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύει ότι

(2.35) I[f ] =
∑
S⊆[n]

|S|f̂(S)2 =

n∑
k=0

k ·W k[f ].

Για συναρτήσεις f : {−1, 1}n → {−1, 1} µπορούµε να δώσουµε µια δεύτερη περιγραφή, χρησιµοποιώ-
ντας το ϕασµατικό δείγµα:

(2.36) I[f ] = ES∼Sf
[ |S| ].

΄Ετσι, η συνολική επιρροή της f : {−1, 1}n → {−1, 1} επίσης µετρά το µέσο «ύψος» ή το µέσο
ϐαθµό των τετραγώνων των συντελεστών Fourier της f . Συγκρίνοντας την σχέση Var[f ] =

∑
k>0W

k[f ]
µε το Θεώρηµα 2.38 παίρνουµε άµεσα ένα απλό αλλά σηµαντικό αποτέλεσµα, την ανισότητα Poincaré.
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Θεώρηµα 2.39 (ανισότητα Poincaré). Για κάθε f : {−1, 1}n → R ισχύει ότι

(2.37) Var[f ] 6 I[f ].

΄Εχουµε ισότητα στην ανισότητα Poincaré αν και µόνο αν ολόκληρο το ϐάρος της f συγκεντρώνεται
στους ϐαθµούς 0 και 1, δηλαδή όταν

(2.38) W61[f ] = E[f2].

Στην περίπτωση των Boolean συναρτήσεων αυτό µπορεί να συµβεί µόνο αν f = ±1 ή f = χi για
κάποιο i.

Στην περίπτωση των συναρτήσεων f : {−1, 1}n → R, η ανισότητα poincaré µπορεί να ϑεωρηθεί
ως µία ισοπεριµετρική ανισότητα για τον κύβο του Hamming. Αν σκεφτούµε την f ως την δείκτρια
συνάρτηση ενός συνόλου A ⊆ {−1, 1}n που έχει «µέτρο» a = |A|/2n, τότε

(2.39) Var[f ] = 4a(1− a),

ενώ η συνολική επιρροή I[f ] είναι το ποσοστό των συνοριακών ακµών του A πολλαπλασιασµένο επί
n. Ειδικότερα, η ανισότητα Poincaré λέει ότι ανάµεσα στα υποσύνολα A ⊆ {−1, 1}n που έχουν µέτρο
a = 1/2, τα δικτατορικά σύνολα έχουν το µικρότερο πλήθος συνοριακών ακµών.

΄Οταν a /∈ {0, 1/2, 1}, η ανισότητα Poincaré δεν είναι το ίδιο ισχυρή µε την ισοπεριµετρική ανισό-
τητα. Για µικρές τιµές του a ακόµα και η ασυµπτωτική εκτίµηση που µας δίνει δεν είναι ϐέλτιστη. Τα
ϐέλτιστα ισοπεριµετρικά αποτελέσµατα για τον κύβο του Hamming είναι γνωστά. Για παράδειγµα, το
ακόλουθο απλουστευµένο ϑεώρηα είναι ϐέλτιστο για a της µορφής 2−i.

Θεώρηµα 2.40. ΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1}. Αν a = min{P[f = 1],P[f = −1]}, τότε

(2.40) 2a log(1/a) 6 I[f ].

Πίσω από αυτό το αποτέλεσµα ϐρίσκεται µια σηµαντική ιδέα που εµφανίζεται συχνά στην ανάλυση
των Boolean συναρτήσεων: ο κύβος του Hamming είναι ένας «διαστολέας µικρών συνόλων». Σε αδρές
γραµµές, αυτό σηµαίνει ότι τα «µικρά» υποσύνολα A ⊆ {−1, 1}n έχουν ασυνήθιστα µεγάλο «σύνορο».

2.4 Ευστάθεια του ϑορύβου

΄Εστω f : {−1, 1}n → {−1, 1} ένας κανόνας εκλογής για µια εκλογή µε δύο υποψηφίους. Υποθέτουµε
ότι οι n ψηφοφόροι επιλέγουν την ψήφο τους x = (x1, . . . ,xn) ανεξάρτητα και οµοιόµορφα. Τώρα, ας
υποθέσουµε ότι όταν ο κάθε ψηφοφόρος πηγαίνει στην κάλπη υπάρχει το ενδεχόµενο η ψήφος του να
καταγραφεί λανθασµένα. Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι η κάθε ψήφος καταγράφεται σωστά µε πιθανό-
τητα p ∈ [0, 1] (και καταγράφεται αλλοιωµένη µε πιθανότητα 1− p). Γράφοντας y = (y1, . . . ,yn) για
τις ψήφους που έχουν καταγραφεί τελικώς, Ϲητάµε την πιθανότητα να συµβαίνει f(x) = f(y), δηλαδή
ϱωτάµε αν οι ψήφοι που έχουν καταγραφεί λανθασµένα επηρεάζουν το αποτέλεσµα της εκλογής. Το
ερώτηµα αυτό οδηγεί στον ορισµό της ευστάθειας ϑορύβου της f .

Ορισµός 2.41. ΄Εστω p ∈ [0, 1]. Για δοθέν x ∈ {−1, 1}n γράφουµε y ∼ Np(x) για να δηλώσουµε ότι
το τυχαίο διάνυσµα y σχηµατίζεται ως εξήσ: κάθε yi επιλέγεται να είναι ίσο µε xi µε πιθανότητα p,
και είναι οµοιόµορφα τυχαίο µε πιθανότητα 1− p.

Επεκτείνουµε αυτόν τον ορισµό σε όλα τα p ∈ [−1, 1] Ϲητώντας το τυχαίο διάνυσµα y να σχηµα-
τίζεται ως εξήσ: κάθε yi επιλέγεται να είναι ίσο µε xi µε πιθανότητα 1

2 + 1
2p, και είναι ίσο µε −xi µε

πιθανότητα 1
2 −

1
2p.

Λέµε ότι το y είναι p-συσχετισµένο µε το x.
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Ορισµός 2.42. Αν το x ∼ {−1, 1}n επιλέγεται οµοιόµορφα και έπειτα y ∼ Np(x), λέµε ότι το (x,y)
είναι ένα p-συσχετισµένο Ϲεύγος τυχαίων διανυσµάτων. Ο ορισµός αυτός είναι συµµετρικός ως προς x
και y. Είναι ισοδύναµος µε το να πούµε ότι, ανεξάρτητα για κάθε i ∈ [n], το Ϲεύγος (xi,yi) ικανοποιεί
τις E(xi) = E(yi) = 0 και E(xiyi) = p. Πράγµατι, παρατηρήστε (για παράδειγµα) ότι

E(xiyi) = 1 · P(xiyi = 1) + (−1) · P(xiyi = 1)

= P(xi = yi)− P(xi = −yi)

=
1

2
+

1

2
p−

(
1

2
− 1

2
p

)
= p.

Τώρα, είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε την έννοια της ευστάθειας ϑορύβου, η οποία µετράει την συ-
σχέτιση µεταξύ των f(x) και f(y) όταν το (x,y) είναι p-συσχετισµένο Ϲευγάρι.

Ορισµός 2.43. ΄Εστω f : {−1, 1} → R και p ∈ [−1, 1]. Η ευστάθεια ϑορύβου της f στο p είναι η

(2.41) Stabp(f) = E(x,y) p−συσχ.[f(x)f(y)].

Εάν f : {−1, 1}n → {−1, 1} έχουµε

Stabp(f) = P(x,y) p−συσχ.[f(x) = f(y)]− P(x,y) p−συσχ.[f(x) 6= f(y)]

= 2P(x,y) p−συσχ.[f(x) = f(y)]− 1.

Από τον ορισµό είναι σαφές ότι η πιθανότητα να µην επηρεάζεται το εκλογικό αποτέλεσµα από την
αλλοιωµένη καταγραφή των ψήφων είναι ίση µε 1

2 + 1
2Stabp(f). Πράγµατι,

1

2
+

1

2
Stabp(f) =

1

2
+ P(x,y) p−συσχ.[f(x) = f(y)]− 1

2
= P(x,y) p−συσχ.[f(x) = f(y)].

΄Οταν το p είναι κοντά στο 1 (δηλαδή ο «ϑόρυβος» είναι µικρός) είναι µερικές ϕορές πιο ϕυσιολογικό
να αναρωτηθούµε αν αντιστρέφοντας ένα µικρό ποσοστό των ψήφων µπορεί κανείς να αλλάξει το
αποτέλεσµα της εκλογής.

Ορισµός 2.44. Για f : {−1, 1}n → {−1, 1} και δ ∈ [0, 1] συµβολίζουµε µε NSδ[f ] την ευαισθησία ως
προς ϑόρυβο της f στο δ, που ορίζεται να είναι η πιθανότητα να έχουµε f(x) 6= f(y) όταν x ∼ {−1, 1}n
και το y προκύπτει από το y αν αντιστρέψουµε κάθε συντεταγµένη, ανεξάρτητα, µε πιθανότητα δ.
∆ηλαδή,

(2.42) NSδ[f ] =
1

2
− 1

2
Stab1−2δ[f ].

Παράδειγµα 2.45. Οι σταθερές συναρτήσεις ±1 έχουν ευστάθεια ϑορύβου ίση µε 1 για κάθε p. Οι
δικτατορικές συναρτήσεις χi ικανοποιούν την Stabp[χi] = p για κάθε p. Ισοδύναµα, NSδ[χi] = δ για
κάθε δ. Γενικά,

Stabp[χS ] = E(x,y) p−συσχ.[xSyS ] = E

[∏
i∈S

(xiyi)

]
=
∏
i∈S

E[xiyi] =
∏
i∈S

p = p|S|.
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∆εν υπάρχει κάποια ϐολική έκφραση για την ευστάθεια ϑορύβου της συνάρτησης πλειοψηφίας
Majn. Μπορούµε όµως να προσεγγίσουµε την Stabp[Majn] και για σταθερή τιµη του p να υπολογί-
σουµε το όριό της όταν n→∞.

Θεώρηµα 2.46. Για κάθε p ∈ [−1, 1],

(2.43) lim
n→∞

Stabp[Majn] =
2

π
arcsin p = 1− 2

π
arccos p,

όπου ϑεωρούµε µόνο τις περιττές τιµές του n. Ισοδύναµα, για κάθε δ ∈ [0, 1],

(2.44) lim
n→∞

NSδ[Majn] =
1

π
arccos(1− δ).

Χρησιµοποιώντας την cos z = 1 − 1
2z

2 + O(z4), απ¨ όπου έπεται ότι arccos(1 − 2δ) = 2
√
δ + O(δ3/2),

παίρνουµε

(2.45) lim
n→∞

NSδ[Majn] =
2

π

√
δ +O(δ3/2).

Υπάρχει ένας απλός τύπος που εκφράζει την ευστάθεια ϑορύβου µιας Boolean συνάρτησης µέσω
των συντελεστών Fourier της. Για να τον περιγράψουµε, εισάγουµε πρώτα έναν πολύ σηµαντικό
τελεστή της ανάλυσης των Boolean συναρτήσεων, τον τελεστή ϑορύβου Tp.

Ορισµός 2.47. Για κάθε p ∈ [−1, 1], ο τελεστής ϑορύβου µε παράµετρο p είναι ο γραµµικός τελεστής
Tp που ορίζεται για κάθε συνάρτηση f : {−1, 1}n → R ως εξήσ:

(2.46) Tpf(x) = y∼Np(x)[f(y)].

Πρόταση 2.48. Για κάθε f : {−1, 1}n → R, το ανάπτυγµα Fourier της Tpf δίνεται από την σχέση

(2.47) Tpf =
∑
S⊆[n]

p|S|f̂(S)χS =

n∑
k=0

pkf=k,

όπου f=k =
∑
|S|=k f̂(S)χS .

Απόδειξη. Επειδή ο Tp είναι γραµµικός τελεστής, αρκεί να δείξουµε ότι TpχS = p|S|χS . Γράφουµε:

(2.48) TpχS(x) = Ey∼Np(x)[y
S ] =

∏
i∈S

Ey∼Np(x)[yi] =
∏
i∈S

(pxi) = p|S|χS(x),

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι, αφού y ∼ Np(x), οι συντεταγµένες yi είναι ανεξάρτητες και E[yi] =
pxi.

Η σύνδεση ανάµεσα στον τελεστή ϑορύβου και την ευστάθεια ϑορύβου δίνεται από την σχέση

(2.49) Stabp[f ] = E x∼{−1,1}n
y∼Np(x)

[f(x)f(y)] = Ex

[
f(x)Ey∼Np(x)[f(y)]

]
.

Συνεπώς,

(2.50) Stabp[f ] = 〈f, Tpf〉.

Από τον τύπο του Plancherel και την Πρόταση 2.48 έχουµε:
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Θεώρηµα 2.49. Για κάθε f : {−1, 1}n → R,

(2.51) Stabp[f ] =
∑
S⊆[n]

p|S|f̂(S)2 =

n∑
k=0

pkWk[f ].

΄Αρα, για f : {−1, 1}n → {−1, 1} έχουµε

(2.52) Stabp[f ] = ES∼Sf
[p|S|]

και

(2.53) NSδ[f ] =
1

2

n∑
k=0

(1− (1− 2δ)k)Wk[f ].

Οι προηγούµενες σχέσεις δείχνουν ότι η ευστάθεια ϑορύβου της f στο p είναι ίση µε το άθροισµα
των ϐαρών της πολλαπλασιασµένων µε έναν όρο που ϕθίνει εκθετικά καθώς µεγαλώνει ο ϐαθµός τους.
΄Ενα απλό αλλά σηµαντικό πόρισµα είναι ότι οι δικτατορικές συναρτήσεις (και οι αντίθετές τους) έχουν
τη µέγιστη ευστάθεια ϑορύβου.

Πρόταση 2.50. ΄Εστω p ∈ (0, 1). Εάν η f : {−1, 1}n → {−1, 1} είναι αµερόληπτη, τότε Stabp[f ] 6 p,
µε ισότητα αν και µόνο αν f = ±χi για κάποιο i ∈ [n].

Απόδειξη. Για µια αµερόληπτη f έχουµε W0[f ] = 0 (διότι f̂(∅) = 0). ΄Αρα,

(2.54) Stabp[f ] =
∑
k>1

pkWk[f ].

Εφόσον pk < p για κάθε k > 1, η ευστάθεια ϑορλυβου µεγιστοποιείται αν όλο το ϐάρος της f
συγκεντρώνεται στο ϐαθµό 1. Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν f = ±χi.

Για δοθείσα συνάρτηση f είναι ενδιαφέρον να δούµε πώς µεταβάλλεται η Stabp[f ] σαν συνάρτηση
του p. Από το Θεώρηµα 2.49 ϐλέπουµε ότι η Stabp[f ] είναι πολυώνυµο του p µε µη αρνητικούς
συντελεστές, άρα είναι αύξουσα συνάρτηση του p. Η επόµενη πρόταση, που προκύπτει άµεσα από το
Θεώρηµα 2.49, δείχνει ότι οι παράγωγοι αυτού του πολυωνύµου στα σηµεία 0 και 1 έχουν κοµψές
ερµηνείες.

Πρόταση 2.51. Για κάθε f : {−1, 1}n → R,

(2.55)
d

dp
Stabp[f ]

∣∣∣
p=0

= W1[f ]

και

(2.56)
d

dp
Stabp[f ]

∣∣∣
p=1

= I[f ].

Για κάθε f : {−1, 1}n → {−1, 1} έχουµε ότι η NSδ[f ] είναι αύξουσα συνάρτηση του δ στο [0, 1/2],
και η δεύτερη ταυτότητα της προηγούµενης πρότασης δείχνει ότι

(2.57)
d

dp
NSδ[f ]

∣∣∣
δ=0

= I[f ].

Κλείνουµε αυτήν την παραγραφο µε µια παραλλαγή των επιρροών που λαµβάνει υπ¨ όψιν και τον
ϑόρυβο.
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Ορισµός 2.52. Για κάθε f : {−1, 1}n → {−1, 1}, p ∈ [0, 1] και i ∈ [n], η p-ευσταθής επιρροή του i
στην f είναι η

(2.58) Inf
(p)
i [f ] = Stabp[Dif ] =

∑
i∈S

p|S|−1f̂(S)2,

όπου συµφωνούµε ότι 00 = 1. Επίσης, ορίζουµε

(2.59) I(p)[f ] =

n∑
i=1

Inf
(p)
i [f ].

Από το Θεώρηµα 2.49 έπεται ότι

(2.60) Inf (p)[f ] =
d

dp
Stabp[f ] =

n∑
k=1

kpk−1 ·Wk[f ].

Η p-ευσταθής επιρροή Inf
(p)
i [f ] αυξάνεται από το f̂(i)2 στο Inf i[f ] =

∑
i∈S f̂(S)2 καθώς το p αυξά-

νεται από το 0 προς το 1. ΄Ενα δείγµα για την χρησιµότητα των ενδιάµεσων τιµών (όταν 0 < p < 1) µας
δίνει η επόµενη πρόταση, η οποία δείχνει ότι µια συνάρτηση δεν µπορεί να έχει πολλές συντεταγµένες
µε µεγάλη «ευσταθή επιρροή»:

Πρόταση 2.53. ΄Εστωf : {−1, 1}n → R µε Var[f ] 6 1. Για δοσµένα 0 < δ, ε 6 1 ορίζουµε J = {i ∈
[n] : Inf

(1−δ)
i [f ] > ε}. Τότε, |J | 6 1

δε .

Απόδειξη. Από την

(2.61)
∑
i∈[n]

Inf
(1−δ)
i [f ] = I(1−δ)[f ] > |J | · ε

έχουµε |J | 6 I(1−δ)[f ]/ε. ΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι I(1−δ)[f ] 6 1/δ.
΄Εχουµε Var[f ] =

∑
k>1 W

k[f ] 6 1, και

(2.62) I(1−δ)[f ] =

n∑
k=1

k(1− δ)k−1Wk[f ].

Επειδή δ ∈ (0, 1) έχουµε 1− δ < 1, και τότε

k(1− δ)k−1 6 1 + (1− δ) + · · ·+ (1− δ)k−1 6
∞∑
k=0

(1− δ)k =
1

1− (1− δ)
=

1

δ
.

Τότε,

(2.63) I(1−δ)[f ] =

n∑
k=1

k(1− δ)k−1Wk[f ] 6
1

δ

n∑
k=1

Wk[f ] 6
1

δ
· 1 =

1

δ
.

΄Αρα, |J | 6 I(1−δ)[f ]/ε 6 1/(δε).
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