A-IQMATIKH OEMEAIQ2H
DOY2IKQN APIOGMQN



Aclwpata Peano

AeYOLLOLOTE OTL UTIAPXEL EVAL OUVOAO, TO oTtolo oVoUAloUE CUVOAO TWV GUCLKWY apLOWV
(oupP. N) kot to omolo kavormotel Ta MAPAKATW OELWLLATOL

1. To N &ya TovAayiatov éva atotyeio, o omolo oupfoAilovpe 1.
2. Xekabe n € N avriotoyietan axpifog évagn' € N, o omolog ovopaletar emopevog tov n.

3. Ia kabe n € N wyoen’ # 1.
AnAadn, o 1 v lvan EMOEVOG KAVEVOS PUGTKOD.

4, Avn.m € Nxain' =m/, tote n = m.
IooSuvapa, av n,m € N ko n # m, tote n’ # m’.

5. Eotw ou éva abvolo K C N éyet g 1&omreg: (i) 1 € K kaa (ii) avn € K, ote n’ € K.
Tote K =N.

To Aliopa 2 Agel 0T | amewovion . — ' elvat ovvapmon pie medio optopov 1o N Kat ov-
oo Tipev voouvoio tov N. Twpa, 10 Alopa 3 Agel 0T 0 1 §ev avijKel 6TO GUVOAO TGV TIG
LVAPTIOTC aVTNG Kot To ASlopa 4 A£€l OTL 1] GLVAPTIOT AT £ivat Eva-Tpog-éva. To ASimpa 5
wopaleton ko A&topa g Enayoyng n Apyn me¢ Enayoync.



Mpotaon: Na kdBs n € N woyVetn' #n
Anoderdn. Botw K 1o abvoho tov n € N yia toug omoioug woytet n’ # n. Ao ta Adiopata 1

ko 3 ovvenayetat 1 € K. Eoto n € K. Tote n € N kat n # n. Ano 10 Aiopa 4 cuvenayetan
(n') # n' ko, enopévag, n’ € K. And 10 Afiopa me Enayoynic ouvendyeta K = N. O

Mpotaon: Na kaBe m € N, m # 1, untapxet akplpwc evan € N wote

n'=m

Anodeiln. Eotw K 10 advoho pe atoryeia tov 1 ko kabe m € Ny tov omolo vmapyern € N
aote n’ = m. Tote 1 € K ka éoto m € K. Tote m' € N kat vnapyet n € N (ovykekpipéva:
om)ooten = m'. Apam' € K. Ano 10 Aflopa me¢ Enayoynic ouvendyeton K = N. Apa
kaBe m € N avikel 10 K, onote, av m # 1, vnapyet n € N oote n' = m. Ano 10 Aliopa 4
guvenayetat 0t o n € N ywa tov orolo wydet n’ = m eivan povadikoc, [



Qewpnua: Yriapyxet povadikn cuvaptnon ¢: N x N — N pe tic ibiotnrec:
i) T kaBe n € N woyvetd(n,1)=n'

i) TakdBsn, m € N woxvel d(n, m')=(d(n, m))’

Amodeién. Ectw K 10 gbvoAo tTwv n € N pe tnv e&ng idomta: vnapyel covaptnon fn : N — N
»ote (2) fn(1l) = n’ ko (i2) yua kédBe m € N woyvel fr,(m') = (fn(m))’.

I[Mpotov, 1 € K. Ipaypaty, opidovpe ) ocvvapmon f; : N — N pe tomo fi(m) = m/. Tote (2)
f1(1) = 1’ ko (72) yua k&Be m € N woyvel f1(m') = (m') = (f1(m))’.

Topa, éo0tw n € K. AnAadt], €0t 011 LTIApYeL cuvapnon fn : N — N oote (2) fn(l) = n/
kal (i72) yia kaBe m € N woydel f,(m’') = (fn(m))'. Oa amodeifovpue 61 n/ € K. Opilovpus
cuvapmon fnr : N — N pe omno frr(m) = (fn(m))'. Tote (7) fn (1) = (fr(1)) = (n') xau (22)
Via k4B m € N o0l frr (m') = (fn(m)) = ((fa(m))) = (fur(m)). Apan’ € K.

Apa K = N. AnAadn ywa k&be n € N vniadpyelr covapmnon fn : N — N oote (7) fn(1l) = n’ ko
(i7) yia kédBe m € N woyvel f,(m') = (fn(m))'.

Topa, opidovpe ¢ : N x N — N pe tono ¢(n,m) = fn(m). H ¢ €xer ig 1&r0mteg: (z2) o(n, 1) =
fn(1) = n’ xau (72) yia k@Be n, m € N woyoder ¢p(n,m') = fno(m') = (fn(m)) = (é(n,m))’.
Topa Ba amodeifovpe OTL N CLVAPTNON @ HE TIGIOTNTEG (2), (22) elval povadikn. EcTtem 0T uTtdpyel
kot cuovapmon ¥ : N x N — N pe g ®émreg: (7)) yia kébe n € N woyvel ¢¥(n,1) = n’
Kal (72) yua k&be n,m € N woyver ¢¥(n,m’') = (¥(n,m))’. Oswpodue omoovénmote n € N
Kal €0t K 10 obvoro twv m € N pe v WSomra: ¢(n,m) = ¥(n,m). Tote 1 € K, v
d(n,1) = n' = ¥(n,1). Katdémy, éoto m € K, Snhadn ¢(n, m) = ¥ (n,m). Tote ¢(n,m’) =
(d(n,m)) = (P(n,m)) = Y(n,m') ko, emopéveg, m’ € K. Apa K = N. Apa yia k&Be
m € N woydel ¢(n, m) = ¢¥(n,m) kKo, eneld] avto 1oxLEeL yia omolovdnmote n € N, cuvendyetat
d(n,m) = ¥ (n,m) yua ka@be n,m € N. Apa o1 ¢, ¢ Tavtifovtal. J



[MpooBeon otouc Quaoikouc AplBpouc

Oplopog: Nna kabe n, m € N Betovpe n + m = @(n, m).

O n + m ovoualetol abpolopa Twv 11, M Kot N paén nouv o€ KAbe n,
m aVTLOTOLXEL TO aBpolopa touc ovopalstal mpocOean.

e OL1810TNTEC TN ouvaptnong ¢ dlatumwvovTtal we €ENC:
)jn"=n+1
i)n 4+ (m+1)=(n + m) + 1.



|bLotnTeC mpooBeonc

ATtO TO aélwpa TNC EMAYWYNC Kol TOV OPLOUO TNC tpOooBeonc
TIPOKUTITOUV T TIOPAKATW

‘n+m=m+nywxkaben, meN
(avtipetaBetikn dlotnta)

‘n+ (m+k)=(n+m)+kyuakaben, m, k €N

(mpooetatplotikn WOLoTNTA)
n+m#*nywakaben, meN

n+m+n+ kyaakabe n,m k€N usm # k.



MoAAarmAaolaopoc otouc Quaokouc ApltBpouc

Qewpnua: Yriapyxet povadikn cuvaptnon f: N x N — N pe tic idotnrtec:
i) T kaBen € N woyvelf(n,1)=f(1,n)=n

i) T kaBen, m € N woyvel f(n, m')=f(n, m) +n

iii) o kdBe n, m € N woyveL f(n', m)=f(n, m) + m

Oplopog: Na kabe n, m € N Betovpe n.m = f(n, m).

O $uOoKOG aplBUOG 7 . M OVOUATETOL YIVOUEVO TWV 11, T KOLL N T(PAEN TIOU O€ KAOE
N, M OVTLOTOLXEL TO YIVOUEVO TOUC ovoualeTal TTOAAQITAQLCLOCLOG.

Ortav dev unapyet kivbuvocg olyxuonc avti n . m ypadoupe nm.

e OL1dlotNTeC TNC ouvaptnonc f dtatumtwvovtol we €ENC:
iinl=1n=n

ijn(m+1)=nm+n

i) (n+ 1)m=nm+m



|OLOTNTEC TTOAAQTIAQCLACLOU

ATIO TO aélwpa TNC EMAYWYNC KAl TOV OPLOUO TOU TMOAAOTTAOCLOGOU
TPOKUTITOUV T TIOPAKATW

e nm =mnyla kabe n, m € N
(avtipetaBetikn dlotnta)

e (nm)k=n(mk)
(mpooetatplotikn WOLoTNTA)

sn(m+k)=nim+nkywakaben, m k € N
(ermpeplotikn WdLotnTa)



Awataén oto ocuvoAo Twv Quolkwv apLlouwv
Mpotaon: Na kabe n, m € N woxVel akpLBwC Eva oo TA TOPAKATW:
i) n=m
ii) Ymapyet povadiko k € Nwoten=m+k
iii) Yrmapyet povadiko k € N wotem=n +k

Oplopadc: Eotw n, m € N. Av urtapxet k € N wote n=m + k tote Aépe 0tLo n
elval LEYAAUTEPOC TOU M N 0 M Elvall ILKPOTEPOC TOU N KAl cUBOALloUE

n>mnms<n

O k ovoualetat dladpopd twv n, m Kot cUBoALleTal n — m kat n paén mou
oTo N, M, HE N > M, AVTLOTOLXEL TN SLtadopa Toug n — m ovopaletal
adaipeon
* [lae kaBe n, m € N oyVeL akpPWC Eva Ao To TOPAKATW:

i)yn=m ilm<n i) n<m
OpLoMAC: Avn > m N n =m T0Te AEPE OTL O N €ilval LeEYOAUTEPOC 1) LloOC TOU
m N o m eilval PKPOTEPOC N loog Tou 1 Kol cupBoAillovpen = mnm < n.



|OLoTnTEC dLaTaéNC

ATIO TOV OPLOMO TNC SLATAENC KOl TAL T(PONYOUUEVA TIPOKUTITOUV Ol
MOPOAKATW LOLOTNTEC:
e Avm < n katn < m 10te m=n (AVILOUUUETPLKN OLOTNTA)
e Avn <mkoum < k tote n < k (petaBartikn wblotnta)
*TakaBen, me Nioxyeem<m+n (apam<m+ 1)
e fllan, m,k € N woxetm <n av kat uovovavm+k <n+k
cAvm<nkatk<ltotem+k<n+1
flakaBen EN, pen # 1, oyvetn>1
cAvm<ntotem+1<n
cAvm<n+ 1tote m < n (apa petaév tov n kattouv n + 1 dev

UTTAPXEL PUCLKOC aplBuOC)



|5LOTNTEC TNC SLATAENC

 Nlan, m,k € NiwoyVetm <n av kat uovov av mk < nk
ATIO TNV LOLOTNTA AUTA MPOKUTITEL OTL M = N AV KAl Uovov av mk = nk

e Avm<nkotLk <l tote mk <nl



Apxn tnG KaANC drataénc: Kabe pn kevo umooUvolo Twv GUCLKWV apLlOUwyY EXEL
£\QXLOTO OTOLXELO.

Anooelgn. Eotw pn-kevo M C N kot eote mo € M. Beopovjie 10 guvoro K t@v n € N o1
omotot tvat < m yiokabe m € M.

[pogava, 1 € K. Enadn mg + 1 > moxoaamg € M, 0 mg + 1 dev aviker oto K. Apato K
evan yvnoto voauvoho Tov N, omote, aupgava pe 1o Altopa e Enayeyng, vmapyet ng € K
ooteng+1=mny ¢ K.

Topa, wyvet (i) ng < m ywkabe m € M. Avto sivan mpogaveg, oot ng € K. Katomy, €ota
ng & M. Tote yua kabe m € M 10yvet ng < m Ko, emopevag, ng+1 < m. Apang+1 € K kan
oo €tvat atoro. Apa (i1) ng € M.

Amo ta (2), (i1) ouvemayeta 0T 0 71y €voi To eAayLoTo atotyelo tov M. B



ETteKTOON TOU CUVOAOU TWV
GUOLKWV OTO CUVOAO TWV
BETIKWYV pNTWV aPLOUWV



To cUVOAO TwV BETIKWY PNTWV apLBUWY

2to ocuvoAo Nx N opiloupe tnv oxeon

(ny,ny) ~ (M, my) Qv ny.my =ny. my
Mpotaon: H ox€on ~ eival oxeon wooduvapuioc oto Nx N.

* H oxeon ~ opilel kKAaoelg tooduvapiag oto Nx N

* OLkAaoelc Looduvaplioc ovopalovtal Betkol pnrod.

* To cUVOAO TWV BETIKWY PNTWV To cupBoAiloupe Q7.

Av g € QT téte unapyouv ny,n, € N wote

q = [((nq,n3)]={(my,m;) € NxN: (ny,n;) ~ (my, my)}

KaBe otowxeio tng KAaong Looduvapiog ovouAleETOL OVTUTPOOWITOC TOU g.



Alataén oto Q7

Av (nq,n,), (m{,m,) € N, Bétoupe
(n{,ny) < (M, m,) avnqy. m, <Ny My

Npétacn: Eotw (n4,n,), (Mg, my) €N ue (ng,ny) < (Mg, my).

Av (kq, kz) 511: ) € N pe (kq, kp) ~ (ng,np) kaw (Iy, 1) ~ (mq, my) 101
(kl) kZ) 3

Optopdg: Eotw p, q € Q. Oétoupe p < q av (nq, ny) < (mq, m,) omov (nq, n,)
QVTLTPOOWTTOG Tou p Kal (my, m,) avtutpdowmog tou q.

ATIO TNV MaApAAvVW TIPOTOoN TIPOKUTITEL OTL N oXeon < €lval KOAA OPLOUEVN.
Av p < g AéE OTL O P €lval KPOTEPOC TOU g N OTL O g €lval PEYOAUTEPOC TOU P

Npotaon: MNa kAbe p,q € Q7 oxveL akpPWC Eva amd T TTOPAKATW:
p=qnp<qnq<p



OpopdG: Eotw p,q €E QT. Octovpep < gqavp < qgHip = q.
Avp < g AEpe OTLO p €lval IKPOTEPOC N LOOG TOU (.

Mpotaon: H oxéon < eival oxeon dtataénc.

Mpotaon:

i) TokdBe p € Q1 undpyxet g € Q1 wote p < q.

ii) MakaBsp € QT undpxetg € Q7 woteqg <p

iii) Mo kdBep,q € QT pep < q undpyxets € Q* wotep <s < g

Anobdeln: i) Av p=[((nq,n,)] 6€tovpue q = [((ny + ny, ny)] KA TPOKUTITEL
gukola otLp < q.

ii) Av p=[((nq,n,)] Bétouvpue q = [((ny, n, + n,)] kot mpokUTTEL EUKOAA OTL
q <p.

iii) Av p= [(((ny,ny) KAl g = [(mbmz)] Octoupe s= [((n1 + mq,ny +my)]
KOlL QTTO TNV UT[OO2 £0N OTL P <  TIPOKUTITEL TO CUMTTEPACHAL.



NpooBeon oto Q7
Av (n,n,),(my,m,) € N, B€toupue
(ny,ny) + (my, my) = (nym, + myny, n,m;)

Npotaon: Eotw (ny,n,), (my,m,) € N.

Av (kq,k5), (14, lz) €N HE (k1, ky) ~ (ng,ny) kaw (14, 1) ~ (mqg, my) 16t€ (N4, 13) +
(my,my)=(kq, ky) + (13,1

OplopdG: Eotw p,q € QF. Opiloupe wg aOpowua TWV P, g Kall cuuBo)\LZouus UE D + @
Tov Betiko pnto r = [(nym, + myn,, n,m,)], onmou (n{,n,) AVIUIPOCWTIOG TOU P KOl
(m4, m,) avILPOOWOC TOU (.

e ATIO TNV MOPATIAVW NTPOTOCN TIPOKUTITEL OTL TO ABpolopa SU0 BETIKWY pNTWV Eival KAAA
OPLOMEVO

e H TtpouJErr] mou o€ kABe p, g € QT avtiotowel to GOpotopa touc ovopdletol tpdoBeon
oto Q.



|SLotntec tne mpooBeonc oto Q7
Mpodtaon: Na kdbe p,q,s,t € QT woyveL:
I) p+q=q+p (avtypetabetikn botnTa)
i) (p+q)+s=q+ (p+s) (mpoostalplotikn WOLOTNTA)
) p <p-+gq
mp<geSp+s<qg+s
V) p=q&Sp+s=q+s
vi) Avp<gkats<ttotep+s<qg+t



Adaipeon oto Q7
NMpoétaocn: Eotw p,q € Q.

i) Av p < g toTE UTtAPXEL povadIKOC t € QT wote g = p + t.
ii) Av g < p tote ev umdpxelt € QT wote p+t = q.

OplopdG: Eotw p,q € QT pep < g. O povadikdc t € Q7 yia tov omoio LoyvEL
q = p + t ovopaletal Stadopa twv g, p kal cupPoAiletal
q—D-.

* Hpdén mou os kaBe p,q € QT ue p < g avtiotokei tn Stadopd toug g — p
ovopdletal adaipeon oto Q1



NoAamAaoloopoc oto Q7
Av (n,n,),(my,m,) € N, B€toupue
(n1,n2). (Mq, my) = (ny. My, Ny My)
Npotaon: Eotw (ny,n,),(my,m,) € N.

Av (ky, k3), (11, 13) € N pe (kq, kz) ~ (nq,ny) ko (I, Ip) ~ (my, my) 101
(n1, ny). (Mg, my)= (kq, k2) - (L, 1

Oplopdc: Eotw p, g € QF. Opiloupe wg vwousvo TWV p, g KoL cuuBo)\LCouus LE p.q
Tov Betiko pnto 1 = [(ny.mq,n,.m, )], 6mou (n{, n,) AVTUTPOOWTIOC TOU P KO
(m4, m,) avILTPOOWIOC TOU (.

e ATIO TNV MOPATIAVW NTPOTOCN TIPOKUTITEL OTL TO YIVOUEVO SUO BETIKWY pNTWV £lval
KOLAQL OPLOMEVO

* H mpaén nmou o€ kaBe p, q ! € Q™ avtiotowel To YWVOHEVO TOUC OVOUATETAL
roAAartAaotacpoc oto Q7.



|5L0TNTEC Tou TIoAN AT aolaopol oto Q7

Mpodtaon: Na kdbe p,q,s,t € Q7 woyveL:

i) p.q = q.p (avtypetabetikn OLOTNTA)

i) (p.q).s =q.(p.s) (mpooetalploTikn WBLOTNTA)
iii) p.(q + s) = p.q + p.s (empepLoTikn WOLOTNTA)
w)p<qg&sp.s<q.s

V) p=q&p.s=4q.s

vi) Avp<gkats<ttotep+s<qg+t



Aloipeon oto Q7
Mpdtaon: Eotw q,p € Q7. Tote undpyet povadikoct € QF wote

p.t = (.

OplopoG: Eotw g,p € Q. O povadikoct € QT yia Tov omoio LoyUEL

p.t = g ovopaletal AGyog Twv g, p Kal cupBoAiletal %.

H npaén mou oe kaBe q,p € Q' avtiotolel to Adyo TOUQ% ovopadetal

Swaipeon oto Q7.



OETLKOL AKEPALOL

Oplopdc: Eotw r € Q. O r Aéyetan Betikdc aképatoc av umtapxetn € N wote
r=[(n 1]

To oUVOAO TWV BETIKWV OKEPaLlwY TOo oUpBOAIlovpE pe Z™.

Mo kaBe n € N tov OeTkd aképato [(n, 1)] tov cupBoAllovpe 7.
Apa ZT ={n:n e N} Q"

Mpotaon: Eotw n,m € N.
) n=m&e&Sn=m

IHj n<mé&e&n<m

Noplopa: MNa kabe Betiko akepato r vmtapxet povadikoc n € N wote r = n.



Npodtaocn: Mo kdbe g,p € QT undpxstn € N wote g < 1. p

And8el€n. Ao mponyoU eV TiPOTaoN UTIAPXEL povadikoct € QF wotep.t = q.
Eotw (n4,n,) €vag aviumpoownog tou t.

@étovpe n = ny + 1. loyvel (ny,n,) < (ny + 1,1). Juvenwg t < n.

Apap.t < n.p, 6nkadn g < n.p.

Mpdtaon: Eotw p € Q™. To (ny,n,) €lval OVTUTPOCWTTIOC TOU P AV KAL LOVO OV
ny

P =_—

T,

* KaBe BetIkOC pNTOC €lvart Aoyocg BeTikwyv akepaiwv.



Mpotaon. Eotw n,m, k € N.
\n+m=ken+ m=k
inm=konm==k

* To aBpolopa Kol TO YWVOLEVO BETIKWV aKEpOLWYV Elval BeTikol
aKEpPALOL



Tauton Twyv BETIKWY aKEPALWY LE TOUC

GUOLKOUC apLOpoUC
Oétouvpe f:N — Z* pe f(n) = nywkdBe n € N.
ATtO TaL TponyoU LEVA TIPOKUTITOUV Ta £ENC:
i) H f elvat 1-1 ko emi
i) f(n+m) = f(n) + f(m) yia kabe n,m € N.
i) f(n.m) = f(n). f(m) ywa kaBe n,m € N.
i) n<mé& f(n) < f(m)

* H f eival LoopopPLopog amno toug GuotkolG oTouG BETIKOUG aKEPOLOUCG.

* Méow tng f Tautiloupe to cUvoro N Twv GuoIKWV aPOUWY HE TOo GUVOAO ZT Twv BETIKWY
aKepaiwv.

e KabBe BeTIKOC pNTOC €ival Adyoc duo puoikwv apLlBwv.



ETtEKTOON TOU OCUVOAOU TWV
BeTIKWV pNTWV ApLBUWYV OTO
OUVOAO TWV BETIKWV
PO LOTIKWYV OpLOLWV



OpLopOC: OTIKOC TIPAYHATIKOC aplOuoc ival éva urtoolvolo x tou QT yua to
OTtOLO LoXUOUV:

i) to x ival Stddopo tou @ kot tou QF

i) KaBe BETLKOC PNTOC MOV AV KEL OTO X ELVOLL ILKPOTEPOC ATO KAOE BeTIKO pNTO
rtou OEV AVNKEL OTO X

iii) To x Oev €xeL LEYLOTO OTOLKELD

* Eva urtoocUvoAo Twv BETIKWY pNTWV MOU LKOWVOTIOLEL TIC TTOPATIAVW LOLOTNTEC
Agyetat topnn Dedekind

* To oUVOAO TWV BETKWV TPAYHATIKWY oplBpwv To cupPorilovpe R*



|OtotnTec Twv Topwv Dedekind
Mpotaon: MNa kabe toun Dedekind x woyUet:

i) yla k@O p,g E QT avp < q kaup & x 0teEq & X
i) yla k@O p,g € QT avp < g KaLq € x TOTEpP € X
iii) yla kaBe p € x umapxeLq € x wotep < g

Anodein: Ta i) ka ii) mpokUTTOoUV ApEca Ao TNV WLoTNTA ii) TwV
topwv Dedekind. To iii) elvat tooduvapo pe tnv WBLOTNTA iii) TWV TOPWV
Dedekind



Alataén oto RY

OplopdG. Eotw x, vy € RY. Aépe 0TL 0 y gival peyaAUTEPOC TOU X 1) 0 X £lvall ULKPOTEPOG
TOU y Kal cUpBoAllovpe x < yavx C .

Mpoétaon. Eotw x,y € RT. Tote y < x av kat povov av urtdpxetp € Q1 wote p € x kat
pE&y.

Anodelén. Eotw y < x. Tote y C x. Apa umtapxeLtp € Q1 wotep € x kaLp & y.

Eotw otLuntdpxetp € Q1 wotep € x ko p € y. And tig 1SlotnTeC Twv Topwv Dedekind
MPOKUTITEL OTL YL KABE g € y loxveLg < p, apa g € x. Emopevwg y C x, dnhadn

y < X.

Mpoétaon. MNa k&b x, y € RT oxVel akpBwe éva amod to mopoKATw:
x=ynx<yny<x

Anodein. Eotw x, vy € RY pe x # y. TOTe €ite UNAPXELY € X KOL D & Y 1) UTLAPYEL

p EY KALP & X KOL QIO TNV MPONYOUUEVN MPOTACH TIPOKUTITEL TO CUUTIEPACAL.



OplopoG. Eotw x, y € RT. Aépe OtL 0 x elval pkpdTeEPOG 1) L0OG TOU Y
Kal cUpBoAllovpe x S yavx <ynx =Yy.

NMpoétaon. Eotw x,y € RT. Tote oyl

i) x < x (avakAaotikn wdlotnta)

i) Avx < ykaty < x T0Te X = y (QVTIOUMUETPLKN WdLotnta)
i) Avx < ykaLy < z tote x < z (petafatikn 1dotnta)

* H oxéon < elvat oxéon diataénc oto R*.



! +
[TpooBeon oto R
I%grétaon.'Ectw x,y € RT. Toolvoho z = {p + q:p € x kat q € y} eivar otowyeio Tou
Anodeien. Oa anodeitovpe otL 10 Z €iva topn Dedekind.
Enedn x + @ koL y + @ woxveL z + Q.

Eotwt,s € QY wote t & x kaLs & y. TOte yla kABe p € X loyueLp < t kaLyla kaBe q €
y Lo UELC[<S Apap +g <t+sywkabep € x kaLg € y. Emopevwct + s € z. Apa
Z F
Eotw pEx quKaLtEQ+uet<p+q

t t

Torepm<p|<ouqm<q ApamexKanmEyKaL eneLdn pm+qm t,

LOYUELL € Z.

Eotwp €Ex,q € y.Ynapxouv t € x,s €y wotep <t,q <S5s.
Totet+s€ezkap+qg<t+s.

Apa to z eival topny Dedekind, SnAadh sival ototxeio tou RT.



OpLopdG. Noa kabe x,y € RT O¢tovpe x +y ={p + q:p € x kar q € y}.

To x + y ovopdletal AOpOLopa TWV X, Y KoL 1} TpAEn ou o KAOe x,y € R*
QVTLOTOLXEL TO ABpolopa Touc ovopdletol mpooBeon oto R™.

Mpodtaon. MNa kabe x,y,z,t, s € RT toxvouv
) x+y=y+x

i x+Wy+z)=(x+y)+z

) x+y>x
mx<yesSx+z<y+z

V) x=yS x+z=y+z

vi) Avx < ykatt <stotex+t<s+t



Adaipeon oto R*

Mpdtaon. MNa kabe x,y € RToxvet
Av x < y umdpxeL povadikog z € RTwote x + z = y.
Av y < x Sev untdpyxetz € RTwote x + z = y.

Oplopdc. Eotw x,y € R pe x < y. O povadikog z € R yia tov otoio
loyVeL x + z = y ovopadletol dtagopd Tou y amo To X Kal
oupPoAiletat y — x.

H tpaén movu oto y, x avtiotolkel tn dtadopa toug y — x ovopaletal
adaipeon.



NoAarm\aoloopoc oto RY
Npotaon. Eotw x,y € RT. Toolvolo z = {p.q:p € x kat q € y} eival
otolxeio tou RY.

OpLopdG. Na kabe x, y € RT O¢tovpe x.y = {p.q:p €E x kat q € y}. To
X.y OVOUATETAL YWVOUEVO TWV X, .

H nipdén mou og k&Be x, y € RT avtlotolyel To YIVOUEVO TOUG X. Y
ovopdletal moAAamAaotaopoc oto RY.



Mpdtaon. Na k&be x,y, z, t, s € RT woxbouv
) x.y=y.x

i) x.(y.z) = (x.y).z
mx.(y+z)=x.y+y.z
mx<yesxz<y.z

V) X=y S X.Z=Y.Z

vi) Avx < ykatt < stotex.t <s.t



Npotaon. Eotw p € Q™. To clvolo p* = {s € Q:s < p} eivar otoeio tou R™.

Mpotaon. MNa kdbe x € R* woyveLx. 1* = x.
Anodegn. Eotw p € x kats < 1. Tote loxvel ps < pl = p. Apa psS € X. ZUVETIWG
x. 1" € x.

Eotw p € x. YmapxeLq € x pe p < q. Tétegq =p < q=1q. Apa g < 1. Zuvenwg

S € 17. EnopEvwG p=q§ €x1*. Apax € x17.

ATIO TO TTAPATIAVW TIPOKUTTEL X. 1° = X.

Mpdtaon. MNa kabs x € RT undpyet povadikogy € R wote x.y = 1%,

OpLopOC. MNa kdBe x € R to povadikd otoyeio tou R tne mponyolupevne
npotoonc ovopdletat avtiotpodoc Tou x kot cupBoAiletal x L.



Mpodtaon. Eotw x,y € R™. Yrdpyet povadikog z € R* wote x.z = y.
Anodeién. Oétouvpe z = x L. y. Téte
x.Zz=x(x"ty)=(x.xDy=1"y=y.

OpLopdc. Na k&Be x,y € R* o x 1.y ovopdletal Adyoc Twv x, y Kot

oupBoAileTal %

H nipd€n oto R™ nou o€ kdBe x, y € R™ avtiotowkei tov Y ovopadetal

) X
odlaipeon.



Oplopoc: Eotw A € R™.

i) To A Aéyetal dvw Pppaypévo av urtdpyet t € RY wote a < t yio kAOe
a € R™.

K&Be otoweio tou R pe tnv napamdvw tSotnTo oVouAlETAL AVW
$dpaypa tou A.

ii) To A Aéyetal Katw Pppaypévo av uttdpxet s € R wote s < a yw
kaBe a € R*.

K&Be otowxeio tou R* pe tnv napamdvw 8Ldtnto ovorAlEToL KATW
$dpaypa tou A.



Ocwpnua NMAnpotntac
Aqppa. Eotw A € R un kevo kat avw dpaypévo. Tote tou = U,ey a elval
otolxeio tou RY .
Anodein. Eotw A S RTkatu = Uy a.
EnedN A # O kaLa # @ yia kaBe a € A mpodpavwc u # @.

Eotw t € RY éva dvw dppaypatouv A katp € QT wote p € t. Enedn a C t ya
KABs a € A, woxVeLp € aywokdbs a € A. Apap € u . Suvenwcu # Q™.

Eotwp Eukatg € QT pe g < p. Enedn p € u undpysta € A Wote p € a Kol
enedn @ € RY katqg < p woyveLq € a. Apa g € u.

Eotw p € u. Emedn p € u unapxeta € A wote p € a kaL enedn a € R™ umapyxet
gEawotep <qg.Apag€uxkap <g.
ATIO TO TTOPATTAVW TIPOKUTITEL OTL TO U €lval topn Dedekind, Snhadfi u € RY.



Oewpnpa MAnpotntag. Kabe pn kevo kot avw dpaypeVO uTToocUVOAO Tou A &
R* éxeL eAdyloto Gvw dpdypa.

Anodelgn. Eotw A € R™. Oétoupe u = Uy 4 a . Antd To tponyoUeVo Afppa
oyVeL u € R*. Enedn a S u yo k@B a € A4, woyVeta < u ywo kabe a € A. Apa to
u eivat avw ppaypa TovA.

Eotw t avw ppayuatov A. Tote a < t. Apa a S tywa kabe a € A. Zuvenwcu C t.
Apau < t.

ATIO TO TTOPATIAVW TIPOKUTITEL OTL TO U £lvall EAAXLOTO Avw dpayuo tou A.

* Mpodavwc To EAAXLOTO Avw PpAyHa Elvol LOVAOLKO.

* To HoVaSIKO EAGXLOTO Gvw dpAypa VOC N KEVOU Kot dvw ppaypévou A € RY
ovopadetat supremum tou A kot cupBoAiletal sup A.



OL BeTikol pnTol WC UTTOOUVOAD TWV

BETIKWV MPAYLLATIKWY

Eotw n ouvaptnon f: QT - R* pe f(p) = p* yiakdBe p € Q™.
Npoétaon. Mo kdbe p, g € Q™ woybouv:
)p=q <= f(p) =f(q)
i) p<q e fp) <flq)
i) f(p) + f(q) = f(p + q)
iv) f(p) —f(q) =f(p — q)

v) f(p).f(q) = f(p-q)

14 f(p)
Vil f (q) f(q)
* H f elvol Loopopdikr) EPPUTELON TWV BETIKWVY PNTWV OTOUG BETIKOUG TTPOYUOTLKOUG.

* Méow tnC f tautifoupe to ouvolo Q7 twv BETIKWVY pNTWV UE TO oUVOAO

Q1Y) ={p*:p € Qt}c R".



Mpotaon (mukvotnta Twv BETIKWY PNTWV 0TOUC BETIKOUC TIPOYLLATIKOUC).

Ma kdBe x,y € R™ pe x < y umdpxet p€ QF wote x < p* < y.

Anodeln. Eotw x,y € RY pe x < y . Tote undpyxet g € QT wote g € y kau

q & x. Enionc undpyxet p€ Q" wote g < p kaLp € y. Tote woyleLx < p* < y.



To ouvolo R twv
POV LOTIKWYV OpLOLWV



OswpoL e €va otolxeio ou Sev avrikel oto R to omnolo to ovopdloupe pundév
Kol To cupBoAilovpe O.

Mo kBe x € RY Bewpoupe éva otolxeio mou Sev avikel oto R kat eiva
SlapopeTiko amo to O to onoio To ovouAloUE MELOV X ] OVILOETO TOU X KoL TO
oupBoAiloupe —x. Ma x,y € R pe x # y Bewpoupe OtL-x # —Y.

Opiloupe cuvolo R Twv MpaypaTKWV oplBpwv To cUVOAO
R=RTU{0}U{—x:x € R"}

O¢toupe R™ = {—x:x € R"}. Ta otowyeia tou R™ ta ovOUA{OUPE apvNTIKOUC

MPAYUOTIKOUC aplOuouc.

O¢toupe Q™ = {—p:p € QT}. Ta otoKeia Tou Q™ Ta OVOUALOUE APVNTIKOUG

pntouc.

Oétoupe Q = QT U Q™. Ta otowkeia tou Q to ovopdloupe pntouc apldOpouc.

Octovpe Z~ = {—n:n € N}. Ta otolyela tou Z~ T OVOUA(OUE QAPVNTIKOUG
QKEPALOUC.



ATIOAUTN TLULN TIPOYLOTLKOU aplBuou

Oplopoc. MNa kabe x € R O£toupe | x| kot ovopdlovpe amoAutn TLun
TOU X TOV 1N OPVNTLKO MPAYUOTLKO aplOuo mou opiletol we €€NC:

x| = x, yia k@Os x € RT
=0,yiax =0
= —x,yla kabe x € R™



Awatoén oto R

* M x,y € R éxeL oplotei n dtdtaén x < .

* Mo kaBs x € R™ U {0} katy € R™ Aépe 6tLo y eival peyoAUTEPOG TOU X 1 O X
glval LLKPOTEPOG TOU Y Katl cUpPoAillovpue x < y.

e [Lla kaBe x € R™ Agpe otLto 0 eival peyaAUTEPO TOU X N O X €lval ULKPOTEPOC
tou 0 kat cupPoAiloupe x < 0.

* X,y € R™ Aépe OTLO Yy €lval LeyaAUTEPOC TOU X ) O X ELvAL ULKPOTEPOG TOU Y
kot oUpPBoAilovpe x < y av |y| < |x].

* Nla x,y € R AEpE OTL y €lval LeyaAUTEPOG I LOOG TOU X 1] O X ELVAL ULKPOTEPOG N
loog Tou y katL cupfoAifovpe x < yavx <ynx =y.



lbtotntec odlatatnc oto R

ATtO ToV 0pLopO TNC Stdtagnc oto R kot TLe dotntec tne Stdtaéne oto R
TIPOKUTITOUV OL TIOPOAKATW TIPOTACELG

Mpodtaon. Na kabe x,y € R toyvel akplPwg Eva amo Ta MapaAKATW:
x=ynx<yny<x

Mpodtaon. Eotw x, y € R. Tote LoYVEL
i)x < x

ii)Avx < ykoLy < xt0tex =7y

i) Avx < ykaty < ztote x < Z.

* H oxeon < eivat oxeon dwataénc oto R.



[TpooBeon oto R

e Ttax > 0,y > 0 exeL oplotel To aBpolopa x + y.

cAvx <0,y < 00¢tovpe x +y = —(|x| + |y]).

cAvx >0,y <006étovpex +y=|x|— |yl avlx|>|y|
= —(lyl = |x|) av |y| > |x|
=0 av |x| = [y]

cAvx <0,y >00¢tovpex +y = |y|l—|x| avl|y|l > |x|
= —(lx| = [y[) av |x] > |y
=0 av |x| = [y]

* Avy = 0 0Bctovpex +y =x

* Avx = 00ctoupex +y =y

* Nla x < 0 Agpe avtiBeto tou x kal cupBoAioupe —x tov aplOuo |x|.

e [l x = 0 A€pe avtiBeto tou x to O.

* Aepe Sladopa twv x, y Ko cupBoAifoupe x — y tov aplOpo x + (—y). Tnv npaén
1ou oTo (X, y) avtloTtolKel tn otadopa x — y tn Aepe adaipeon



oMamAaoloopoc oto R

*Avx > 0,y > 0 €XEL OPLOTEL TO YIVOUEVO X. Y
cAvx >0,y<0ninx <0,y >006étoupe x.y = —(|x|. |y])
cAvx =0ny = 006ctovpex.y =0

ATO TOV 0pLOUO TNCE dLataénc, tTng mpooBeoncg kat tou toAAamAaoctacpuou oto R
IPOKUTITOUV OAEC oL LoLotnTeC Ttou adopouv tn dtataén kat Tc Vo TpAseLC.



lbtotnta tnc mAnpotntac oto R

Ao to Bewpnua tne mAnpotntoc oto RT kat tic tdtdtnTtec tne Stdtaénc
Kol TnNG mpooBeonc oto R mMpoKUTTEL TO TTAPAKATW Bewpnua

Oewpnua. Kabe pun pevo kot avw ppoaypevo untoolvoAo tou R €xel
eAAXLOTO AVW paAyUQL.



