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Vorwort

Das vorliegende Buch ist aus verschiedenen Seminaren und Lehrveranstaltungen zur
Semantik entstanden, die ich an der Universitit zu K6ln angeboten habe. Dabei wurde
immer wieder der Wunsch nach einer einfachen und versténdlichen Einfithrung in
deutscher Sprache geduBert, die zum Eigenstudium und zur begleitenden Lektiire
geeignet ist, ohne ein umfassenderes Vorwissen vorauszusetzen. Zugleich sollte es
nicht nur die formalen Techniken der semantischen Beschreibung erkldrend darstellen,
sondern auch den Bezug zu anderen Eigenschaften natiirlich-sprachlicher Ausdriicke
deutlich machen. Ich habe versucht, ein solches Buch zu schreiben, und hoffe, daB es
die Erwartungen, die ich an mich selbst gestellt habe, bei zukiinftigen Lesern erfiillt.
Es ist mir nicht klar, inwieweit dies iiberhaupt gelingen kann, denn der Wunsch nach
Einfachheit und Verstandlichkeit steht dem Wunsch nach detaillierter Darstellung und
technischer Vollstandigkeit sehr héufig entgegen. Ich habe mich daher auf diejenigen
Bereiche der semantischen Theorie beschrinkt, die mir fiir eine Einfithrung wichtig
erscheinen, wiewohl ich mir im Klaren bin, da die Meinungen dariiber auseinander
gehen diirften. Als Orientierungspunkte dienten mir die einschlégigen englisch-sprachi-
gen Einfithrungen, die ich durchgéngig fiir gelungen halte, sowohl was die Auswahl
der jeweiligen Topoi als auch die Art der Darstellung betrifft.

Den Studenten, die an meinen Seminaren teilgenommen und mich mit zum Teil
bohrenden Fragen gelSchert haben, mdchte ich fiir ihr Engagement danken, denn es ist
groBtenteils ihr Verdienst, daB ich mich um weitere Klarheit in der Darstellung bemiiht
habe. Allen Teilnehmern - leider sind es zu viele, um sie namentlich zu erwéahnen -
mochte ich versichern, daB mir die Seminare stets Spal gemacht haben und hilfreich
und anregend fiir mich waren.

Den studentischen Hilfskriften des Lehrstuhls, Marie-Luise Nilges (Malu), Andreas
Sombroek und Malte Zimmermann danke ich ganz herzlich fiir ihre standige Bereitschaft,
Teile des Manuskripts zu lesen, zu kommentieren und Ubungsaufgaben durchzurechnen.
Ohne ihre hilfreichen Anmerkungen wére wohl manches kryptisch geblieben.

Jiirgen Lenerz und Paul-Otto Samuelsdorff haben die vorlaufigen Manuskriptteile
immer wieder gelesen und mir an vielen Stellen wertvolle Hinweise gegeben, sowohl was
die Argumentation als auch was die innere Klarheit des Textes oder die Angemessenheit
der Beispiele betrifft. Auch ihnen mdchte ich hier ein herzliches Dankeschdn sagen.

Mein besonderer Dank gilt Alexandra Zepter, die mit akribischer Genauigkeit die
letzte Version durchgesehen und unzahlige meiner ungelenken und stereotypen Formu-
lierungen in lesbares Deutsch iibersetzt hat.

Es bleibt zu vermerken, daB§ alle Fehler auf mein eigenes Konto gehen, sei es,
weil die Vorlage zu unverstindlich war oder weil ich nachtriglich Verdnderungen
vorgenommen habe. Allen Freunden und Kollegen, die in der einen oder anderen
Weise an der Entstehung dieses Buches beteiligt waren, mochte ich an dieser Stelle
ebenfalls danken: Priya Bondre-Beil, Ulf Broszewski, Daniel Biiring, Robert Kemp,
Anne Rivet und Susann Siebert.

Rita hat mich wéhrend aller Phasen unterstiitzt und ermutigt. Bedenkt man, daB
formale Semantik nicht das mindeste mit einer Beziehung zu tun hat, so kann dies
iiberhaupt nicht iiberschétzt werden.

K&lIn, im Dezember 1995 Horst Lohnstein



1. Einleitung

In jeder alltdglichen Situation, in der wir mit anderen Menschen reden, tibermitteln wir
mit sprachlichen Signalen Bedeutungen. Wir reden iiber die Welt, die uns umgibt, oder
iiber innere Phantasiewelten, wir stellen Fragen, duBern Behauptungen oder Glaubens-
iiberzeugungen, erteilen Anordnungen oder stellen Bitten, wir weisen Forderungen
zuriick oder erkldren Angelegenheiten fiir erledigt. Dabei bedienen wir uns stets
bestimmter sprachlicher Mittel, um unserem Gegeniiber mitzuteilen, was wir jeweils
ausdriicken wollen: Wir wihlen verschiedene (moglicherweise komplexe) Worter und
setzen diese in einen strukturellen Zusammenhang, indem wir sie zu Phrasen und
Sdtzen verbinden, Diese haben auf der einen Seite eine gewisse Lautstruktur, und
Intonationskontur und auf der anderen Seite eine bestimmte Bedeutung. Aber auch die
Worter selbst haben Bedeutungen, und es stellt sich die Frage, wie die Bedeutung der
Worter mit der Bedeutung von Sétzen zusammenhingt, bzw. wie aus der Bedeutung
verschiedener Worter die Bedeutung eines Satzes zustandekommt.s
Was aber ist eine Bedeutung? Betrachten wir dazu den einfachen Satz (1).

(1) Peter schlift.

Wenn wir uns iiberlegen, was (1) bedeuten kann, so stellen wir fest, daB dies u. a. von
den Kontexten seiner Verwendung abhingt. Zum einen kann es sich bei (1) um die
Feststellung oder die Behauptung handeln, da ein Individuum namens Peter schlift.
(1) kénnte aber auch eine Antwort auf die Frage sein:.Was macht Peter? Weiterhin
kénnte (1) als Ermahnung aufgefalit werden, leise zu sein, oder in einer Situation in
der telefoniert wird, als Aufforderung, spiter noch einmal anzurufen. Sogar als Ein-
ladung zu einem Geheimtreffen, von dem Peter nichts erfahren soll, kann der Satz (1)
verwendet werden, usw. Wir sehen, daB ganz unterschiedliche Bedeutungskomponen-
ten bei der Interpretation von (1) wirksam werden konnen. In allen Fllen bedeutet (1)
jedoch, daB sich das Individuum Peter in einem bestimmten psychischen Zustand
befindet, den man mit dem Wort schlafen bezeichnet. Fiir diese sog. wortliche Bedeu-
tung werden wir uns in diesem Buch interessieren.

Nun kénnen wir weiter fragen, wie sich denn die wortliche Bedeutung dieses
Satzes genau ergibt, und was er besagt, wenn wir von kontextuellen Gegebenheiten
absehen. Offenbar beschreibt er einen Tatbestand, der in der Welt bestehen kann oder
auch nicht. Wenn die Person Peter in der Welt tatsdchlich schléft, so sagen wir, daf
der Satz wahr ist, und wenn sie nicht schléft, so sagen wir, daB er falsch ist. Um aber
die Wahrheit bzw. Falschheit des Satzes zu ermitteln, miissen wir wissen, was er
bedeutet. Diese Bedeutung vergleichen wir mit den tatsichlichen Gegebenheiten in
unserer Welt. Wenn eine Ubereinstimmung zwischen dem besteht, was der Satz
bedeutet und dem, was in der Welt der Fall ist, so sagen wir, der Satz ist wahr;
anderenfalls ist er falsch. Wiederum haben wir aber nicht angegeben, was die Bedeu-
tung eigentlich ist, sondern wir haben sie mit der mentalen Konstruktion einer Welt-
situation gleichgesetzt, die mit den ratsdchlich vorliegenden Gegebenheiten iiberein-
stimmen kann, aber nicht muB. Seine Bedeutung haben wir dabei jedoch nicht niher
spezifiziert. In der Tat ist dies auch eine schwierige Aufgabe, und wir wollen iiberle-
gen, wie der Begriff Bedeutung greifbarer gemacht werden kann. Es scheint nach
unseren bisherigen Uberlegungen klar zu sein, daB zwischen der Bedeutung eines
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Satzes und seiner Wahrheit ein enger Zusammenhang besteht, der sich folgendermalBen
ausdriicken 14Bt: Die Bedeutung eines Satzes zu kennen, heifit zu wissen, wie die Welt
beschaffen sein muBl, damit er wahr ist. Mit dieser Feststellung haben wir die Frage
nach der Bedeutung eines Satzes zuriickgefiihrt auf die Frage nach seiner Wahrheit,
und wir erkennen, daB dies eine sehr niitzliche Vorgehensweise ist, wenn wir uns klar
machen, daB unsere semantische Kompetenz zwar gute Intuitionen zur Bewertung der
Wabhrheit von Sdtzen zur Verfiigung stellt, da wir aber keine guten Intuitionen haben,
um die Bedeutung eines Satzes anzugeben.

Wir fragen nun weiter: Wann ist ein Satz wahr?, oder etwas anders formuliert:
Welche Bedingungen miissen in der Welt erfiillt sein, damit ein Satz der Sprache wahr
ist. Um eine Antwort zu finden, machen wir uns zundchst klar, daB der Satz (1) aus
den beiden Wortern Peter und schldft zusammengesetzt ist und daB er wahr ist, wenn
das Individuum Peter in der Welt tatsdchlich schlidft. Wenn wir das Wort schldft durch
das Wort schwimmt ersetzen, miissen in der Welt ganz andere Bedingungen erfiillt
sein, damit der Satz Peter schwimmt wahr ist. Offenbar ist also der Satz Peter schldft
unter ganz anderen Bedingungen wahr als der Satz Peter schwimmt. Was macht dieser
Unterschied deutlich? Wenn wir wissen, was die Bedeutung des Wortes schldft ist, so
vermogen wir, fiir jedes Lebewesen zu entscheiden, ob es schlift oder nicht, und
gerade so konnen wir bestimmen, ob jemand oder etwas schwimmt oder nicht, wenn
wir die Bedeutung des Wortes schwimmt kennen. Die Kenntnis dieser Bedeutungen
versetzt uns in die Lage, jeweils zwei Klassen von Lebewesen und Dingen zu unter-
scheiden, namlich einerseits solche, die schlafen, und solche, die nicht schlafen, und
andererseits solche, die schwimmen, und solche, die es nicht tun. Mit den Wortern der
Sprache lassen sich somit Lebewesen und Dinge bestimmten Klassen zuordnen. Weil
wir mit der Kenntnis der Bedeutung eines Wortes festlegen konnen, ob ein Lebewesen
oder Ding jeweils zu der Klasse gehort, die wir mit Hilfe dieses Wortes identifizieren
kénnen, wollen wir annehmen, da8 die entsprechende Klasse die jeweilige Bedeutung
eines Wortes ist. Demzufolge stellt die Bedeutung eine Relation zwischen sprachlichen
Ausdriicken und der Welt dar. Da der Begriff der Bedeutung - intuitiv verstanden -
aber umfassender ist, wollen wir diese Relation anders bezeichnen; wir nennen sie

-Denotation und sagen, daB das Wort schlafen die Menge derjenigen Individuen
denotiert, die in der Welt schlafen; und das Wort schwimmen denotiert die Menge
derjenigen Individuen und Dinge, die in der Welt schwimmen. Obwohl wir also nicht
genau angeben konnen, was die Bedeutung eines Satzes ist, konnen wir doch sehr
genau sagen, zu was sie uns in die Lage versetzt, bzw. welche Fahigkeiten wir besit-
zen, wenn wir Bedeutungen kennen. Wir vermdgen namlich, die den sprachlichen Aus-
driicken entsprechenden Denotate in der Welt zu bestimmen.

Nun sind wir in der Lage, Bedingungen zu formulieren, unter denen der Satz (1)
wahr ist. Dies ist ndmlich genau dann der Fall, wenn Peter in der Klasse derjenigen
Individuen enthalten ist, die schlafen; anderenfalls ist er falsch. Und geradeso ist der
Satz Peter schwimmt genau dann wahr, wenn das Individuum Peter in der Menge
derjenigen Individuen enthalten ist, die schwimmen; er ist falsch, wenn Peter in dieser
Menge nicht enthalten ist. Derartige Bedingungen nennen wir Wahrheitsbedingungen,
und ein Ziel der sog. wahrheitsfunktionalen Semantik besteht darin, solche Wahrheits-
bedingungen zu formulieren.

Wir wollen uns verdeutlichen, daB wir damit verschiedenen, intuitiv plausiblen
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Annahmen iiber unsere semantische Kompetenz Rechnung tragen kdnnen. Zunéchst
sind wir mit Hilfe der Denotats-Relation in der Lage, die Einheiten unserer Sprache,
die Worter, in Beziehung zu den Gegebenheiten in der Welt zu setzen, indem wir
angeben, welche Individuen bzw. Objekte zu Klassen zusammengefaBt werden. Weiter-
hin kénnen wir Bedingungen formulieren, die angeben, wann Sétze wahr sind. Dariiber
hinaus 1aBt sich auch die Beobachtung erfassen, daB sich die Denotate komplexer
sprachlicher Ausdriicke kompositionell aus den Denotaten der weniger komplexen
Ausdriicke ermitteln lassen. Denn wenn wir wissen, welches Denotat der Ausdruck
Peter hat, und wenn wir weiterhin wissen, welche Individuen schlafen, so ergibt sich
das Denotat des Satzes Peter schldft als seine Wahrheit, wenn die Bedingung erfiillt
ist, daBf Peter in der Menge der schlafenden Individuen enthalten ist. Diese Idee der
Kompositionalitdt von Bedeutungen wird dem deutschen Logiker Gottlob Frege (1848-
1925) zugeschrieben und 1dBt sich in dem folgenden (Frege-) Prinzip zusammenfassen:
Die Bedeutung komplexer Ausdriicke ergibt sich aus der Bedeutung der elementaren
Ausdriicke und der Art ihrer Zusammensetzung. Dieses Kompositionalitéts-Prinzip gibt
uns aber auch eine Antwort auf die Frage, wie es mdglich ist, mit endlichen Mitteln
unendlich viele Bedeutungen zu erzeugen. Denn wenn wir uns klar machen, daB es in
jeder Sprache unendlich viele Sdtze gibt, so muf} es auch unendlich viele Bedeutungen
geben. Da auf der anderen Seite kompetente Sprecher einer Sprache aber nur iiber
einen endlichen Wortschatz verfiigen, wird die Erzeugung von unendlich vielen Bedeu-
tungen gerade durch die (rekursive) Kombination der Worter moglich.

Nach diesen Voriiberlegungen zu dem Begriff Bedeutung wollen wir uns klar
machen, was eine Theorie der Bedeutung sprachlicher Ausdriicke leisten sollte. In
erster Linie soll sie es uns ermoglichen, Bedeutungen darzustellen, d. h. Reprdsenta-
tionen fiir Bedeutungen zu entwerfen. Zweitens sollen diese Reprédsentationen intuitiv
angemessen sein, d. h. wenn wir einen sprachlichen Ausdruck in einer bestimmten
Weise verstehen, so soll dies in einer semantischen Reprasentation darstellbar sein.
Intuitiv unangemessene Bedeutungen sollten entsprechend dieser Forderung nicht zu
addquaten Représentationen in der Theorie fiihren. Drittens soll eine Theorie der
Bedeutung die kombinatorischen Prinzipien spezifizieren, mit denen sich komplexe
Ausdriicke aus elementaren Einheiten zusammensetzen lassen, so daB komplexe
Bedeutungen kompositionell hergeleitet werden konnen. Viertens sollte sie die Mog-
lichkeit bieten, den Bezug zwischen den Ausdriicken der Sprache und den Gegeben-
heiten in der Welt so zu explizieren, daf§ intuitiv angemessene Urteile {iber die Wahr-
heit von Sétzen getroffen werden konnen. Fiinftens sollte eine Theorie der Bedeutung
dem Phénomen der Ambiguitdten (Mehrdeutigkeiten) Rechnung tragen. Ein sprach-
licher Ausdruck wird ambig genannt, wenn er auf verschiedene Weisen verstanden
werden kann. Ambiguititen konnen unterschiedliche Ursachen haben. So finden wir
etwa lexikalische Ambiguititen wie in (2)(i), die durch die Fortsetzungen in (2)(ii) und
(2)(iii) deutlich werden.

(2) (i) Die Bank liegt neben dem Beethoven-Park.
(if) Sie ist umgefallen.
(iii) Sie ist durchgehend geoffnet.
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Die Ambiguitét beruht in diesem Fall auf der Mehrdeutigkeit des Lexems Bank, denn
sie ist darauf zuriickzufiihren, daB die lautliche Realisierung von zwei verschiedenen
Bedeutungen zufillig identisch ist. Wir finden aber auch rein syntaktisch begriindete
Mehrdeutigkeiten, wie das Beispiel fiir eine strukturelle Ambiguitdt in (3)(i) zeigt, die
mittels der Paraphrasen in (3)(ii) und (3)(iii) sichtbar wird.

(3) (i) Peter beobachtete den Dieb mit dem Fernrohr.
(ii) Peter beobachtete den Dieb, und dieser trug das Fernrohr in der Hand.
(iii) Peter beobachtete den Dieb, und dies hat er mit dem Fernrohr gemacht.

Die Ursache fiir derartige Ambiguitdten liegt in den syntaktischen Prinzipien der
Satzbildung, die hier unterschiedliche Konstituentenstrukturen zulassen. Den fiir die
Bedeutungstheorie interessanten Fall stellen sog. Skopusambigisititen: dar. Betrachten
wir dazu die beiden Sitze in (4), die jeweils zwei Lesarten haben, wie die Paraphrasen
in (5) und (6) deutlich machen.

(4) (i) Alle Menschen beten einen Gott an.
(ii) Drei Besucher fallen immer aus der Rolle.

(5) (@) Es gibt einen Gott, und diesen Gott beten alle Menschen an.
(ii) Jeder Mensch glaubt an (irgend-) einen Gott, und diesen Gott betet er an.
(6) (i) Es gibt drei bestimmte Personen (Peter, Otto und Clara), die bei jedem
Besuch aus der Rolle fallen.
(ii) Bei jedem Empfang gibt es (irgendwelche) drei Besucher, die aus der Rolle
fallen.

Dieser Typ von Ambiguititen beruht auf der Verwendung von quantifizierenden
Ausdriicken wie alle Menschen, ein Gott, drei Besucher oder immer, die systematisch
zu Mehrdeutigkeiten fithren. Eine Theorie der Bedeutung sollte imstande sein, derar-
tige Mehrdeutigkeiten abzuleiten. Sechstens sollte eine Theorie der Bedeutung den
systematischen Zusammenhang zwischen verschiedenen wahren Sdtzen ableiten konnen,
und damit den wichtigen Begriff der Folgerung explizieren. Eine Konklusion Q kann
aus einer Sequenz von Sitzen Py, ..., P, gefolgert werden, genau dann, wenn sich aus
der Wahrheit von P,, ..., P, die Wahrheit von Q zwingend ergibt. So sollte aus der
Wahrheit der beiden Sétze in (7) die Wahrheit des Satzes in (8) gefolgert werden
kénnen.

(7) (i) Alle Studenten sind intelligente Menschen.
(ii) Kein Student ist reich.

(8) Es gibt intelligente Menschen, die nicht reich sind.

Dies fiihrt uns zu der allgemeinen Theorie des giiltigen SchlieBens, der formalen
Logik. Bereits der deutsche Philosoph Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) duflerte
die Idee von einem rein formalen Denkverfahren, das nur auf den Prinzipien der Logik
aufgebaut und von den Einzelbedeutungen der beteiligten sprachlichen Ausdriicke
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vOllig unabhéngig ist. Leibniz schwebte dabei eine formale Sprache vor, die allein
nach den festgesetzten Regeln eines mathematischen Kalkiils funktioniert und in der
strikte Beweisfiihrungen fiir giiltige Argumente moglich sind. Jedoch gelang es ihm
nicht, diese Sprache zu formulieren, und es dauerte ca. 300 Jahre bis der Logiker
Frege diese Idee erneut aufgriff und in der Begriffsschrift, eine der arithmetischen
nachgebildete Formalsprache des reinen Denkens die Grundziige einer solchen Spra-
che angab. Aber erst die englischen Philosophen und Mathematiker Bertrand Russell
(1872-1970) und Alfred North Whitehead (1861-1947) entwickelten zwischen 1910
und 1913 in den Principia Mathematica die mathematischen Grundlagen fiir eine
konsequente Umsetzung dieses Vorhabens. In den dreiBiger Jahren dieses Jahrhunderts
griff der Mathematiker und Philosoph Rudolf Carnap (1891-1970), ein Mitglied des
sog. Wiener Kreises, diese Ideen auf und entwickelte eine Logische Syntax der Spra-
che, die wenige Jahre spiter von dem polnischen Logiker Alfred Tarski (geb. 1902)
um eine semantische Komponente erweitert wurde. Damit war es schlieBlich mdglich,
das Verhiltnis zwischen Sprache und Welt in systematischer Weise formal zu rekon-
struieren und dem Begriff der Wahrheit eine theoretische Grundlage zu geben. Ein Ziel
dieser philosophisch motivierten Entwicklung bestand in der Einsicht, daB die Pro-
bleme der Philosophie im wesentlichen die Probleme der Sprache sind; ein Standpunkt,
den der Philosoph Ludwig Wittgenstein (1889-1951) wohl am konsequentesten ver-
treten hat. Carnap hingegen bemiihte sich um die Entwicklung von neuen (Kunst-)
Sprachen, um die philosophischen Probleme nicht mehr nur in der natiirlichen Objekt-
sprache, sondern in der theoretischen Metasprache formulieren zu kdnnen. Mit diesen
mathematisch/philosophischen Vorarbeiten, war der Weg zu einer formalen Semantik-
theorie fiir natiirliche Sprachen geebnet.

Wir wollen uns nun die Struktur einer solchen logischen Kalkiilsprache klar
machen. Dabei vergegenwirtigen wir uns zunéchst, daB solche Kalkiile Kunstsprachen
sind, die aus einem Vokabular bestehen, in dem die verwendeten Symbole enthalten
sind, einer syntaktischen Komponente, die die Kombinatorik dieser Symbole festlegt,
und einer semantischen Komponente, die die Interpretation der in dieser Sprache
moglichen Ausdriicke determiniert. Es fallt natiirlich sofort auf, daB eine direkte
Parallele zwischen solchen Kalkiilsprachen und natiirlichen Sprachen besteht, denn
auch letztere besitzen ein Vokabular, den Wortschatz der jeweiligen Sprache, eine
syntaktische Komponente, die die formalen Eigenschaften von Sétzen festlegt, und eine
semantische Komponente, die die Interpretation der einfachen und komplexen Aus-
driicke bestimmt. Inwiefern 148t sich eine Beziehung zwischen den wohluntersuchten
Kunstsprachen und den zu untersuchenden natiirlichen Sprachen herstellen? Der
amerikanische Logiker Richard Montague (1930-1971) duflerte sich in einem 1974
posthum verdfffentlichten Aufsatz zu dieser Fragestellung folgendermaBen: “There is
in my opinion no important theoretical difference between natural languages and the
artificial languages of logicians; indeed, I consider it possible to comprehend the
syntax and semantics of both kinds of languages within a single natural and mathema-
tically precise theory.” (Montague 1974:222). Der Weg, den Montague einschlagt,
besteht darin, Ausdriicke der natiirlichen Sprache in eine formale Logiksprache zu
libersetzen, deren Eigenschaften bekannt sind und deren Ausdriicke eine eindeutige
Interpretation zulassen. So erhélt der bestimmte Artikel der im Deutschen etwa die
Ubersetzung in (9).
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l

(9) der AQIAPEx[VY[Q(y) = (x = )] A P(X)]]]
Es wiirde jedoch wenig hilfreich sein und nichts zu unserem Versténdnis der Bedeu-
tung des Wortes der beitragen, wenn wir es bei dieser Ubersetzung belieBen, solange
wir nicht angeben, was sich hinter dieser iibersetzten Zeichenkette verbirgt, denn wir
hitten lediglich eine Symbolkonfiguration der deutschen Schrift in eine andere Sym-
bolkonfiguration iibersetzt. Ganz dhnlich kénnten wir ja auch etwa das Wort Jumbo-Jet
in die Symbolkonfiguration in (10) iibersetzen, und wir hétten keine Vorstellung
davon, was diese Ubersetzung bedeutet.

(10) Jumbo-Jet - JYUR Y T

Wenn man jedoch weiB}, daB diese Zeichenkette aus dem Silbeninventar Katakana des
Japanischen gebildet ist und versteht, daB es sich um ein Ubersetzungsidquivalent
handelt, so 148t sich auch die Interpretation dieser Symbolkonfiguration angeben, wie
dies in (11) deutlich wird.

(1) ¥ vUr Y b - %.a'!,- .

Wir geben hier nicht an, wie die Ubersetzung des bestimmten Artikels der in (9) zu
deuten ist, weisen aber darauf hin, daB eine zu unserem Katakana-Beispiel ganz paral-
lele Art der Interpretation moglich ist; wir lernen sie in einem spéteren Kapitel kennen.
Entscheidend bei der Ubersetzung ist also nicht, daB wir einen natiirlich-sprachlichen
Ausdruck in eine komplizierte Formel iibersetzen, sondern die Interpretation, die sich
hinter dieser Formel verbirgt.

Wir wollen uns nach diesen Betrachtungen die Struktur einer Theorie der Bedeu-
tung verdeutlichen. Wie wir bereits gesehen haben, benétigen wir ein Vokabular, das
die Basiseinheiten umfaBt, eine syntaktische Komponente, die die Kombinatorik der
Ausdriicke festlegt, und eine semantische Komponente, die die Interpretation der
einfachen und komplexen Ausdriicke bestimmt. Da wir uns auch schon klar gemacht
haben, daB sprachliche Ausdriicke im Hinblick auf die Beschaffenheit der Welt
interpretiert werden, bendtigen wir dariiber hinaus ein Modell von der Welt, relativ zu
dem wir die in der Sprache gebildeten Ausdriicke interpretieren konnen. Da die
Logiksprache und ihre schrittweisen Erweiterungen, in die die natiirlich-sprachlichen
Ausdriicke jeweils libersetzt werden, unabhidngig von den Eigenschaften spezieller
natiirlicher Sprachen sind, werden wir uns im Verlauf dieses Buches einen universellen
Handwerkskasten zusammenstellen, mit dessen Instrumenten wir die Semantik jeder
natiirlichen Sprache erfassen kénnen.

In den folgenden Kapiteln gehen wir so vor, da} wir zunéchst einiges iiber
Mengenlehre, Relationen und Funktionen lernen, um Beschreibungsmittel fiir die
Struktur unserer Welt zur Verfiigung zu haben und um die Beziehungen zwischen den
Individuen und Dingen, die in unserer Welt auftreten, darstellen und beschreiben zu
kénnen. Dazu sind geringe mathematische Vorkenntnisse hilfreich, aber keineswegs
notwendig, denn alle Begriffe werden anhand von Beispielen eingefiihrt und erdrtert.
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Daran anschlieBend betrachten wir die klassische Aussagenlogik und die Struktur
giiltiger Argumente. Bereits an dieser sehr einfachen Logiksprache 1aBt sich die
allgemeine Vorgehensweise, der wir in diesem Buch immer wieder begegnen werden,
deutlich machen. Sie 148t sich vereinfacht so charakterisieren, daB wir zunichst
elementare Einheiten angeben, die das Vokabular der Sprache festlegen. Sodann
formulieren wir syntaktische Regeln, die die Kombinatorik dieser Einheiten zu kom-
plexeren Ausdriicken festlegen. SchlieBlich geben wir zu jeder syntaktischen Regel
eine Interpretationsregel an, die uns die Bedeutung des neu entstandenen komplexen
Ausdrucks liefert. Da in der Aussagenlogik vollstindige Aussagen die elementaren
Einheiten sind, betrachten wir im folgenden Kapitel, wie Aussagen selbst aus kleineren
Einheiten aufgebaut sind. Dies fiihrt uns zu der Struktur von Prédikaten und Argumen-
ten. In diesem Kapitel werden wir auch kennenlernen, wie sich Ausdriicke der Pradika-
tenlogik relativ zu Modellen von der Welt interpretieren lassen. Die beiden an-
schliefenden Kapitel iiber Typentheorie und A-Kalkiil (sprich: Lambda-Kalkiil) dienen
im wesentlichen der Vorbereitung einer Sichtweise, die Denotate als (komplexe)
Funktionen auffaBt, so daB die kombinatorischen Prinzipien stark vereinfacht werden
konnen. Eine Anwendung der dabei entwickelten Konzepte bietet das folgende Kapitel
iiber die Semantik von Nominalphrasen, die das Phdnomen der Quantifikation mit
Hilfe von Funktionen zu erfassen erlaubt. Das daran anschlieende Kapitel behandelt
den Zusammenhang zwischen dem grammatischen Tempus von Sétzen und der zeit-
abhingigen Verénderung unserer Welt, so daB eine Erweiterung der bis dahin ent-
wickelten Logiksprache auch vergangene und zukiinftige Weltsituationen beschreiben
kann. In dem darauffolgenden Kapitel betrachten wir, wie sich Alternativen zu unserer
aktuellen Welt in das logische Systemn integrieren lassen. Wir werden dabei mogliche
Welten kennenlernen, die Alternativen zu unserer tatsidchlich existierenden Welt dar-
stellen. Im letzten Kapitel werden die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel zu der
Sprache der Intensionalen Logik zusammengefaBt, wie sie von dem Logiker Richard
Montague 1974 formuliert wurde. Wir werden sehen, daB sich der Begriff Bedeutung
noch préziser fassen 1a8t, als wir es bis dahin kennengelernt haben. Anhand verschie-
dener ausgewihlter Beispiele werden wir uns an dieser Stelle die Techniken und
Verfahrensweisen der intensionalen Logik verdeutlichen.

Obwohl uns der Weg durch die Dormenhecke mathematischer Formalisierungen
fithren wird, sollten wir uns stets vergegenwirtigen, daf§ unser Ziel darin besteht, die
Eigenschaften des menschlichen Sprachsystems, das in der Welt der biologischen
Organismen wohl einzigartig ist, zu begreifen und die Prinzipien sichtbar zu machen,
denen es unterliegt. Unsere semantische Kenntnis ist ein Teil dieser Sprachféhigkeit,
die uns nicht nur in die Lage versetzt, mit anderen Menschen zu reden, sondern auch
Mirchen zu erzéhlen und innere Phantasiewelten in Geschichten zu verweben und iiber
die Generationen weiterzuvererben. Eine semantische Theorie ist nur ein kleiner
Schritt, um diese schone und faszinierende Fihigkeit von Menschen etwas besser zu
verstehen.



2. Mengenlehre

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Begriffen aus der Mengenlehre. Wie wir
sehen werden, lernen wir dabei Strukturen kennen, die fiir die Beschreibung unserer
Welt niitzlich sind und die wir fiir eine semantische Theorie benétigen, die uns den
Zusammenhang zwischen sprachlichen Strukturen und Weltgegebenheiten durch-
sichtiger und besser verstehbar machen soll.

Da der mathematische Begriff von dem umgangssprachlichen Begriff der Menge
abweicht, wollen wir ihn zunéchst prazisieren. Um eine Menge zu bilden, kdénnen
verschiedene Gegenstdnde und Objekte zusammengefaBt werden. So lassen sich etwa
ein Auto, ein Seehund, eine Banane und das Biirgerliche Gesetzbuch zu einer Menge
zusammenfassen. Diese Menge kann folgendermaBen aufgeschrieben werden:

(1) {Auto, Seehund, Banane, Biirgerliches Gesetzbuch}

Wenn in diese Menge ein weiteres Auto aufgenommen werden soll, so muf§ sicher-
gestellt werden, daB die beiden Autos unterschieden werden kénnen. Wenn dies nicht
der Fall ist, so befinden sich zwei ununterscheidbare Objekte in der Menge. Diese
Situation soll aber vermieden werden, denn will man die Menge dndern, etwa indem ein
Auto aus der Menge entfernt wird, so 148t sich nicht mehr feststellen, welches der beiden
Autos in der Menge verbleibt und welches herausgenommen wird. Um diese Unterschei-
dung méglich zu machen, kann das erste Auto als Auto, und das zweite als Auto,
bezeichnet werden, so daB es immer mdglich ist, sich auf jedes Objekt in der Menge
eindeutig zu beziehen. Die erweiterte Menge wird dann folgendermaBen aufgeschrieben:

(2) {Auto,, Seehund, Banane, Auto,, Biirgerliches Gesetzbuch}

Die Objekte, die sich in einer Menge befinden, werden Elemente genannt. Bei der
Aufzihlung werden die Elemente in geschweiften Klammern geschrieben.

(3) Eine Menge ist eine Kollektion unterschiedener Objekte, die als Elemente dieser
Menge bezeichnet werden. Beliebige Objekte koénnen zu beliebigen Mengen
zusammengefafit werden.

Die Anzahl der Elemente in einer Menge spielt keine Rolle, d.h. Mengen kénnen
endlich oder unendlich viele Elemente enthalten. Die oben genannten Mengen sind
endlich; sie enthalten vier bzw. fiinf Elemente. Aber auch die Menge der natiirlichen
Zahlen, die groBer als 57 und kleiner als 173 sind, ist endlich. Hingegen ist die Menge
aller deutschen Sétze unendlich, aber auch die Menge der natiirlichen Zahlen oder die
Menge aller Zeitintervalle sind unendlich.

(4) Mengen konnen endlich oder unendlich viele Elemente enthalten.
Die Elemente von Mengen konnen auch selbst Mengen sein. So lassen sich etwa die

Menge der Apfel, die Menge der Birnen, die Menge der Apfelsinen und einige weitere
Obstsorten zur Menge des Obstes zusammenfassen.
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(5) A = {Apfel,, Apfel,, ..}
B = {Birne,, Birne,, ...}
A = {Apfelsine,, Apfelsine,, ...}
O = {{Apfel,, Apfel,, ...}, {Bime,, Birne,, ...}, { Apfelsine,, Apfelsine,, ...}}

Eine spezielle Menge ist die leere Menge, sie enthilt kein Element.
(6) Die leere Menge ¢ enthilt kein Element.

Die leere Menge spielt in der Mengenlehre eine #hnliche Rolle wie die O in der
Arithmetik. Fafit man innerhalb einer Menge verschiedene Elemente zusammen, so
bilden diese eine Teilmenge. Wenn etwa in der oben genannten Menge in (1) das
Auto, der Seehund und die Banane zu einer Menge zusammengefafit werden, so bildet
die Kollektion dieser drei Elemente eine Teilmenge der urspriinglichen Menge also die
folgende Menge: {Auto, Seehund, Banane}.

Die Menge {Auto, Seehund, Banane, Biirgerliches Gesetzbuch} ist nicht dieselbe
Menge wie {{Auto, Seehund, Banane}, Biirgerliches Gesetzbuch}. In der ersten Menge
sind selbst keine Mengen enthalten, in der zweiten Menge hingegen wohl. Die Anzahl
der Elemente der ersten Menge betrégt vier; die Anzahl der Elemente der zweiten
Menge betrégt zwei. Die Anzahl der Elemente einer Menge bezeichnet man auch als
die Kardinalitdt der Menge.

(7) Die Anzahl der Elemente einer Menge M heilit Kardinalitit. Schreibweise: IMI
oder #(M).

Zwischen einer Menge und einem Element dieser Menge besteht eine bestimmte
Beziehung, ndmlich die Element von-Beziehung.

Wenn das Element a in der Menge M enthalten ist, schreibt man auch kurz:
a € M; wenn das Element a nicht in der Menge M enthalten ist, schreibt man ent-
sprechend: a € M.

(8) ‘Element von ist eine Relation € zwischen einem Element a und einer Menge M.
a € M heiBt: a ist Element von M.
a ¢ M heiBt: a ist nicht Element von M:

Wenn die Menge A Element der Menge B ist, schreibt man auch: A € B. Von dieser
Ausdrucksweise ist eine grundsétzlich andere Relation zu unterscheiden, die man nicht
verwechseln sollte. Dies ist die Teilmengen-Relation. Der Unterschied besteht darin,
daB einerseits eine Menge A ein Element der Menge B sein kann. Wenn also A = {Auto,
Banane} und B = {{Auto, Banane}, Seehund} ist, so ist A ein Element von B. Ist
hingegen die Menge B = {Auto, Banane, Seehund}, dann ist die Menge A = {Au-
to, Banane} zwar eine Teilmenge von B, aber sie ist nicht Element von B, da kein
Element von B eine Menge ist.

(9) Wenn die Menge A kein Element enthilt, das nicht auch in der Menge B enthal-
ten ist, so ist A eine Teilmenge von B. Wir schreiben: A c B.
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Wenn B dariiber hinaus weitere Elemente enthilt, so ist A eine echte Teil-
menge von B. Wir schreiben: A < B.
Wenn A nicht Teilmenge von B ist, so schreiben wir: A ¢ B bzw. A ¢ B.

Fiir die Menge {Auto, Seehund, Banane}, die wir im folgenden mit M bezeichnen
wollen, 14Bt sich iberlegen, wieviele verschiedene Teilmengen aus dieser Menge
gebildet werden kdnnen. Zunéchst kann jedes Element allein eine Menge bilden, also
{Auto},{Seehund} und {Banane}. Sodann kdnnen wir jeweils zwei Elemente zu
Mengen zusammenfassen, also {Auto, Seehund}, {Auto, Banane} und {Seehund,
Banane}. Und schlieBlich ist auch die Menge mit drei Elementen {Auto, Seehund,
Banane} eine Teilmenge der Menge M, obwohl diese Menge mit der Menge M
identisch ist. Eine weitere Teilmenge der Menge M ist aber auch die leere Menge.
Diese Teilmengen konnen zu einer neuen Menge zusammengefalit werden, der sog.
Potenzmenge der Menge M oder abgekiirzt: p(M). Wenn die Menge M drei Elemente
enthdlt, so enthélt die Potenzmenge p(M) acht Elemente, wie sich durch Abzihlen
leicht nachpriifen 14Bt.

(10) p(M) = { {Auto}, {Seehund}, {Banane}, {Auto, Seehund}, {Auto, Banane},
{Seehund, Banane}, {Auto, Seehund, Banane}, ¢ }

Allgemein 148t sich sagen, daB die Potenzmenge (M) einer beliebigen Menge mit n
Elementen 2" Elemente enthalt.

(11) Die Potenzmenge p(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M.
Ist die Kardinalitit von M gleich n, so ist die Kardinalitit von p(M) gleich 2%

2.1. Notation von Mengen

Arbeitet man nun mit verschiedenen Mengen, so ist es vorteilhaft, diesen Mengen
Namen zu geben. Es hat sich eingebiirgert, Mengen mit den GroBbuchstaben
A, B, C, ... zu bezeichnen. Entsprechend bezeichnet man mit den Kleinbuchstaben
a, b, ¢, ... die Elemente von Mengen. Damit haben wir die Bezeichnung von Mengen
festgelegt. Wir wollen aber auch aufschreiben konnen, aus welchen Elementen eine
Menge besteht. Im Fall von endlichen Mengen kann dies einfach so geschehen, da3
wir die Elemente in geschweiften Klammern aufschreiben. Wenn die Elemente der
Menge M die Buchstaben a, b, c, d, e, f sind, so 148t sich die Menge M einfach durch
Aufzihlung der Elemente in Listennotation angeben.

(12) M.= {a, b,c, d, e, f}

Diese Menge 148t sich auch graphisch mittels eines Venn-Diagramms darstellen.
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(13) Venn-Diagramm:

Wenn eine Menge jedoch unendlich viele Elemente enthilt, so 148t sich diese Menge
nicht einfach aufschreiben. Deshalb benétigt man andere Mittel, um unendliche
Mengen zu notieren. Die Menge der deutschen Sétze etwa ist unendlich, da es zu
jedem deutschen Satz einen ldngeren deutschen Satz gibt, in dem der urspriingliche
Satz enthalten ist. Wenn man bspw. die Menge S der deutschen Sitze angeben will, so
bietet sich die sog. Prddikatsnotation an. Dabei wird die Menge durch Eigenschaften
ihrer Elemente festgelegt.

(14) S = {x/ x ist ein deutscher Satz}

Diese Notation kann folgendermaBen iibersetzt werden: Die Menge aller x, fiir die gilt:
x ist ein deutscher Sarz. Dabei ist x eine Variable, fiir die jeder deutsche Satz einge-
setzt werden kann. Das Zeichen /' heiBit: fiir die gilt.

Eine andere - sehr wichtige - Notation ist die sog. rekursive Regel. Wenn z.B. die
Menge der natiirlichen Zahlen, die groBer als O sind, ausgedriickt werden soll, so ist
zunichst festzustellen, da diese Menge unendlich viele Elemente hat, so daB diese
nicht einfach in Listennotation aufgeschrieben werden konnen.

Eine rekursive Regel hat die Eigenschaft, da8 sie sich auf sich selbst bezieht. Um
klar zu machen, wie eine derartige Regel funktioniert, betrachte man etwa den Proze
des Zihlens. Wenn man zdhlt und bei 1 beginnt, benennt man nacheinander alle
ganzen Zahlen, die grofer als Null sind, also: 1, 2, 3, 4, 5, ... usw. Ist man dann etwa
bei 1743 angekommen, und will man die nichste Zahl bestimmen, so mufl man die
Rechenoperation 1743 + 1 vornehmen. In dhnlicher Weise geht man beim Zihlen ja
stets vor, auch dann schon, wenn man bis zur Zahl 2 zihlt. Dazu muB man ndmlich
1 + 1 ausrechnen. Ein wichtiges Element scheint also die 1 zu sein, von der aus man
startet und die auch immer wieder bendtigt wird, um weiter zu zihlen. Aber auch die
Addition '+ ist wichtig, um {iber die 1 hinaus zu kommen. Hat man aber diese beiden
Ausdriicke, so bendtigt man nichts weiter, um zdhlen zu kénnen. Diesen Sachverhalt
wollen wir nun ausnutzen, um die Menge der ganzen Zahlen, die grofer als Null sind
(also die natiirlichen Zahlen), aufzuschreiben. Dabei nehmen wir an, daB die 1 ein
elementares Element und die Operation '+’ eine elementare Operation ist, d.h. wir
benétigen zwei Einheiten: 1 und '+

Wir miissen in einem ersten Satz festlegen, daB die 1 zu der Menge M gehort, die
wir angeben wollen. Wir formulieren daher den Satz 1 in (15).

(15) Satz 1: 1 e M.

Sodann legen wir in einem zweiten Satz fest, daB die Zahl, die um 1 groBer ist als
irgendein Element von M, auch zu M gehort. Dies wird mit dem Satz 2 ausgedriickt.
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(16) Satz 2: Wenn x € M, dann ist auch x + 1 € M.

Dieser Satz ist der Rekursionsschritt. Nach diesem Schritt gilt, da§ auch die 2 in M
enthalten ist. Und damit gilt natiirlich fiir x = 2, daB auch 2 + 1 also 3 in M enthalten
ist und so weiter. Diese Art des Vorgehens garantiert nun, daB alle Zahlen, die jeweils
um 1 groBer sind als ihr Vorgénger, auch zu M gehdren, so daB wir alle ganzen
Zahlen, die groBer als Null sind, angegeben haben. Um auszuschlieBen, daB auch noch
andere Elemente in der Menge M enthalten sind, formulieren wir den Satz 3.

(17) Satz 3: Nichts sonst ist in M.

Mit diesen drei Satzen haben wir nun die Menge M vollsténdig spezifiziert und als
rekursive Regel formuliert.

(18) rekursive Regel fiir die Menge: M = {1, 2, 3, 4, 5, ...}
i 1eM
(ii) Wenn x € M, dann istauchx + 1 e M
(iii) Nichts sonst ist in M.

Rekursive Regeln werden uns in den folgenden Kapiteln immer wieder begegnen,
wobei die elementaren Einheiten und die elementaren Operationen allerdings andere
sind als 1 und '+

Zur Ubung betrachten wir kurz die Menge M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} in Listennota-
tion und iiberlegen uns, wie diese Menge in Pradikatsnotation und als rekursive Regel
angegeben werden kann.

(19) (i) Pradikatsnotation: M = {x [ x ist eine positive ganze Zahl < 7}
(ii) rekursive Regel: 1) 1 €M
2) Wenn x € M und x < 6, dann ist x+1 ¢ M
3) Nichts sonst ist in M.

Offensichtlich erhalten wir mit diesen verschiedenen Darstellungen immer die gleiche
Menge M. Mit Hilfe der Priadikatsnotation wird die Menge durch eine allgemeine
Eigenschaft ihrer Elemente charakterisiert, etwa derart, daB x ein deutscher Satz oder
eine natiirliche Zahl ist. Die rekursive Regel stellt ein Verfahren dar, mit dem die
Elemente der Menge mittels einer (oder mehrerer) Operation(en) konstruiert werden
koénnen. Fiir die Menge der deutschen Sétze gibt man dazu Basiseinheiten und Opera-
tionen an, die festlegen, welche Verbindungen zwischen den Basiseinheiten Sitze sind.
Um die Menge der natiirlichen Zahlen rekursiv zu definieren, geht man ganz dhnlich
vor. Man legt Basiseinheiten (nur die 1) fest und definiert Operationen (nur '+, die
die Basiseinheiten zu neuen Elementen der Menge verbinden. Die formale Verfahrens-
weise ist in beiden Fillen identisch. Wie konnen wir nun die Gleichheit von zwei
Mengen A und B feststellen? Nun, dies iiberpriifen wir dadurch, daB wir zu jedem
Element aus A priifen, ob es ein Element von B ist, und zu jedem Element aus B priifen
wir, ob es auch ein Element von A ist.
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(20) Zwei Mengen A und B sind gleich, gdw. A die gleichen Elemente enthilt wie B
und umgekehrt.

Nachdem wir nun verschiedene Varianten der Mengenbeschreibung kennengelernt
haben, wollen wir genauer betrachten, auf welche Art und Weise mehrere Mengen
aufeinander bezogen werden konnen. Mengen konnen ja zusammengefafit werden, um
groBere Mengen zu ergeben, oder aus einer Menge kénnen Elemente entfernt werden,
wodurch die urspriingliche Menge kleiner wird.

2.2. Operationen zwischen Mengen

Zwischen (verschiedenen) Mengen vermag man Operationen durchzufiihren, indem
etwa die Elemente aus diesen Mengen zusammengefalit oder in einer bestimmten
anderen Weise aufeinander bezogen werden. Damit lassen sich Mengen zu groferen
oder kleineren Mengen umformen, indem bestimmte Elemente zu diesen Mengen
hinzugefiigt oder weggenommen werden. Wir illustrieren dies anhand der beiden
Mengen A und B in (21).

@D @) A :={12,345,6}

(ii) B := {5,6,7,8,9}

Zunichst betrachten wir, wie die zwei Mengen A und B zu einer Menge C zusammen-
gefafit werden. Dazu nimmt man alle Elemente der Menge A und setzt sie in die
anfanglich leere Menge C und nimmt dann alle Elemente der Menge B und setzt auch
diese in die Menge C. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB in der neuen Menge C alle
Elemente unterscheidbar sein miissen, d.h. wenn in B Elemente enthalten sind, die
bereits in C sind, so diirfen diese Elemente nicht nochmals in C aufgenommen werden.
Ein derartiges Zusammenfassen von Mengen nennt man die Vereinigung von Mengen.

(22) Die Vereinigung A U B zweier Mengen A und B ist die Menge derjenigen Ele-
mente, die in A oder in B auftreten.
AUB:={x/x €A oder x € B}
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Venn-Diagramm-Schreibweise:
A AuB B

Notation fiir die Vereinigung mehrerer Mengen: U{A, B, C}

Sollen die Elemente ausgesondert werden, die zwei Mengen A und B gemeinsam
haben, so verwendet man die Durchschnittsbildung. Im Durchschnitt zweier Mengen
befinden sich all die Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.

(23) Der Durchschnitt A N B zweier Mengen A und B ist die Menge derjenigen
Elemente, die sowohl in A als auch in B auftreten.
ANB:={x/x€Aundx € B}

Venn-Diagramm-Schreibweise:
A ANB B

Notation fiir den Durchschnitt mehrerer Mengen: N (A, B, C}.

Will man beziiglich zweier Mengen A und B nur diejenigen Elemente finden, die in
B sind, ohne zugleich in A zu sein, so 1468t sich dies iiber die Differenzbildung der
Mengen A und B erreichen. In der Differenz B - A sind alle Elemente aus B ohne die
Elemente von A.

(24) Die Differenz B - A zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente aus B
ohne die Elemente aus A.
B-A:={x/x€Bundx ¢ A}

Venn-Diagramm-Schreibweise:
A B B-A
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Die Mengenkonstruktion B - A (lies: B ohne A) wird auch das relative Komplement
von A bzgl. B genannt. Der Grund dafiir liegt in dem Tatbestand, daff mit B - A die
Menge der Elemente gemeint ist, die gerade nicht in A liegen.

Von dem relativen Komplement ist das absolute Komplement A’ zu unterscheiden,
d.h. intuitiv gesehen will man hier alle Elemente erfassen, die nicht in A liegen; aber
explizit wird nicht angegeben, beziiglich welcher anderen Menge das Komplement
gebildet wird. In der Tat setzt diese Sprechweise etwas voraus, was wir als Diskurs-
domdné oder Diskursuniversum D, bezeichnen. Die Diskursdoméne enthalt alle Indivi-
duen und Objekte, iiber die gerade ‘gesprochen’ wird und die meist implizit vor-
ausgesetzt werden. Genau vor diesem Hintergrund muf das Komplement von A als
D - A interpretiert werden. Das Komplement einer Menge A wird damit zur Menge
aller Objekte im Diskursuniversum, die nicht in A sind.

(25) Kamplement von A: A' =D - A = A' = {x/x ¢ A}. Die Variable x wird damit
implizit derart verstanden, daB sich x im Diskursuniversum D befindet, aber nicht
Element von A ist.

Venn-Diagramm-Schreibweise:

Wenn wir iiber die Zahlen aus der Menge A reden, so ist der Diskurshintergrund die
Menge der natiirlichen Zahlen. Das Komplement von A ist daher die Menge aller
natiirlichen Zahlen ohne die Zahlen aus der Menge A.

2.3. Ubungsaufgaben

1.  Gegeben seien die Mengen A und B.
A={x/xeN,x<10,x > 5}
B={x/x €N, x< 14, x > 8}
(i) Schreibe die Mengen A und B in Listennotation und als rekursive Regel.
(ii) Bestimme p(A). Wieviele Elemente gibt es in dieser Menge?
(iii) Gib die folgenden Mengen in Venn-Diagramm-Schreibweise an.
a)AnB;b)AuB;¢c)A-B;d) B-A;e)(AuB)-B
(vi) Sind die folgenden Aussagen richtig?
a)9 €B;b) {6,9,7} € A;¢) {7, 8 < A;d) {7,9) € p(A), e) & € p(A);
f) o< p(A)

2. Schreibe die folgenden Mengen in Listennotation:
@) ppla, b}; (i) ple}; (i) pe; (iv) pla}
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Im vorhergehenden Kapitel haben wir einfache Mengenkonstruktionen kennengelernt.
Dabei haben wir gesehen, daf} sich Mengen vereinigen und schneiden lassen und daf
Komplementbildung méglich ist. Als Resultate dieser Operationen entstehen stets
wieder Mengen, in denen Elemente auftreten, die von der gleichen Art sind, wie die
Elemente in den Ausgangsmengen. In diesem Kapitel wollen wir Operationen betrach-
ten, die zu neuartigen Elementen fithren. Wenn etwa auf einer Party 3 Ménner und 5
Frauen anwesend sind, die tanzen konnen, und wir uns dafiir interessieren, wie die
Menge der moglichen Tanzpaare aussieht, so miissen wir aus der Menge A der
Minner, die tanzen konnen, und der Menge B der Frauen, die tanzen konnen, die
Menge aller Tanzpaare konstruieren. Das Resultat dieser Konstruktion enthélt nun
nicht mehr einzelne Individuen, die tanzen konnen oder nicht, sondern Paare von
Individuen. Damit entsteht aber eine Menge, die ganz andere Elemente enthélt als die
Ausgangsmengen. Diese Elemente sind Paare, die ihrerseits aus zwei Individuen
bestehen. Um eine solche Menge zu konstruieren, fiihren wir eine Operation ein, die
aus (zwei) Mengen von Individuen eine Menge von Paaren macht. Wir wollen diese
Operation mit A x B (lies: A Kreuz B) symbolisieren und cartesisches Produkt (oder:
Kreuzpredukt) nennen. In dem cartesischen Produkt sollen alle Elemente a aus A mit
allen Elementen b aus B zu Paaren <a, b> kombiniert werden.

(1) Das cartesische Produkt A x B zweier Mengen A und B ist die Menge aller
geordneten Paare <x,y>, wobei x € A und y € B.
AxB:={<xy>/x €Aundy € B}

Die Elemente des cartesischen Produkts sind hinsichtlich ihrer Abfolge nicht geordnet,
da das cartesische Produkt eine Menge ist. Die Abfolge innerhalb eines Paares, d.h.
eines Elements des cartesischen Produkts, ist hingegen geordnet. In dem cartesischen
Produkt A x B darf fiir alle Paare <x,y> x stets nur aus A und y stets nur aus B sein.

Wenn die Menge A = {a, b, ¢} und die Menge B = {1, 2} ist, dann sieht das
cartesische Produkt A x B dieser beiden Mengen folgendermafien aus:

(2) A x B = {<a,l>, <a,2>, <b,1>, <b,2>, <c,1>, <¢,2>}.

Bei jedem Paar ist das erste Element aus A und das zweite aus B. Das Paar <2, c¢> ist
hingegen kein Element aus A x B, da die Reihenfolge der Elemente vertauscht ist. Das
Paar <2,c> wire aber ein Element des cartesischen Produktes B x A.

Betrachten wir etwa das deutsche Verb streicheln, und sei die Menge A eine
Menge bestehend aus den zwei Kindern Franz und Clara, also A = {Franz, Clara} und
die Menge B sei die Menge bestehend aus der Katze Lieschen und dem Hamster
Erwin, also B = {Lieschen, Erwin}. In einer Situation, in der Franz den Hamster
Erwin und Clara die Katze Lieschen streichelt, bilden Franz und Erwin ein Paar und
auch Clara und Lieschen, d.h. das Verb streicheln trifft in dieser Situation auf die
Paare <Franz, Erwin> und <Clara, Lieschen> zu, nicht aber auf die Paare
<Franz, Lieschen> und <Clara, Erwin>. Das cartesische Produkt A x B besteht hin-
gegen aus der Menge ‘aller Paare <a,b> mit a € A und b € B.
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(3) A x B = {<Franz,Erwin>,<Clara,Lieschen>,<Franz,Lieschen>, <Clara,Erwin>}

Wir kénnen daher feststellen, daB die Menge der Paare, die das Verb streicheln bildet,
eine Teilmenge des cartesischen Produkts A x B ist. Fiir diese Teilmenge wollen wir
die abkiirzende Schreibweise in (4) vereinbaren.

(4) [streicheln] = {<Franz ,Erwin>, <Clara,Lieschen>}

Wir kénnen nun sagen, daB [streicheln] eine Teilmenge des cartesischen Produktes
A x B ist, kurz:

(5) [streicheln] ¢ A x B und fiir unser Beispiel sogar: [streicheln] < A x B.

Zu jedem Element x € [streicheln], etwa x = <Franz,Erwin>, gilt dann auch x € A x B.
Wenn wir nur iiber die Menge A = {Franz, Clara} reden, und wenn Franz Clara
streichelt, so kénnen wir auch das cartesische Produkt A x A bilden.

(6) A x A = {<Franz,Clara>, <Clara,Franz>}

Da [streicheln] = {<Franz,Clara>} eine Teilmenge von A x A ist, gilt auch, daB
<Franz,Clara> € A x A.

Es lafit sich nun beobachten, daB jedes transitive Verb des Deutschen eine Paar-
menge von Individuen oder Objekten festlegt, so zum Beispiel die Verben schlagen,
streicheln, kiissen, hintergehen, tiberfallen usw. Neben transitiven Verben kénnen aber
auch andere Ausdriicke, z.B. Prépositionen, Paarmengen bilden, wie etwa auf, in,
unter, liber, neben usw., die lokale Relationen zwischen Individuen oder Objekten
bezeichnen und in Ausdriicken der folgenden Art auftreten:

(7) (i) [das Bild] an [der Wand]
(ii) [die Katze] auf [dem Dach]
(iii) [das Haus] neben [der Schule]
(iv) oder allgemeiner: x an/auf/neben y.

Aber auch komparierbaren Adjektiven kann man solche Paarmengen zuordnen wie
etwa grofer als, jiinger als, schoner als usw.

(8) x grofer als/jiinger als/schoner als 'y

All diese Ausdriicke bezeichnet man als zweistellige Prddikate, weil sie zweistellige
Relationen ausdriicken. Diese Begriffe werden wir sogleich nédher prazisieren. Vorher
wollen wir uns aber noch klarmachen, daB nicht alle sprachlichen Ausdriicke zweistel-
lig sind und daf§ wir auch Mengen aus grofBeren ‘Paaren’ bilden koénnen miissen. Dies
wird sofort deutlich, wenn wir etwa Verben wie geben, schenken, entnehmen usw.
betrachten, die jeweils eine Relation zwischen rei Personen/Objekten herstellen und
damit dem allgemeinen Schema in (9) geniigen.
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(9) x gibt/schenkt/entnimmt y z

Um den Sachverhalt, da [Peter] [Franz] [ein Buch] schenkt, als ‘Multi-Paar’ auszu-
driicken, benétigen wir ein Objekt der Art <Peter,Franz,Buch>, d.h. ein Dreier-Paar,
auch 3-Tupel oder Tripel genannt.

Nun kann das cartesische Produkt auch iiber mehr als zwei Mengen gebildet
werden, etwa in der Form A x B x C. In diesem Fall erhalten wir eine Menge von
3-Tupeln <a,b,c>, wobei a € A, b € B und ¢ € C. Die drei Mengen miissen aber nicht
notwendigerweise verschieden sein. Betrachten wir etwa zwei Mengen A und B, zu
denen wir das dreifache cartesisches Produkt A x A x B bilden.

(10) (i) A = {Peter, Clara, Franz}
(ii) B = {Buch, Fernseher}
(iii) A x A x B = {<Peter,Clara,Buch>, <Franz,Peter,Fernseher>, ...}

Wir wollen hier nicht alle moglichen Paare aufschreiben, aber die Elemente des carte-
sischen Produktes dieser drei Mengen bestehen aus Elementen der Art <a,b,c>, wobei
a€A,beAundc € Bist

Aber auch damit nicht genug, wir kdnnen sogar noch groBere Paare, sog. n-Tupel
bilden, wobei n eine beliebig groBe Zahl ist, so daB das cartesische Produkt auch fiir
mehr als zwei oder drei Mengen definiert werden kann:

(1) A, x A, x. X A, :={<a, a,,..,a,>/a €A, a, €A, .., a, €A}

Mit diesem Inventar an Beschreibungsmdoglichkeiten sind wir nun bestens geriistet, um
Ausdriicke mit beliebig vielen Argumenten zu beschreiben, indem wir die Argumente
als n-Tupel angeben. Wir konnen dabei feststellen, daB jede Menge aus n-Tupeln stets
eine Teilmenge des cartesischen Produkts iiber den n Mengen ist, aus denen die
Bestandteile der n-Tupel jeweils enthommen sind.

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, daf§ die Mengen des vorher-
gehenden Kapitels einen Spezialfall der Mengen in diesem Kapitel darstellen. Im
vorigen Kapitel haben wir namlich n-Tupel fiir den Fall n = 1 betrachtet. Wir haben
in diesem Kapitel die Betrachtungsweise gewissermafien auf komplexere Elemente
ausgedehnt, d.h. wir beriicksichtigen nicht nur einzelne Objekte, sondern auch Folgen
von Objekten, fiir die aber genau die gleichen Bedingungen gelten, wie fiir die ein-
fachen Elemente auch.

Wir haben weiter oben den Begriff der Relation gebraucht. Diesen Begriff wollen
wir nun naher prizisieren. Wenn wir etwa den Satz Franz liebt Clara betrachten, so
driickt dieser Satz eine ganz bestimmte Relation aus, namlich die Relation des Liebens,
die zwischen Franz und Clara besteht. Der Satz Franz sieht Clara driickt eine andere
Relation aus, ndmlich die des Sehens. Wir sehen also, daB zwischen Elementen von
(nicht notwendigerweise verschiedenen) Mengen Relationen bestehen konnen. Wenn
eine beliebige Relation R zwischen den Mengen A und B besteht, wollen wir schrei-
ben: ARB und meinen damit, daB A in Relation zu B steht. Nun haben wir aber bereits
gesehen, daB solche Relationen 2-Tupel bilden, so daB wir naheliegenderweise eine
Relation als Teilmenge des cartesischen Produktes auffassen konnen:
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(12) Eine Relation R von A nach B ist eine Teilmenge des cartesischen Produktes
A x B. Wir schreiben: R ¢ A x B, oder genauer:
{<x,y>/ xRy} < {<x,y>/x € Aund y € B}

Betrachten wir die beiden Mengen in (13).

(13) (i) A = {Peter, Monika}
(ii) B = {Max, Paula, Renate}

Das cartesische Produkt aus A und B ist:

(14) A x B = {<Peter, Max>, <Peter, Paula>, <Peter, Renate>, <Monika, Max>,
<Monika, Paula>, <Monika, Renate>}.

Wenn Peter groBer ist als Max und Renate, und Monika groBer ist als Paula, dann ist
die Relation grdfer als-zwischen den Mengen A und B gegeben durch die Menge der

Paare:

(15) R

{<Peter, Max>, <Peter, Renate>, <Monika, Paula>}
{<x,y>/x € Aundy € Bund x ist groBer als y } ¢ A x B.

Wir identifizieren also die Relation R mit der Menge der geordneten Paare, die durch
die Relation R angegeben wird. Diese Relation konnen wir auch durch ein Diagramm
der folgenden Art darstellen:

(16) A B
Peter = Max
Monika \\‘ Renate
™ Paula

Dabei wird die Relation als eine Abbildung von A nach B aufgefaBt. A wird als
Definitionsbereich und B als Wertebereich bezeichnet.

Wir sehen, daB es verschiedene Auffassungsweisen von Relationen gibt; zum
einen als Teilmenge des cartesischen Produktes und zum anderen als Abbildung. Wir
werden im folgenden beide Auffassungsweisen verwenden, abhingig davon, welche
jeweils die geeignetere ist.

Ganz analog zu dem Begriff des Mengenkomplements bestimmen wir nun das
Komplement einer Relation. Dies hat seinen Sinn darin, dal wir entscheiden wollen,
wann die Elemente eines Paares in einer bestimmten Relation stehen und wann nicht.
Wenn zwei Individuen a und b in der Relation R stehen, so ist das Paar <a,b> ein
Element in der Relation R, und anderenfalls ist es im Komplement von R enthalten.

(17) Das Komplement R’ einer Relation R ist gegeben durch: R’ := R - (A x B).
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R’ enthdlt also alle geordneten Paare des cartesischen Produkts, die nicht in der
Relation R enthalten sind, so daB ein Paar entweder Element der Relation oder aber
des Komplements ist. Eine andere Moglichkeit besteht nicht.

Relationen konnen hinsichtlich bestimmter Eigenschaften unterschieden werden.
Dies ist zum Beispiel interessant, wenn man Verben der folgenden Art betrachtet:
tanzen mit, begleiten, heiraten. Diese Verben werden gelegentlich auch als symme-
trische Pradikate bezeichnet. Das bedeutet, daB die Reihenfolge der Elemente eines
Paares keine Rolle spielt. Wenn etwa Franz Elke heiratet, dann heiratet notwendiger-
weise auch Elke Franz. Dies ist nicht zwingend der Fall fiir das Verb lieben. Wenn
Franz Elke liebt, so muB Elke Franz noch lange nicht lieben. Wir wollen daher
verschiedene Eigenschaften von Relationen niher untersuchen. Dabei betrachten wir
den Fall, daf} die Relation R eine Teilmenge von A x A ist.

3.1. Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R wird reflexiv genannt, wenn zu jedem Element x aus der Menge A
das Element <x,x> in der Relation R enthalten ist. Das Paradebeispiel fiir eine reflexi-
ve Relation ist etwa der Ausdruck x ist identisch mit y. Da jedes Individuum oder
Objekt zwangslaufig mit sich selbst identisch ist, ist diese Relation reflexiv.

(18) Reflexivitit:
R ist reflexiv, gdw. fiir jedes x € A das geordnete Paar <x,x> € R.
Wenn fiir einige x € A das Paar <x,x> ¢ R, so heiit R nonreflexiv.
R heiBt irreflexiv, wenn sie kein geordnetes Paar <x,x> enthilt.

Man beachte bei dieser Definition, daB <x,x> € R ist, fiir alle Elemente x € A. Diese Be-
dingung muB bei den Eigenschaften, die wir im folgenden auch noch betrachten werden,
nicht mehr gelten. Dort wird nur noch gefordert, dal zu einem Paar, das in der Relation
R enthalten ist, auch bestimmte andere Paare in der Relation enthalten sein miissen.

Weiter oben haben wir bereits Beispiele fiir symmetrische Pradikate kennenge-
lernt. Wir geben jetzt die prazise Definition dafiir an. Diese besagt, da$f eine Relation
genau dann symmetrisch ist, wenn zu einem beliebigen Paar <x,y> € R auch das Paar
<y, x> € R ist. Das Verb heiraten stellt also eine symmetrische Relation dar: Wenn
Franz Petra heiratet, dann heiratet natiirlich auch Petra Fanz.

(19) Symmetrie:
R ist symmetrisch, gdw. fiir jedes geordnete Paar <x,y> € R auch das geordnete
Paar <y x> € R.
Wenn fiir einige <x,y> € R <y, x> ¢ R ist, so heifit R unsymmetrisch.
R heiBt asymmetrisch, wenn fiir kein geordnetes Paar <x,y> € R ein geordnetes
Paar <y, x> € R existiert.

Eine weitere Eigenschaft einer Relation kann die Antisymmetrie sein, die dann vorliegt,
wenn die zwei Paare <x,y> und <y,x> in R sind, daraus aber folgt, daB} x gleich y ist.
Die Relation grofer gleich ist ein Beispiel fiir eine antisymmetrische Relation. Wenn
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gilt, daB x groBer gleich y ist, und wenn zugleich gilt, daf§ y groBer gleich x ist, so
folgt aus diesen beiden Sitzen, daB x = y ist. Man beachte hierbei, daB die Relation
echt grofler nicht antisymmetrisch ist.

(20) Antisymmetrie:
Eine Relation R heifit antisymmetrisch, wenn aus <x,y> € R und <y,x> € R folgt:
X =y.

Als letzte Eigenschaft wollen wir die Transitivitdt betrachten. Eine Relation ist transi-
tiv, wenn zu den beiden Paaren <x,y> und <y,z> in R, auch das Paar <x,z> in R ist.
Die Relation kleiner als ist transitiv, denn wenn x kleiner als y und y kleiner als z,
dann ist sicherlich auch x kleiner als z.

(21) Transitivitat:
R ist transitiv, gdw. fiir alle geordneten Paare <x,y> und <y,z> € R auch
<x,z> € R ist.
Wenn eine Relation nicht transitiv ist, nennt man sie nontransitiv.
R heifit.intransitiv, wenn fiir jedes Paar <x,y> und <y,z> € R gilt, daB <x,z> ¢ R.

3.2. Aquivalenzrelationen

Es gibt nun Relationen, die mehrere dieser Eigenschaften zugleich erfiillen. Z.B. kann
eine Relation zugleich reflexiv, symmetrisch und transitiv sein. Eine derartige Relation
nennt man Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzrelation hat die besondere Eigenschaft,
daB sie die Menge, iiber der sie definiert ist, vollstindig in disjunkte Teilmengen, sog.
Aquivalenzklassen zerlegt.

(22) Eine Relation in A ist eine Aquivalenzrelation, gdw. sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Die Relation ist genauso alt wie ist eine Aquivalenzrelation. Sie ist reflexiv, da jedes
Individuum oder Objekt genauso alt ist wie es selbst. Sie ist symmetrisch, denn wenn
x genauso alt ist wie y, so ist auch y genauso alt wie x. Sie ist transitiv, denn wenn x
genauso alt ist wie y und y genauso alt ist wie z, so ist auch x genauso alt wie z. Mit
dieser Aquivalenzrelation kann die Menge A in sog. Aquivalenzklassen zerlegt werden,
d.h. in Teilmengen von Elementen, die hinsichtlich der Relation dquivalent sind. So
induziert etwa die Relation ist genauso alt wie Klassen von Individuen und Dingen, fiir
die gilt, daB} sie hinsichtlich ihres Alters dquivalent sind. Die Relation setzt also alle
Individuen, die fiinf Jahre alt sind, in eine Klasse. Eine andere Klasse bilden etwa die
sechzigjdhrigen Individuen usw. Wichtig ist, daB diese Klassenbildung durch eine
Aquivalenzrelation herbeigefiihrt werden kann und daB es dann geniigt, allein einen
Vertreter aus einer Klasse zu betrachten, weil man ja weiB, daf§ alle anderen Elemente
dieser Klasse zu diesem Vertreter 4quivalent sind.
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(23) Wir schreiben [al fiir die Menge aller x, fiir die gilt: <a,x> € R, wobei R eine
Aquivalenzrelation ist.

Die Schreibweise mit den eckigen Doppelklammern haben wir bereits weiter oben
eingefiihrt fiir die Menge der Paare, die in einer bestimmten Relation zueinander
stehen. Auch bei dieser ersten Einfithrung gilt, daB die Paare hinsichtlich der sie
verbindenden Relation dquivalent sind.

Eine Aquivalenzrelation zerlegt eine Menge A also in eine Kollektion nicht-leerer
Teilmengen A, von A, so daB die Vereinigung der A; wieder A ergibt, was bedeutet,
daB die Menge A vollstindig zerlegt wurde. Zum anderen gilt dabei aber auch, da8 die
A, paarweise disjunkt sind, d.h. daB ihr paarweiser Durchschnitt leer ist. Eine solche
Zerlegung nennt man eine Partition.

(24) Eine Partition ist eine Kollektion nicht-leerer Teilmengen von A, so daB gilt:
(i) fiir zwei verschiedene Teilmengen X und Y gilt: X NY = o
(ii) die Vereinigung aller Teilmengen dieser Kollektion ist gleich A.
Jede Aquivalenzrelation iiber einer Menge M induziert eine Partition von M.,

Betrachten wir zur genaueren Klirung des Begriffs Aquivalenzrelation nun ein Beispiel.
Die Menge A sei die folgende: A = {Franz, Paula, Fritz, Clara, Maria}. Wir untersuchen
die Eigenschaften der Relation R in (25), und priifen, ob R eine Aquivalenzrelation ist.

(25) R = {<Franz,Franz>, <Paula,Paula>, <Paula,Clara>, <Franz,Fritz>, <Clara,Paula>,
<Clara,Maria>, <Clara,Clara>, <Maria,Paula>, <Fritz,Franz>, <Maria,Clara>,
<Fritz,Fritz>, <Maria,Maria>, <Paula,Maria>}

Dazu miissen wir zeigen, daB R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Beginnen wir
mit der Reflexivitét. Zu jedem Element x € A muf das Paar <x,x> € R sein. Dies gilt
es nun zu priifen. Wir nehmen das erste Element aus A, das ist Franz, und fragen, ob
das Paar <Franz,Franz> € R ist. Dies ist der Fall. Sodann nehmen wir das nichste
Element aus A, also Paula, und priifen, ob das Paar <Paula,Paula> € R ist. Dies ist
ebenfalls der Fall. In dieser Weise fahren wir fort, bis wir zu jedem Element x € A
gepriift haben, ob das Paar <x,x> € R ist, was im vorliegenden Beispiel der Fall ist.
Die Bedingung der Reflexivitit ist also erfiillt.

Priifen wir nun die Symmetrie-Eigenschaft. Dazu muf} zu jedem Paar <x,y> € R
ebenfalls das Paar <y,x> € R sein. Wir priifen also, ob zu dem Paar <Franz,Franz> € R
auch das Paar <Franz,Franz> € R. Dies ist trivialerweise der Fall. Sodann nehmen wir
das zweite Paar <Franz, Fritz> € R und testen, ob auch das Paar <Fritz,Franz> € R.
Auch dies ist der Fall. Weiterhin existiert zu dem Paar <Paula,Clara> das Paar <Cla-
ra,Paula>, zum Paar <Clara,Maria> gibt es das Paar <Maria,Clara>, und zu dem Paar
<Maria,Paula> existiert das Paar <Paula,Maria>, so dal R auch symmetrisch ist.

Wenn wir nun noch die Eigenschaft der Transitivitit nachweisen kénnen, so
wissen wir, daB R eine Aquivalenzrelation ist. Um dies zu zeigen, miissen wir alle
Paare finden, deren letztes Glied gleich dem ersten Glied eines anderen Paares ist, und
untersuchen, ob bzgl. der so zugeordneten Paare auch ein Paar existiert, mit dem
Erstglied des ersten Paares und dem Letztglied des zweiten Paares; zu <x,y> € R und
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<y,z> € R gilt es also, das Paar <x,z> € R zu finden. Dies testet man nun leicht durch
die folgende Betrachtung:

Zu <Franz,Franz> und <Franz,Fritz> existiert das Paar <Franz,Fritz>,
Zu <Franz,Fritz> und <Fritz,Franz> existiert das Paar <Franz,Franz>.
Zu <Fritz,Franz> und <Franz,Fritz> existiert das Paar <Fritz,Fritz>.

Zu <Franz,Fritz> und <Fritz,Fritz> existiert das Paar <Franz,Fritz>.

Zu <Paula,Paula> und <Paula,Paula> existiert das Paar <Paula,Paula>.
Zu <Paula,Paula> und <Paula,Clara> existiert das Paar <Paula,Clara>.
Zu <Paula,Paula> und <Paula,Maria> existiert das Paar <Paula,Maria>.
Zu <Paula,Clara> und <Clara,Paula> existiert das Paar <Paula,Paula>.
Zu <Paula,Maria> und <Maria,Paula> existiert das Paar <Paula,Paula>.
Zu <Paula,Maria> und <Maria,Clara> existiert das Paar <Paula,Clara>.
Zu <Clara,Paula> und <Paula,Maria> existiert das Paar <Clara,Maria>.
Zu <Clara,Clara> und <Clara,Clara> existiert das Paar <Clara,Clara>.
Zu <Clara,Clara> und <Clara,Maria> existiert das Paar <Clara,Maria>.
Zu <Maria,Maria> und <Maria,Maria> existiert das Paar <Maria,Maria>.

Damit haben wir gezeigt, daB die Relation R auch transitiv ist, so daB sie eine Aquiva-
lenzrelation ist. Die Frage ist aber, in welche Partition die Menge A durch diese
Aquivalenzrelation zerlegt wird. Nun treten in einem Paar offensichtlich immer nur
entweder Franz und Fritz oder Paula, Clara und Maria auf. Da R eine Aquivalenzrela-
tion ist, sind Fritz und Franz dquivalent zueinander und gehdren damit in eine Aquiva-
lenzklasse. Franz und Fritz bilden hingegen nie mit Paula, Clara oder Maria ein Paar,
so daB eine Aquivalenzklasse die Menge A, = {Franz, Fritz} ist. Da Paula, Clara und
Maria jeweils miteinander in Paaren auftreten, sind auch diese Elemente dquivalent
und bilden die Menge A, = {Paula, Clara, Maria}. Beziiglich A, und A, 148t sich nun
feststellen, daB die Vereinigung A, U A, = A und daB der Durchschnitt A, N A, = o
ist. Wir haben also durch die Aquivalenzrelation R eine Partition Py auf der Menge A
erhalten. Diese Partition ist P, = {{Franz, Fritz}, {Paula, Clara, Maria}}. R zerlegt
damit die Menge A in die Klasse der Ménner und die Klasse der Frauen, so daB R
umschrieben werden kann als har das gleiche Geschlecht wie.

3.3. Ordnungsrelationen

Die Elemente einer Menge sind i.d.R. nicht geordnet. Jedes Element hat den gleichen
Status wie jedes andere Element auch. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist als
Menge ungeordnet, und wenn man nichts weiter zu den natiirlichen Zahlen sagt, als
daB sie eine Menge bilden, so wire es nicht moglich, so zu zihlen, wie wir es tun. Die
Abfolge der Zahlen wire dann nimlich vollig willkiirlich, und die Z&hlreihenfolge
konnte etwa sein: 7, 2, 9, 1, 3, 4, 8, ... Tatsichlich entspricht dies natiirlich nicht der
richtigen Reihenfolge beim Zihlen. Um richtig zu zihlen, miissen wir die Zahlen
anordnen, und das heiBit, daB wir fiir alle Zahlen festlegen miissen, wann eine Zahl
relativ zu einer beliebigen anderen Zahl groBer oder kleiner ist als diese andere Zahl.
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Die Zahlen stehen also untereinander in einer ganz bestimmten Ordnungsrelation, fiir
deren Eigenschaften wir uns jetzt interessieren.

(26) Eine Relation in A ist eine Ordnungsrelation (oder Halbordnung) auf A, gdw. A
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Sei A die Menge der Zahlen {3, 5, 2, 4, 1}, und sei R eine Relation zwischen zwei
Zahlen. R sei gegeben wie in (27).

(27) R = { <L,1><1,2><1,3><1,4><1,5>,<2,2><2,3> <2 4> <2,5> <3 3> <3 4> <3 5>,
<4,4>,<4,5>,<5,5>}

Diese Relation ist reflexiv, denn zu jedem Element a € A, ist das Paar <a,a> € R. Die
Relation ist antisymmetrisch, denn wann immer gilt, daB <a,b> € R und <b,a> £ R, so
ist a = b. Wire etwa auch das Paar <5,4> € R, so wire R nicht antisymmetrisch, denn
4 ist nicht gleich 5. Die Relation R ist auch transitiv, wie sich leicht nachpriifen 148t. R
ist also eine Halbordnung auf A. Genauer gesagt ist R die Relation ‘<’ (kleiner gleich).

Wenn fiir alle a,b € A entweder <a,b> € R oder <b,a> € R gilt, so wollen wir
sagen, daB a und b bzgl. der Ordnungsrelation R vergleichbar sind. Die Relation R’ in
(28) ist die gleiche Relation wie in (27), bis auf diejenigen Paare, die aus zwei glei-
chen Komponenten bestehen. R’ ist ebenfalls eine Ordnungsrelation.

(28) R = {<1,2>,<1,3><1,4>,<1,5>,<2,3>,<2,4> <2 ,5>, <3,4> <35> <4,5> }

Beziiglich der Relation R’ sind die Elemente von A vergleichbar, da fiir alle a,b € A
entweder <a,b> € R oder <b,a> € R ist.

(29) Sind je zwei Elemente a,b € A bzgl. der Halbordnung R vergleichbar, so ist R
eine Totalordnung (oder volistindige Ordnung).

Ordnungsrelationen werden uns wieder begegnen, wenn wir Ereignisse betrachten, die
zu unterschiedlichen Zeiten stattfinden. Um die Vor-, Gleich- und Nachzeitigkeit
zwischen Ereignissen zu beschreiben, miissen wir Zeitabschnitte relativ zueinander
ordnen, wozu wir mit Hilfe von Ordnungsrelationen in der Lage sind.

3.4. Funktionen

Relationen kénnen zwischen zwei (nicht notwendigerweise) verschiedenen Mengen be-
stehen. Dabei ist keine Einschrénkung dariiber formuliert, ob ein Element im Definitions-
bereich in Relation zu keinem, zu einem oder zu mehreren Elementen im Wertebereich
steht, d.h. Relationen kdnnen mehrdeutig sein. Eine besondere Klasse von Relationen
zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, daB jedes Element des Definitionsbereichs in
Relation zu Adchstens einem Element im Wertebereich steht. Derartige Relationen werden
Funktionen genannt. Eine Funktion ist eine Relation mit bestimmten Eigenschaften.
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(1) Eine Relation F von A nach B ist eine Funktion, gdw.
(i) zu jedem Element aus dem Definitionsbereich A gibt es hdchstens ein korres-
pondierendes Element im Wertebereich B und
(ii) der Definitionsbereich von F ist gleich A.

Eine Funktion, die eine Teilmenge von A x B ist, wird als Funktion von A nach B be-
zeichnet. Eine Funktion, die eine Teilmenge von A x A ist, heiit Funktion in,A. Die
Elemente des Definitionsbereichs einer Funktion werden auch als Argumente bezeich-
net. Die Elemente des Wertebereichs, also die Elemente, die die Funktion seinen
Argumenten zuweist, heiBen Funktionswerte.

(2) Schreibweise: F: A - B oder F: A - A

Funktionen haben gegeniiber Relationen den Vorteil, daf sie links-eindeutig sind, da
jedem Argument héchstens ein Funktionswert zugewiesen wird, zugleich wird aber
auch jedem Element aus dem Definitionsbereich genau ein Argument zugeordnet. Die
beiden folgenden Abbildungen verdeutlichen diesen Unterschied. Bei einer Funktion
geht von jedem Element aus A genau ein Pfeil aus. Bei einer Relation konnen von
einem Element aus A mehrere oder auch kein Pfeil ausgehen.

(3) Funktion: Relation:

A B A B

N N B
T 2 | —T 2

b 3 b ] 3

c — ¢ —m—
1= 4 ~ ™ 4

d — 5 d \\ 5

Aufgrund dieser Eigenschaften lassen sich Funktionen eindeutig verkniipfen. Wir
konnen damit mehrere Mengen miteinander in Beziehung setzen und sicher sein, da§
jedes Argument auch nach der Verkniipfung hichstens einen Wert hat. Wenn wir also
zundchst die Funktion F betrachten, die die Menge A auf die Menge B abbildet, und
dann die Funktion G, die die Menge B auf die Menge C abbildet, so konnen wir auch
die Komposition G o F betrachten, die die Menge A direkt auf die Menge C abbildet.
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(4) Komposition von Funktionen:

A B C
a //» LT P
. 1 i

| » T
¢C —F——t>s 3 // s

//
d t
FFA—B G:B—-C

G:FA-C

Diese Komposition konnen wir auch direkt angeben, denn wenn die Funktion
H = G o F ist, so sieht H folgendermaflen aus:

&) A

C

a +—T1 P
b ot q
T

0’7

H:A-C

w

Wie sich unschwer erkennen 148t, ist auch H eine Funktion, die ihrerseits wieder mit
einer anderen Funktion verkniipft werden kann.

(6) Aus zwei Funktionen F: A - B und G: B ~ C kann die Komposition G ° F von
F und G gebildet werden:
G o F := {<a, ¢> / fiir einige b, <a, b> € F und <b, ¢> € G}

Um die Komposition G ° F zweier Funktionen F: A -~ B und G: B ~ C zu berechnen,
wendet man zunéchst F auf die Menge A an und erhdlt die Menge B. Sodann wendet
man die Funktion G auf die Menge B an und erhélt die Menge C. F ordnet einem
Argument a den Funktionswert F(a) zu, und G nimmt F(a) als Argument und ordnet
diesem den Funktionswert G(F(a)) zu:

(1) (G ° F)(a) = G(F(a)).

Wir betrachten die drei Mengen A, B und C und die zwei Funktionen F: A - B und
G: B - C als Beispiel. Die Mengen A, B und C seien wie folgt gegeben:
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(8) (i) A = {Maria, Clara, Paula}
(i) B = {Ford, Mercedes, VW}
(iii) C = {Peter, Otto, Karl}

Die Funktion F sei die Funktion x fdhrt den Wagen y, und die Funktion G sei die
Funktion im Wagen y féhrt z mit. F und G seien folgendermafien gegeben:

(9) (@) F = {<Maria,VW> <Clara,Mercedes>,<Paula,Ford>}
(i) G = {<VW,Otto>,<Mercedes,Karl>,<Ford,Peter>}

Wir berechnen zunichst zu jedem Element a € A den Funktionswert F(a):

(10) F: A - B

F(Maria) = VW
F(Clara) = Mercedes
F(Paula) = Ford

Damit sind wir in der Menge B angekommen, so dafl wir zu jedem Element b € B den
Funktionswert G(b) berechnen konnen.

(11) G: B - C
G(VW) = Otto
G(Mercedes) = Karl
G(Ford) = Peter

Diese beiden Schritte lassen sich aber auch direkt hintereinander ausfiihren, da F und
G Funktionen sind.

(12) G(F(Maria) = G(VW) = Otto
G(F(Clara) = G(Mercedes) = Karl
G(F(Paula) = G(Ford) = Peter

Die Funktion H = G o F ist damit eine Funktion, die die Menge der Fahrer auf die
Menge der Beifahrer abbildet, so da H in der folgenden Weise gegeben ist:

(13) G o F = {<Maria, Otto>, <Clara,Karl>, <Paula,Peter>}

3.5. Funktionen und Mengen: Die charakteristische Funktion

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen Mengen und Funktionen herstellen. Ge-
nauer gesagt wollen wir Mengen mit Hilfe von Funktionen ausdriicken. Dazu wollen wir
aber nicht zu jeder Menge eine spezielle Funktion angeben, sondern wir wollen eine ganz
allgemeine Funktion verwenden, die jede beliebige Menge charakterisiert. Aus den
Werten dieser Funktion soll abgelesen werden konnen, wie die Menge aussieht. Eine
solche Funktion ist die charakteristische Funktion. Sie bestimmt eine Menge vollstandig,
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indem sie die Argumente, welche Elemente der Menge sind, auf 1 abbildet und alle
anderen auf 0. Wenn wir etwa eine Menge D von Individuen betrachten:

(14) D := {Clara, Peter, Fritz, Otto, Martin, Petra, Rita, Karl},

und wenn in dieser Menge drei Individuen singen kénnen, etwa Peter, Fritz und Karl,
dann ist die Menge S = {Peter, Fritz, Karl} der Singer eine Teilmenge von D. Die
charakteristische Funktion fs von S nimmt als Argumente die Individuen von D. Wenn
ein Individuum Element der Menge S ist, hat die Funktion fg den Wert 1, wenn das
Argument ein Element der Menge D - S ist, also dem Komplement von S bzgl. D, so hat
die Funktion fg den Wert O. f kann also grundsitzlich zwei Werte annehmen: 0 oder 1.

(15) Die charakteristische Funktion f einer Menge S ist definiert wie folgt:

_ (1, wenn a € S ..
fy(a) = { 0 wenna ¢ S ° firallea€D.

Mengen lassen sich also auf zwei verschiedene Weisen darstellen:

(16) Mengennotation: Notation mit charakteristischer Funktion:

[Peter

Fritz
D]
Clara Karl \
Clara 1
—1 M t' \
fq artin

Petra ——— =0

Petra

Rita Rita
Otto Otto

\

Beide Notationen driicken den gleichen Sachverhalt aus, und ihre Verwendung hiingt
von den jeweiligen Erfordernissen der Darstellung ab. Da wir spiter sehr hiufig zu
priifen haben, ob es wahr ist, daf Objekte zu bestimmten Mengen gehdren oder nicht,
und da in der semantischen Theorie wesentlich der Begriff Funktion verwendet wird,
ist die Notation der charakteristischen Funktion fiir unsere Zwecke #uBerst bedeutsam.
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3.6. Ubungsaufgaben

1.  Gegeben seien die Mengen A und B.
A = {ab}, B = {c,d}
(i) Geben Sie die folgenden Mengen in Listennotation an: A x B, B x A, Bx B,
(A-Byx(B-A), AuB)x A
(ii) Sind die folgenden Aussagen richtig?
(AxB)uBxA)=0
(AxA)c(AxB)
{<bb>} cAx A
<ab>€cAxA
<ac> €EBx A
{<b,d>, <a,d>, <¢,b>} cAxB
{<b,c>, <a,d>} ist eine Relation von A nach B.
<b,b> ist eine Relation in A.

Frmoe e o

2. Gegeben sei die folgende Relation R zwischen A und B (A und B wie in 1.):
R = {<ac>, <a,d>, <b,c>}
(i) Welchen Definitionsbereich hat R?
(i) Welchen Wertebereich hat R?
(iii) Geben Sie das Komplement R’ von R an.

3.  Gegeben sei die Menge A = {a, b, c} und eine Relation R = {<a,a>, <a,b>,
<c,c>, <b,a>, <b,b>}.
(i) Ist R reflexiv?
(ii) Ist R transitiv?
(iii) Ist R eine Aquivalenzrelation? Wenn ja, welche Partition induziert R?

4.  Was ist falsch an der Uberlegung, daB Reflexivitit eine Konsequenz aus Transi-
tivitdt und Symmetrie ist?
Wenn <x,y> € R, dann ist wegen der Symmetrie auch <y,x> € R. Wenn damit
<x,y>und <y,x> in R sind, so folgt aus der Transitivitdt, da <x,x> in R ist, und
damit ist R auch reflexiv.
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Wir haben bisher beschrieben, auf welche Weise die Objekte und Individuen in unserer
Welt als einfache Mengen und Mengen von n-Tupeln erfafit werden konnen. Daraufhin
haben wir Relationen und Funktionen zwischen Mengen betrachtet, die wir als n-Tupel
darstellen konnen, so da wir nun in der Lage sind, beliebige Gruppierungen von
Objekten und Individuen vorzunehmen. Dies benstigen wir, um Sachverhalte in der
Welt zu beschreiben. Da wir sprachliche Ausdriicke und ihren Bezug zur Welt betrach-
ten wollen, sehen wir uns die einfachen (Aussage-) Sitze in (1) an.

(1) (i) Peter ist in Paris.
(ii) Ein brauner Hund 14auft den Hiigel hinauf.
(iii) Karl hat gestern drei Autos zu Schrott gefahren.

Derartige Sitze analysieren wir zunéchst nicht weiter, sondern fassen sie als elemen-
tare Aussagen auf. Als solche konnen diese Sitze entweder wahr oder falsch sein.
Wenn z.B. in einer Weltsituation, in der ein brauner Hund den Hiigel hinauf l4uft, eine
Person den Satz (1)(ii) duBert, dann ist dieser Satz wahr. Ist es hingegen nicht der Fall,
daB ein brauner Hund den Hiigel hinauf lauft, so ist der Satz (1)(ii) falsch.

Andere einfache Sitze wie die in (2) kdnnen nicht wahr oder falsch sein.

(2) (1) Kommt Franz morgen?
(ii) Wer will schwimmen gehen?
(iii) Gib mir ‘mal fiinf Mark!
(iv) Wire das doch nicht passiert!

Der Satz (2)(i) ist eine Entscheidungsfrage, auf die mit Ja oder Nein geantwortet
werden kann, wihrend der Satz (2)(ii) eine Ergidnzungsfrage ist, die beantwortet
werden kann, indem man die Personen nennt, die schwimmen gehen wollen. Satz
(2)(iii) ist ein Imperativsatz, auf den eine Handlung des Hdrers erfolgt, und (2)(iv) ist
ein Exklamativsatz, mit dem eine innere Befindlichkeit ausgedriickt werden kann.
Diesen vier Sétzen ist gemeinsam, dal} sie weder wahr noch falsch sein konnen. Da
wir gerade nach den Wahrheitsbedingungen von Sitzen fragen, fallen sie nicht in den
Bereich unseres Interesses.

Nun interessieren uns nicht nur einfache Sitze wie in (1), sondern auch kom-
plexere Zusammenfassungen solcher Sitze wie in (3).

(3) (i) Petra ist im Kino und Franz ist in der Kneipe.
(ii) Peter kommt nicht.
(ili) Wenn Franz Bier trinkt, dann ist Petra sauer.
(iv) Peter ist in Rom oder Karl ist in London.

Wir wollen auch zu diesen z.T. koordinierten Sitzen feststellen kénnen, unter welchen
Bedingungen sie wahr oder falsch sind. Offensichtlich hingt diese Bewertung nicht
ausschlieBlich davon ab, ob die einzelnen Sitze jeweils wahr oder falsch sind, sondern
auch davon, welche Verbindung zwischen den jeweils verkniipften Sétzen besteht. So
ist der Satz (3)(i) nur dann wahr, wenn sowohl Petra im Kino als auch Franz in der
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Kneipe ist, d.h. beide Teilsdtze miissen wahr sein, damit auch der Gesamtsatz wahr ist.
Bei dem Satz (3)(iv) ist dies aber anders. Hier geniigt ein wahrer Teilsatz fiir die
Wahrheit des Gesamtsatzes.

Der Satz (3)(ii) sieht zundchst wie ein einfacher Satz aus. Doch auch dieser Satz
ist komplex, denn in ihm steckt der Teilsatz Peter kommt, und dieser Teilsatz wird
negiert mit dem Wortchen nicht. Wenn Peter tatsdchlich kommt, dann ist der Satz
Peter kommt wahr, der Satz Peter kommt nicht ist hingegen falsch.

Schwieriger als diese ersten Satze ist der Satz (3)(iii) zu beurteilen. Er ist sicherlich
wahr, wenn Franz tatsdchlich Bier trinkt und Petra tatsdchlich sauer ist. Der Satz ist aber
sicherlich falsch, wenn Franz tatsdchlich Bier trinkt, Petra aber nicht sauer ist. Wenn
Franz kein Bier trinkt, Petra aber sauer ist und jemand duBert in dieser Situation (3)(iii),
so ist der Satz hinsichtlich seines Wahr- bzw. Falschseins intuitiv schwierig zu beurteilen.

4.1. Syntax der Aussagenlogik

Uns interessiert nun, welche Auswirkung die Verwendung der unterschiedlichen Satzkon-
nektoren auf die Wahrheit des Gesamtsatzes hat. Um dies systematisch zu untersuchen,
wollen wir zunichst festlegen, welche Menge von Sétzen wir iiberhaupt betrachten
wollen. Nun haben wir in der Mengenlehre bereits unterschiedliche Verfahren kennenge-
lernt, mit denen wir Mengen angeben konnen. Da es sich bei der Menge der einfachen
und komplexen Sdtze bereits um unendlich viele Satze handelt, ist es prinzipiell un-
moglich, alle Sitze aufzuschreiben. Wir wollen daher rekursiv definieren, welche Sitze
Gegenstand unserer Untersuchung sind. Dazu geben wir zunéchst an, was atomare Aus-
sagen sind und legen fest, daB alle atomaren Aussagen zur Menge der wohlgeformten
Formeln (wff) gehoren. Sodann geben wir an, wann zwei wohlgeformte Formeln wieder
eine wohlgeformte Formel ergeben. Und schlieflich miissen wir noch festlegen, daB
aufler dem genannten nichts anderes eine wohlgeformte Formel ist. Damit haben wir ein
syntaktisches System konstruiert, welches uns eine unendlich groe Menge wohlgeformter
Formeln definiert. Wir formulieren also rekursive Regeln fiir die Menge der wffn. Die
Regelmenge nennen wir die Syntax der Aussagenlogik. Die einzelnen Regeln legen fest,
in welcher Art und Weise einzelne Aussagen verkniipft werden konnen. Die atomaren
Aussagen p, q, ... und die Konnektoren bilden das Vokabular der Aussagenlogik.

(4) Syntax der Aussagenlogik.

(i) Jede atomare Aussage ist eine wohlgeformte Formel (wff).

(ii) 1. Jede wff, der das Symbol '~ (Negation) vorausgeht, ist eine wff.
Zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) wffn konnen zu einer wff
zusammengefat werden, indem
2. das Symbol ‘A’ (Konjunktion) oder
3. das Symbol V' (Disjunktion) oder
4. das Symbol '~ (Konditional) oder
5. das Symbol '~ (Bikonditional)
zwischen diese Ausdriicke geschrieben und der Gesamtausdruck in
Klammern gesetzt wird.

(iii) Nichts sonst ist eine wff.
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Dieses syntaktische System erlaubt uns u.a. die folgenden wohlgeformten Formeln zu
bilden:

G pPANQ, P-q, (M, {(PVYPA S ~1)~5)

Damit haben wir zunéchst die syntaktische Struktur der Ausdriicke festgelegt, die wir
betrachten wollen. Nun mdchten wir dariiber hinaus auch wissen, welche Wahrheits-
werte diese komplexen Ausdriicke haben, d.h. wir fragen nach ihrer semantischen
Struktur.

4.2. Semantik der Aussagenlogik

Um sicherzugehen, daB wir zu allen Ausdriicken eine semantische Struktur erhalten,
miissen wir semantische Regeln angeben, die den syntaktischen Regeln zugeordnet
sind, d.h. jedesmal, wenn eine syntaktische Regel angewendet wird, wird auch eine
korrespondierende semantische Regel angewendet. Uber diese Korrespondenz der
Anwendungen von syntaktischen Regeln und semantischen Interpretationsregeln
werden wir genau die Wahrheit bzw. Falschheit von komplexen Sdtzen berechnen
konnen. Da die wohlgeformten Formeln aus atomaren Aussagen und Verkniipfungen
bestehen, gehen wir so vor, daB jeder atomaren Aussage ein Wahrheitswert zugeordnet
wird. Als Wahrheitswerte wahlen wir das Symbol 1 fiir eine wahre Aussage und das
Symbol 0 fiir eine falsche Aussage.

Sodann miissen wir festlegen, welche Wahrheitsbedingungen die Konnektoren
haben. Diese Festlegung geschieht durch sog. Wahrheitswert-Tabellen. In einer solchen
Tabelle sind alle moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten der beteiligten
Aussagen erfafit, und die Tabelle gibt jeweils an, bei welcher Verteilung sich welcher
Wahrheitswert ergibt. Betrachten wir zundchst die einfache Tabelle fiir die Negation.
Diese Tabelle ist deshalb unkompliziert, weil sich die Negation nur auf eine Aussage
bezieht, wie wir aus den syntaktischen Regeln ersehen kdénnen. Die vier anderen
Konnektoren beziehen jeweils zwei Aussagen aufeinander.

Wenn wir untersuchen wollen, was die Bedeutung der Negation einer Aussage ist,
so sind zwei Fille zu unterscheiden. Einé Aussage kann entweder wahr oder falsch
sein. Wenn eine Aussage wahr ist, so ist ihre Negation falsch; und wenn eine Aussage
falsch ist, so ist ihre Negation wahr. Wenn z.B. die Aussage Paul ist in Rom wahr ist,
d.h. daB Paul tatsichlich in Rom ist, dann ist die negierte Aussage Paul ist nicht in
Rom oder Es ist nicht der Fall, daf} Paul in Rom ist falsch. Ist die Aussage Paul ist in
Rom falsch, d.h. daB sich Paul tatsdchlich nicht in Rom aufhélt, dann ist die negierte
Form dieser Aussage, namlich Paul ist nicht in Rom oder Es ist nicht der Fall, daf
Paul in Rom ist, wahr. Die Eigenschaft der Negation scheint also zu sein, daB sie die
Wahrheit von Aussagen gerade in ihr Gegenteil verkehrt. Diesen Sachverhalt driicken
wir nun in der folgenden Wahrheitswert-Tabelle aus.
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6) - Negation:
P| ™
1 0
0 1
Beispiel: p = Peter kommt.

Es ist nicht der Fall, daB Peter kommt.
Peter kommt nicht.

-p

In der ersten Spalte von (6) stehen die beiden mdglichen Wahrheitswerte, die die Aus-
sage p annehmen kann. In der zweiten Spalte stehen die Wahrheitswerte, die die
Formel —p hat, wenn p den Wert in der ersten Spalte annimmt. Damit haben wir zu
der ersten syntaktischen Regel eine semantische Regel formuliert.

Dies wollen wir nun auch fiir die zweite syntaktische Regel vornehmen. Die
Konjunktion verbindet zwei Aussagen miteinander, etwa die Aussage p = Peter ist in
Rom und die Aussage q = Maria ist in Paris. Wann ist demnach die Aussage Peter ist
in Rom und Maria ist in Paris wahr bzw. falsch? Nun, wenn Peter tatsichlich in Rom
ist und wenn Maria tatséchlich in Paris ist, dann ist diese Aussage wahr. Wenn aber
Peter nicht in Rom ist, Maria hingegen in Paris ist, dann ist die Aussage falsch.
Genauso verhilt es sich, wenn Peter tatséchlich in Rom, Maria aber tatséchlich irgend-
wo anders als in Paris ist. Die Aussage ist auch falsch, wenn sowohl Peter tatséchlich
nicht in Rom und Maria tatsdchlich nicht in Paris ist. Wir miissen also, wenn wir alle
Félle beriicksichtigen wollen, eine Wahrheitswert-Tabelle mit vier Zeilen aufstellen.
Jede Zeile enthilt eine mogliche Verteilung der Wahrheitswerte der beiden Aussagen.

{ "Konjunktion:

P q PAQ)

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

Beispiel: P = Peter raucht.

q = Maria trinkt.
(p A q) = Peter raucht und Maria trinkt.

Damit haben wir auch fiir die zweite syntaktische Regel eine semantische Regel
formuliert.

Die Zeilenanzahl einer Wahrheitswert-Tabelle ist abhéngig von der Anzahl der
auftretenden Variablen. Hat man eine Verkniipfung mit drei Variablen, so erhoht sich
die Zeilenanzahl auf acht, bei vier Aussagen auf sechzehn usw. Die Anzahl der Zeilen
einer Wahrheitswert-Tabelle 148t sich berechnen, wie in (8) angegeben.
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(8) Wenn eine komplexe Formel n verschiedene Aussagen enthalt, so ist die Anzahl
der Zeilen fiir die Wahrheitswert-Tabelle dieser Formel gleich 2"

Die Disjunktion entspricht der Verkniipfung mit ‘oder’. Diese Art der Verbindung zwei-
er Aussagen hat andere Wahrheitsbedingungen als die Verkniipfung mit der Konjunk-
tion ‘/\". Wire dies nicht so, so wiirde ‘oder’ das gleiche bedeuten wie ‘und’.

Betrachten wir nochmals die beiden Aussagen p = Peter ist in Rom und q =
Maria ist in Paris. Die Aussage Peter ist in Rom oder Maria ist in Paris ist offen-
sichtlich wahr, wenn Peter tatséchlich in Rom und zugleich Maria tatsichlich in Paris
ist. Dabei setzen wir voraus, daB das einschlieBende ‘oder’ gemeint ist, das mit vel ins
Lateinische iibersetzt wird, und nicht das ausschlieBende entweder oder, das mit aut zu
iibersetzen ist. Im Deutschen haben beide Bedeutungen nur eine Lautform. Die kom-
plexe Aussage ist - im Gegesatz zur Konjunktion - aber auch dann wahr, wenn nur
eine der beiden beteiligten Aussagen wahr ist. Wenn also nur Peter tatsichlich in Rom
ist, Maria aber in London, dann ist die Gesamtaussage in diesem Fall genauso wahr,
als wenn Peter tatsachlich in London, Maria aber in Paris ist. Nur wenn beide Teil-
aussagen falsch sind, wird auch deren Verkniipfung mit V' falsch. Wenn also weder
Peter in Rom noch Maria in Paris ist, so ist die Gesamtaussage falsch. Wir erhalten
damit die Wahrheitswert-Tabelle fiir die Disjunktion in (9).

(9) Disjunktion:

P q ®PVa
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Beispiel: P = Peter raucht.
q = Maria trinkt.
(p Vq) = Peter raucht oder Maria trinkt.

Die wenn ... dann ...-Beziehung wird Konditional '-' genannt, und sie verkniipft eben-
falls zwei Aussagen. Nur sind die Wahrheitswert-Verteilungen bei dieser Verkniipfung
nicht so leicht ausfindig zu machen. Wenn wir wieder die beiden Aussagen p = Peter
ist in Rom und q = Maria ist in Paris betrachten, so sagt uns unser intuitives Ver-
stiandnis, daB die wenn...dann...-Verkniipfung wahr ist, wenn beide Aussagen wahr sind.
Wenn es also wabhr ist, daB Peter in Rom und Maria in Paris ist, dann ist die Aussage
Wenn Peter in Rom ist, dann ist Maria in Paris wahr. Und ahnlich plausibel erscheint es
uns, daB diese Aussage falsch ist, wenn Peter in Rom, Maria aber nicht in Paris ist.
Problematisch wird die Bewertung, wenn die Aussage p falsch ist. Wenn Peter
tatsichlich nicht in Rom, Maria aber tatsdchlich in Paris ist, und irgendjemand sagt,
Wenn Peter in Rom ist, dann ist Maria in Paris, dann scheint dieser Satz zunichst
falsch zu sein. Tatséchlich konnen wir aber gar nicht genau sagen, was er bedeutet.
Denn wenn wir von einer Voraussetzung ausgehen, die falsch ist, dann kann daraus alles
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mogliche folgen. Wenn etwa 2 x 2 = § ist, dann wissen wir einfach nicht, wie die Welt
beschaffen ist, so dal die Aussage Es gibt zehn Pdbste wahr sein konnte. In der Tat
scheinen unsere Intuitionen bzgl. der Aussage wenn p, dann q zu versagen, wenn p falsch
ist. Solange wir aber nur zwei Moglichkeiten zur Auswahl haben, nimlich wahr oder
falsch, miissen wir uns fiir eine der beiden entscheiden. Da es -wie wir spéter noch sehen
werden- gute Griinde dafiir gibt, dem Konditional bei falschem Vordersatz den Wert
wahr zuzuordnen, wollen wir die Wahrheitswert-Tabelle entsprechend festlegen.

i,lO) Konditional:

p q -9
1 1
1 0 0
1 1
0 1
Beispiel: P = Peter raucht.
= Maria trinkt.

q
-9 Wenn Peter raucht, dann trinkt Maria.

Wenn wir den nichsten Konnektor, das Bikonditonal '~ diskutiert haben, werden wir
sehen, daf§ diese Festsetzung durchaus verniinftig war. Das Bikonditional 148t sich im
Deutschen auch mit genau dann, wenn paraphrasieren. Des Ausdruck p «~ q entspricht
einer zweifachen Verwendung des Konditionals, namlich: p ~ q und q ~ p. Das Bikondi-
tional ist also ein Konditional in beide Richtungen. Eine Aussage, die aus zwei mit dem
Bikonditional verkniipften Aussagen gebildet ist, ist genau dann wahr, wenn beide Aussa-
gen den gleichen Wahrheitswert haben. Dies fithrt zu der Wahrheitswert-Tabelle in (11).

(11) Bikonditional:

p r-q

O O = =
S = O = |
(e R s R

1
Beispiel: P = Peter raucht.
q Maria trinkt.
P-q Peter raucht, gdw. Maria trinkt.

[}

Mit den fiinf verschiedenen Wahrheitswert-Tabellen haben wir zu jeder syntaktischen
Regel eine semantische Regel formuliert, so dal wir nun zu einer beliebig komplexen
Formel, die unser syntaktischer Apparat erzeugt, auch deren Wahrheitswert angeben



4.2. Semantik der Aussagenlogik 37

koénnen. Wir gehen von der syntaktischen Struktur der Formel aus und berechnen an
jedem Knoten dieser Struktur die Wahrheitswerte.

Der Ausdruck ((p V q) = =(p A q)) ist sicherlich eine wohlgeformte Formel. Wie
lassen sich zu dieser Formel die Wahrheitsbedingungen angeben? Wir miissen alle
Kombinationen von Wahrheitswertverteilungen fiir p und q betrachten und diese fiir
die einzelnen Verkniipfungen aus den jeweiligen Wahrheitswert-Tabellen entnehmen.
Dazu benétigen wir aber die syntaktische Struktur des Ausdrucks, der ja auch schon
durch die Klammerung sichtbar wird, den wir aber nochmals als Baumstruktur dar-
stellen wollen.

12) @ V3 =>~(p )
ﬁp A q)
(51)
(rVvag
ﬂ (P(g\)q)
P q /N
o @ o @

Um die Wahrheitsbedingungen am obersten Knoten dieses Baumes zu berechnen,
beginnen wir bei den atomaren Aussagen und priifen die Wahrheitsbedingungen an
allen Knoten von unten nach oben. Wir folgen dabei der Strategie, daB wir zunéchst
die Wahrheitswerte der weniger komplexen Teilausdriicke berechnen und diese sodann
nach den Wahrheitswert-Tabellen der jeweiligen Konnektoren aufeinander beziehen.
Dazu betrachten wir die folgende Tabelle, in der jedem einzelnen Knoten eine Spalte
zugeordnet ist. In diesen Spalten stehen die Wahrheitswerte, die an den Knoten jeweils
unter allen moglichen Ausgangswerten von p und q auftreten.

(13)
P |9 @eVe | ®AQ RORAXC)) ((pVq~(pAq)
1 1 1 1 0 0
1|0 1 0 1 1
1 1 0 1 1
0|0 0 0 1 1
OREY; (3) 4) 5 (6)

In der untersten Zeile stehen die Spaltennummern, die den Knotennummern in dem
Baum in (12) entsprechen. Um zu sehen, welche Wahrheitswerte an den Baumknoten
in Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten von p und q auftreten, betrachtet man zu
jedem Knoten im Baum (12) die zugehdrige Spalte in der Tabelle (13). In den Spalten
(1) und (2) stehen die moglichen Wahrheitswert-Verteilungen fiir p und q. Da wir die
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Kombinatorik von zwei Aussagen betrachten, die jeweils zwei mogliche Wahrheits-
werte annehmen konnen, ergeben sich also vier Zeilen. Die Spalten (3) und (4) sind
identisch mit den Wahrheitswert-Tabellen fiir die Disjunktion und die Konjunktion.
Spalte (5) enthilt die Werte fiir die negierte Spalte (4); und Spalte (6) gibt an, welchen
Wahrheitswert die Gesamtformel - abhingig von den Wahrheitswerten von p und q -
jeweils hat. Spalte (6) zeigt also, daff die Gesamtformel falsch ist, wenn p und q wahr
sind, und daB sie in allen anderen Fillen wahr ist.

Mit Hilfe der Wahrheitswert-Tabellen lassen sich die Wahrheitswerte komplexer
aussagenlogischer Formeln systematisch ermitteln. Der Wahrheitswert der Gesamt-
formel ist dabei stets abhingig von den Ausgangs-Wahrheitswerten der beteiligten
atomaren Aussagen. Man spricht daher auch von den Wahrheitsbedingungen einer aus-
sagenlogischen Formel.

Wir kommen nun auf das Konditional zuriick und wollen die Festlegung seiner
Wahrheitswert-Tabelle mit Bezug zum Bikonditional motivieren. Das Bikonditional
p < q driickt ja aus, da8 p ~ q und q - p zugleich gelten, so daB die beiden Formeln
in (14) bei gleicher Anfangsbelegung fiir p und q die gleichen Wahrheitswerte haben
sollten. Dies priifen wir einfach anhand der Tabelle in (15) nach.

(14) @) p~gq
@ - AN@Q-p

1s)
p qQ [P~ |@-p| @P-DA@Q@~-p)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0| o0 1 1 1 1
1| @ (3) 4) (5) (6)

Ein Vergleich der Spalten (3) und (6) zeigt, daB§ beide Formeln tatsichlich zu den
gleichen Wahrheitswerten fithren. Nehmen wir nun an, daf wir das Konditional anders
definiert hitten, namlich wie in (16).

(16) ungiinstige Definition des Konditionals:

p q P-q

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 0
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Dann sollten die Spalten (3) und (6) ebenfalls identisch sein. Dies ist, wie wir der
Tabelle in (17) entnehmen konnen, aber nicht der Fall, da in der vierten Reihe zwi-
schen den Spalten (3) und (6) keine Ubereinstimmung besteht.

(1 p|a|P-D|P-9d|@-p| P-DA@Q-~D)
1 1 1 1 1 1
110 0 1
0 | 1 1 0
0| 0|1 0 0 >
ORECREEC) 4) ) (6)

Die Tabelle ist also hinsichtlich unserer Intuition in den Spalten (3) und (6) kontra-
intuitiv. Nun lieBe sich einwenden, daB der Unterschied in diesen Spalten dadurch
behoben werden kann, daB das Konditional auch in der vierten Reihe den Wert 1
annimmt, so daB wir die Tabelle in (18) erhalten wiirden.

(18) ebenfalls ungiinstige Definition des Konditionals:

p q P-q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Diese Definition fiihrt aber zur Ununterscheidbarkeit von Konditional und Bikondi-
tional, so daB auch diese Definition nicht sinnvoll sein kann. Als letzte Moglichkeit
verbleibt die Definition in (19), fiir die wir aber schon in Tabelle (17) gesehen haben,
daB sie in der vierten Reihe zu kontraintuitiven Resultaten fiihrt.

(19) ebenfalls ungiinstige Definition des Konditionals:
p q p-q
1
1

1
0
1
0

o O O =
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Wir konnen also festellen, daf fiir die Félle mit falschem Vordersatz keine Anderung
in der Festlegung der Wahrheitswert-Tabelle des Konditionals vorgenommen werden
kann, ohne daf kontraintuitive Ergebnisse auftreten.

4.3. Tautologien, Kontradiktionen und Kontingenzen

Es gibt Formeln, deren Wahrheitswerte unabhdngig von der Ausgangswerten der
beteiligten Aussagen stets gleich sind, d.h. solche Formeln sind unter allen Anfangs-
belegungen der Teilausdriicke stets nur wahr oder nur falsch.

(20) (i) Eine Aussage, die stets wahr ist, wird Tautologie genannt. In diesem Fall
enthdlt die letzte Spalte der Wahrheitswert-Tabelle nur 1-en.

(ii) Eine Aussage, die stets falsch ist, wird Kontradiktion genannt. In diesem Fall
enthdlt die letzte Spalte der Wahrheitswert-Tabelle nur O-en.

(iii) Eine Aussage, die abhingig von den Ausgangswerten der beteiligten Aussagen

sowohl wahr als auch falsch sein kann, wird Kontingenz genannt. In diesem Fall

enthilt die letzte Spalte der Wahrheitswert-Tabelle sowohl 1-en als auch 0-en.

Der Satz Es regnet oder es regnet nicht ist tautologisch. Wenn wir den Satz Es regnet
mit p bezeichnen, so 14Bt sich der komplexe Satz in die folgende Formel iibersetzen:
p V 7p. Wie wir aus der Tabelle ersehen konnen, enthalt die letzte Spalte nur 1-en,
und die Formel ist nach (20)(i) eine Tautologie.

21
@D PV p

P
0 1
0 1
1 1
1 1

Der Satz Es regnet und es regnet nicht ist hingegen kontradiktorisch. Dieser Satz wird
mit dem Konnektor ‘A’ iibersetzt: p A —p. Aus der letzten Spalte der Wahrheitswert-Ta-
belle 14Bt sich nach (20)(ii) ablesen, daB es sich um eine Kontradiktion handelt. Die
beiden mit ‘A’ verkniipften Sétzen konnen nicht gleichzeitig wahr sein.

(22)

P P PA TP

.._
o o o ol”
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Der Satz Es regnet und die Sonne scheint ist kontingent. Denn wenn wir den Satz Es
regnet mit p bezeichnen und den Satz Die Sonne scheint mit q, so erhalten wir die
folgende Wahrheitswert-Tabelle fiir den komplexen Satz:

@23)
p q pAq
1 1
1 0 0
0 1 0
0 0

Nach (20)(iii) ist dieser Satz eine Kontingenz, da in der letzten Spalte sowohl 1-en als
auch 0O-en auftreten. Die Wahrheit dieses Satzes héngt also von den anfanglichen
Wabhrheitswerten von p und q ab.

4.4. Logische Aquivalenz und logische Konsequenz
Wir erdrtern nun noch die Begriffe logische Aquivalenz und logische Konsequenz.

(24) Zwei (komplexe) Aussagen P und Q heiBen logisch dquivalent, gdw. die Formel
(P ~ Q) eine Tautologie ist.

Um zu priifen, ob zwei Aussagen logisch dquivalent sind, betrachtet man die Wahr-
heitswert-Tabelle fiir das Bikonditional. Wenn dabei in der letzten Spalte nur 1-en
auftreten, ist das Bikonditional dieser beiden Aussagen eine Tautologie, und die beiden
Aussagen sind logisch dquivalent. Ersetzt man in einer Formel einen Teilausdruck
durch einen logisch dquivalenten Ausdruck, so bleibt sowohl die Wahrheit als auch die
Falschheit der Gesamtaussage unveréndert.

(25) Wenn zwei Aussagen P und Q logisch dquivalent sind, so schreiben wir: P = Q.

Betrachten wir etwa die beiden logischen Formeln in (26).

26) ) P=(pNQq ~q
(i) Q:=(pVaq - ~q

Sind P und Q logisch dquivalent? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir die
Wahrheitswert-Tabelle sowohl fiir P als auch fiir Q angeben und sodann priifen, ob das
Bikonditional der beiden letzten Spalten eine Tautologie ist.
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@D pla|prq] @A |P |pVa|lq] PVe-q|Q P-Q
111 1 0 1 1 0 0 1 1
110 0 1 0 1 1 1 0 1
01 0 1 1 1 0 0 1 1
0|0 0 1 0 0 1 1 0 1

Dies ist in der Tat der Fall, so daBl wir in einer beliebigen Formel, in der P auftritt,
anstelle von P auch Q einsetzen konnen, ohne daf§ sich der Wahrheitswert fiir den
Gesamtausdruck andert. Es gilt also: P = Q.

(28) Eine Aussage Q ist die logische Konsequenz einer Aussage P, gdw. (P - Q) eine
Tautologie ist.
Wenn Q die logische Konsequenz von P ist (oder: wenn P Q logisch impliziert),
so schreiben wir: P = Q.

Um festzustellen, ob Q eine logische Konsequenz von P ist, betrachtet man die Wahr-
heitswert-Tabelle des Konditionals. Treten dabei in der letzten Spalte nur 1-en auf, so
ist Q eine logische Konsequenz von P. Sehen wir uns zur Illustration die beiden
Formeln in (29) mit den zugehdrigen Tabellen in (30) an.

29 @ P=0CpANp-q
@ Q:=(WpVay-q

G0 plalpra] @A |P |pvelQ P-Q P-Q
1] 1 0 |1 |1 1 1
1{o| o 1o 1o 1 1
ol1| o 1|1 111 1
olo| o 1 lo | o1 1 0

Wie die unterste Zeile der rechten Tabelle zeigt, sind P und Q nicht logisch dquivalent.
Hingegen ist aus der dritten Tabelle ersichtlich, da3 Q die logische Konsequenz von P ist.

Wenn man in einer Formel einen Teilausdruck durch eine logische Konsequenz
dieses Teilausdrucks ersetzt, so bleibt zwar die Wahrheit der Gesamtaussage unverindert,
aber - im Gegensatz zur logischen Aquivalenz - nicht notwendigerweise deren Falschheit.
Dies liegt daran, daB das Konditional P - Q bei falschem P immer wahr ist, unabhingig
davon, ob Q wahr oder falsch ist. Wenn ndmlich die Formel P aus (29) in einem komple-
xeren Ausdruck als Teilformel auftritt wie in (31)(i), so bleibt die Gesamtaussage wahr,
wenn wir Q anstelle von P einsetzen. Die Gesamtaussage bleibt aber nicht falsch, wenn
wir diese Ersetzung vornehmen. Dies zeigen die ersten drei Reihen der Tabelle in (31)(ii).
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(31 @ pVP
@ |
1

P | pvQ

| p v
|
1
1
1

Pl1Q
1
010
1|1
0|1

1
0
0

Wie aus der Tabelle in (31)(ii) zu ersehen ist, ist die Formel p V Q dann wahr, wenn
auch die Formel p V P wahr ist. Q kann also fiir P ersetzt werden, und die Wahrheit
der Gesamtformel bleibt erhalten. Wenn die Formel p V P allerdings falsch ist, wie in
der untersten Zeile, so veriandert die Ersetzung von P durch Q den Wahrheitswert der
Gesamtformel, wie in der untersten Zeile der beiden letzten Spalten zu sehen ist. Da
P und Q nicht logisch dquivalent sind, bleibt die Falschheit der Gesamtaussage nicht
erhalten, wenn P durch Q ersetzt wird. Da Q aber eine logische Konsequenz von P ist,
bleibt die Wahrheit der Gesamtaussage erhalten.

Wir wollen nun einige Aquivalenzen erdrtern, die in der Aussagenlogik generell
gelten. Beginnen wir mit dem Gesetz der doppelten Negation, welches besagt, daB} eine
zweifach negierte Aussage denselben Wahrheitswert hat wie die Aussage selbst.

(32) doppelte Negation:

Eine andere Klasse von Aquivalenzen wird durch die Distributivgesetze festgelegt, die
eine Beziehung zwischen der Disjunktion in Verbindung mit der Konjunktion herstellen.

(33) Distributivgesetze:
@ pV@Ar) = @EVYPAPVD
(@ pA@@Vr = @GAQVEPAD

Einen Zusammenhang zwischen der Negation einerseits und der Disjunktion und Kon-
junktion andererseits stiften die Gesetze von de Morgan. Die Negation einer Disjunk-
tion zweier Aussagen ist dquivalent zu der Konjunktion der beiden negierten Aus-
sagen, und die Negation einer Konjunktion zweier Aussagen ist dquivalent zu der
Disjunktion der beiden negierten Aussagen.

(34) De Morgans Gesetze:
® (Ve = PAT
(i) (pAq = PVTq

Auch die konditionale Beziehung zwischen zwei Aussagen 148t sich dquivalent auf
eine Formel beziehen, die die Negation und die Disjunktion verwendet, wie (35)(i)
ausdriickt. (35)(ii) ist das Gesetz der Kontraposition, welches die Aquivalenz zwischen
einer konditionalen Verkniipfung zweier Aussagen und deren jeweiliger Negation
ausdriickt, indem die Reihenfolge der negierten Aussagen vertauscht wird.



44 4. Aussagenlogik

(35) Gesetze fiir das Konditional:
@p-q = 7pVg
@p~-q = ™q-p

(i) p~q = (A

Das Bikonditional 148t sich als Konjunktion zweier Konditionale ausdriicken, die jeweils
in die entgegengesetzte Richtung weisen, wie (36)(i) darstellt. Es 148t sich aber auch
leicht verstehen, daB (36)(ii) gilt, denn bei bikonditionaler Verkniipfung miissen entweder
beide Aussagen wahr oder beide Aussagen falsch sein, damit das Bikonditional wahr ist.

(36) Gesetze fiir das Bikonditional:
hp-~q = @E-9PA@-p)
@p-q = (pPAQVPAQ

Zum AbschluB} dieser Betrachtungen wollen wir uns noch klarmachen, daB verschie-
dene Zusammenhénge zwischen den Konnektoren bestehen. Es ist ndmlich nicht unbe-
dingt nétig, die vier Konnektoren A, V, -, < und die Negation — zu verwenden, da
einige dieser Konnektoren durch die Kombinatorik von anderen Konnektoren erzeugt
werden konnen. Strikt gesprochen reichen die Negation und das Konditional aus, um
auch die anderen Konnektoren zu bestimmen. Dies wird aus den folgenden Formeln
ersichtlich, deren Richtigkeit der Leser selbst iiberpriifen kann, indem er jeweils die
letzten Spalten der Wahrheitswert-Tabellen fiir die Konjunktion ‘/\’, die Disjunktion 'V’
und das Bikonditional '~ mit den letzten Spalten der Wahrheitswert-Tabellen der
Formeln auf der rechten Seite des Aquivalenzzeichens vergleicht. Auf der rechten
Seite wird nur die Negation und das Konditional verwendet.

BN @®pANg = -9
@pvg = TDP-gq
(i) peq <= (p-9-(q-p)

4.5. Deduktionsverfahren

Wir wollen nun auf den eigentlichen Gegenstand der formalen Logik als einer Theorie
des Schlieflens zu sprechen kommen. Ein Schiuf besteht aus einer Menge von Prd-
missen und einer Konklusion. Eine solche Konstruktion nennt man auch ein logisches
Argument. Da es keineswegs so ist, daB aus beliebigen Pramissen beliebige Schliisse
gezogen werden konnen, stellt sich die Frage: Was ist ein giiltiger Schluf3? bzw. Was
ist ein giiltiges (valides) Argument?

Betrachten wir etwa das folgende giiltige Argument, das aus den Pramissen P,,
P, und der Konklusion Q besteht. Das Zeichen .. ist zu lesen als: daher gilt.
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(38) giiltiges Argument:

P,: Wenn Franz Petra kiifit, dann ist Petra gliicklich.
P,: Franz kit Petra.

= Q: Petra ist gliicklich.

Die Giiltigkeit liegt offensichtlich nicht an dem Inhalt der einzelnen Pridmissen,
sondern nur an der Form des Arguments, so daB wir eine rein formale Schreibweise
wihlen konnen. Wenn die Aussage p = Max kiifit Petra und die Aussage q = Petra ist
gliicklich ist, so ergibt sich (39).

(39) giiltiges Argument: P, = P-q
p, = p
. Q = q

Und immer, wenn ein Argument diese Form hat, ist es giiltig. Argumente, die nicht diese
Form aufweisen, kénnen ungiiltig sein, wie etwa das folgende Argument in (40) zeigt.

(40) ungiiltiges Argument:

P,;:  Wenn Franz Petra kiiBt, dann ist Petra gliicklich.
P,: Petra ist gliicklich.

Q: Franz kiifit Petra.

Dieses Argument sieht dhnlich aus, ist aber nicht notwendigerweise giiltig, denn Petra
kénnte aus irgendeinem anderen Grund als einem Kuf} von Franz gliicklich sein. Wie
sieht nun die formale Struktur dieses Arguments aus? Die Pramisse P, ist die gleiche,
wie in dem vorangegangenen Beispiel, aber die Pramisse P, ist in diesem Fall q, und
die Konklusion ist p. Wir haben also eine formale Struktur wie die in (41), von der
wir intuitiv wissen, daB sie nicht unter allen Bedingungen giiltig ist. Ein solches
Argument bezeichnen wir als ungiiltig.

(41) ungiiltiges Argument: P, = P~q
P, = q
. Q = p

Wir wollen nun Formen fiir giiltige Argumente betrachten. Dazu definieren wir
zunichst, was iiberhaupt ein Argument ist.
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(42) Ein Argument besteht aus
(i) einer Anzahl von Aussagen, sog. Pramissen, fiir die wir voraussetzen, daB sie
wahr sind.
(ii) einer Aussage, sog. Konklusion, deren Wahrheit aus der Wahrheit der Pra-
missen notwendig folgt.

Jedes Argument besteht also aus einer oder mehreren Pramissen und einer Konklusion.
Ein Argument ist giiltig, wenn unter der Voraussetzung, daB die Pramissen wahr sind,
auch die Konklusion wabhr ist.

(43) Ein Argument ist giiltig (valide), gdw. es keine Wahrheitswert-Belegung gibt, die
alle Pramissen wahr, die Konklusion aber falsch macht, d.h. wenn P,, P,, ..., P,
Pramissen sind, und Q die Konklusion ist, dann mufl der Ausdruck:
(P, AP, A ... AP - Q) eine Tautologie sein.

Die Giiltigkeit eines Arguments hat also nur indirekt etwas mit der Wahrheit der
Konklusion zu tun. Ein giiltiges Argument hat keinen Wahrheitswert, nur Aussagen
haben einen Wahrheitswert. Was behauptet wird, wenn ein Argument giiltig ist, ist,
daB bei wahren Pramissen auch die Konklusion wahr sein mufi. Wenn die Konklusion
hingegen falsch ist, so muB auch mindestens eine der Pramissen falsch sein.

Wir konnen mit den Mitteln der Aussagenlogik zu einer Menge von Priamissen
und einer Konklusion entscheiden, ob ein Argument giiltig ist oder nicht, indem wir
die Konjunktion der Pramissen als erstes Argument des Konditionals einsetzen und die
Konklusion als zweites Argument. Wenn der Konditional-Ausdruck dann eine Tauto-
logie ist, liegt ein giiltiges Argument vor.

Ein bekannter Fall ist das in (38) genannte Beispiel, bei dem es sich um den sog.
Modus Ponens handelt. Dieses Argument hat die Struktur in (44).

(44) P-Q
P

Q

Wenn sowohl der Konditionalausdruck als auch dessen Vordersatz wahr ist, so mufl
auch der Nachsatz wahr sein.

Ein weiteres giiltiges Argument ist der sog. Modus Tollens, der die Negation
gemeinsam mit dem Konditional verwendet.

45) P,: Wenn Franz am Computer sitzt, dann lernt Petra Italienisch.
P,: Petra lemnt nicht Italienisch.

Q: Franz sitzt nicht am Computer.
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Die formale Struktur des Modus Tollens ist die folgende:

(46) P-Q
Q

-P

Wenn der Konditionalausdruck wahr ist, die Negation von dessen Nachsatz hingegen
falsch, so muBl der Vordersatz des Konditionalausdrucks falsch sein, seine Negation
hingegen wahr. Im Gegensatz zum Modus Ponens tritt Q in der zweiten Pramisse auf
und P in der Konklusion, allerdings sind beide negiert.

Beim hypothetischen Syllogismus - einem weiteren giiltigen Argument - enthalten
beide Pramissen ein Konditional, und der SchluB geht von dem ersten Satz des ersten
Konditionals auf den zweiten Satz des zweiten Konditionals.

47 P,;: Wenn Max Maria kiifit, dann betrinkt sich Peter.
P,: Wenn sich Peter betrinkt, dann ist Monika sauer.

Q: Wenn Max Maria kiifit, dann ist Monika sauer.
Der hypothetische Syllogismus hat die allgemeine Form:

(48) P-Q
Q-R

~ P-R

Ein anderer Syllogismus ist der disjunktive Syllogismus. Diese Figur enthilt als
Pramisse einen Satz mit Disjunktion, wihrend die zweite Pramisse einen Teil dieser
Disjunktion negiert. Damit die Disjunktion wahr ist, was vorausgesetzt wird, muB also
der andere Teil der Disjunktion wahr sein.

49) P,: Max kiift Maria oder Max kiiBt Petra
P, Max kiift Maria nicht.

=~ Q: Max kiift Petra.
Dieser einfache Sachverhalt beruht auf der Struktur in (50).

(50) PVQ
-P

- Q

Die drei ndchsten Argumente sind von ihrer Struktur her sehr einfach. Wenn man die
Wabhrheitswert-Tabellen der Konjunktion und der Disjunktion kennt, erscheinen sie
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schon fast trivial. Nichtsdestoweniger werden wir sie kurz angeben, da zum Beweisen
logischer Sitze oft von ihnen Gebrauch gemacht wird.

Bei der Konjunktionsreduktion wird ausgenutzt, daf} die Pramisse eine Konjunk-
tion ist, die natiirlich nur dann wabhr ist, wenn beide Satze wahr sind. Ist dies der Fall,
so ist insbesondere einer dieser beiden Sitze wahr.

51 P,;:  Max kiift Maria und Peter trinkt Bier.

s Q: Max kiiit Maria.
(52) PAQ

. P
Bei der sog. Konjunktion nutzt man denselben Sachverhalt in umgekehrter Richtung.
Man formuliert die Pramissen P, und P,, die nach Voraussetzung ja wahr sind, und

schlieBt, daB die Konjunktion ebenfalls wahr ist.

(53) P,. Max kiifit Maria
P, Peter trinkt Bier

Max kiifit Petra und Peter trinkt Bier.

Q
(54) P
Q
P

AQ

Bei der Addition verwendet man die Eigenschaft der Disjunktion. Diese ist wahr, wenn
mindestens ein Teilsatz wahr ist. Setzt man mit der Pramisse also voraus, da P wahr
ist, so ist die Konklusion, die aus P und einem per Disjunktion verkniipften anderen
Satz besteht, ebenfalls wahr. Insbesondere 148t sich also eine ganz beliebige andere
Aussage, wie etwa Peter trinkt Bier, mittels der Disjunktion mit der Primisse verbinden.

(55) P;: Max kiifit Maria.

= Q: Max kiiBt Maria oder Peter trinkt Bier.
(56) P

PVQ
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4.6. Ubungsaufgaben

1. Ubersetze die folgenden Sitze in aussagenlogische Formeln. Wihle die Variablen

ps q, t fiir die jeweiligen Aussagen in nicht negierter Form.
(i) Maria kommt.

(ii) Clara kommt und Peter geht.

(iii) Wenn Maria kommt, dann geht Peter.

(vi) Wenn Maria kommt und Peter geht, dann bleibt Clara.

(v) Wenn Peter nicht kommt und wenn Otto nicht kommt, dann kommt Clara nicht.

(vi) Wenn Peter nicht kommt, dann kommt Clara nicht, und wenn Clara nicht

kommt, dann kommt Peter nicht.

2. Uberpriife die Richtigkeit der folgenden Beispiele.
(i) Tautologien: @V p,@-p)@-(@-p) @A P
(ii) Kontradiktionen: ~(p V p), (p A 7p), *((p V @)~(q V p))
(iii) Kontingenzen: p, VP, PV ~q,(p-q ~(q~p)

3. (i) Priife anhand einer Wahrheitswert-Tabelle, ob die folgende Aussage kontin-
gent, tautologisch oder kontradiktorisch ist.
(PN AD-@V(pAq)
(ii))  Gib den Strukturbaum zu der Formel in (i) an.

4, Zeige die Giiltigkeit der folgenden Argumente durch eine formale Ableitung der
Konklusion aus den Pramissen.

@ p i) p Vgq (iii) Vg
T q QAT
PAT)-q r-"p (pVaq s

q ST L TAS
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5.1. Pradikate und Valenz

Wir haben bisher betrachtet, wie vollstindige Aussagen verkniipft werden kénnen und
wie sich der Wahrheitswert von komplexen Aussagen mittels der Wahrheitswert-
Tabellen der verkniipfenden Konnektoren ermitteln 1a8t. Nun wissen wir aber auch,
dall Aussagen bzw. vollstandige Sétze nicht die kleinsten sprachlichen Einheiten sind,
sondern daBl diese durch Kombination von kleineren Einheiten aufgebaut werden.
Solche kleineren Einheiten sind etwa die Worter. Wenn wir z. B. den Satz (1) betrach-
ten, so konnen wir feststellen, daB dieser Satz aus sieben Wortern besteht, die auf eine
ganz bestimmte Art geordnet sind.

(1) Ein blauer VW steht an der StraBenecke.

Wir stellen auch fest, dal das Wort Straflenecke aus zwei Wortern besteht, die wir
aber als zusammengehorig betrachten. Offensichtlich lassen sich in natiirlichen Spra-
chen Worter zu neuen Wortern verbinden. Das soll uns aber im weiteren nicht inter-
essieren. Wir fragen vielmehr danach, ob es zwischen den Einheiten der Worter und
der Sdtze noch andere Einheiten gibt, die wir so ohne weiteres nicht sehen. Die
Antwort auf die Frage, ob es diese Einheiten gibt, lautet: Ja. Welche Einheiten sind
dies? Nun, wir konnen mit dem Satz anfangen zu spielen, indem wir versuchen,
Worter oder Wortgruppen umzustellen. Dabei féllt uns zuerst auf, dafi durch eine
bestimmte Umordnung auch wieder ein Satz entsteht.

(2) An der StraBenecke steht ein blauer VW.

Dieser Satz bedeutet in etwa dasselbe wie der erste Satz. Wenn wir nun versuchen,
weitere Umstellungen vorzunehmen, so bemerken wir, daf dies nicht mehr funktio-
niert. Die folgenden Umstellungen fithren nicht wieder zu deutschen Sétzen.

(3) (i) Der StraBenecke steht ein blauer VW an.
(ii) VW steht an ein blauer der StraBenecke.
(iii) An VW blauer StraBenecke der steht ein.

Offensichtlich erlauben nur ganz bestimmte Wortgruppen oder Worter, da man sie
umstellt, so daBl immer noch ein richtiger Satz entsteht. Diese Wortgruppen nennt man
auch Konstituenten. In dem angegebenen Satz sind offensichtlich die Wortgruppen ein
blauer VW und an der Strafienecke Konstituenten. Wir haben also festgestellt, da
zwischen der Wort- und der Satzebene weitere Einheiten existieren, obwohl unsere
Schrift- und Lautsprache dies nicht direkt sichtbar werden 145t.

Wir fragen nun danach, welche Verbindung zwischen den verschiedenen Konsti-
tuenten eines Satzes besteht und wodurch diese Verbindung hergestelit wird. In
unserem Beispielsatz ist auBer den beiden Konstituenten noch ein Verb enthalten.
Dieses Verb heiBt stehen und bezeichnet den Zustand, daB irgendetwas irgendwo steht.
Das irgendetwas ist in unserem Satz ein blauer VW und das irgendwo ist an der
Strafienecke. Der Ausdruck ein blauer VW bezeichnet ein Objekt, und der Ausdruck
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an der Straflenecke bezeichnet eine Lokalitit, und offensichtlich stellt das Verb stehen
einen Bezug zwischen dem Objekt und der Lokalitdt dar, so daB der ganze Satz oder
die Aussage einen Zustand beschreibt. Wir wollen sagen, daB§ das Verb stehen eine
Relation zwischen einem Objekt und einer Lokalitét darstellt und daB diese Relation
die Relation des Stehens ist. Wenn wir in dem Beispielsatz das Verb stehen durch das
Verb parken ersetzen, so bedeutet der Satz fast wieder das gleiche, allerdings ist es
jetzt die Relation des Parkens, die zwischen einem blauen VW und der Straffenecke
ausgedriickt wird.

Wir kennen nun eine ganze Menge deutscher Verben, und alle stellen Relationen
zwischen unterschiedlichsten Objekten, Individuen, Lokalitdten, Zeiten usw. her. Hier
sind einige weitere Beispiele:

(4) (i) Der Opa streichelt seine Katze.
(ii) Die Oma schlaft.
(iii) Der FuBballspieler schenkt Maria einen Luftballon.
(iv) Clara behauptet, daB Karl in Agypten ist.

Das Verb streicheln stellt eine Relation zwischen dem Opa und der Katze dar; ndm-
lich, daB der Opa die Katze streichelt und sie nicht etwa schldgt, verjagt, tritt oder
sonst irgendetwas. All diese Verben sind transitiv und stellen als solche zweistellige
Relationen zwischen zwei Argumenten her.

Das intransitive Verb schlafen ist einstellig, d.h. es bendtigt nur ein Argument,
in unserem Fall die Oma. Das bitransitive Verb schenken hingegen ist dreistellig. Es
driickt eine Relation zwischen drei Argumenten aus, namlich dem FuBballspieler, der
schenkt, Maria, die beschenkt wird und einem Luftballon, der verschenkt wird. Eine
etwas andere Relation stellt das Verb behaupten her. Hier handelt es sich um die Relation
zwischen einem Individuum, das etwas behauptet und einer Aussage, die behauptet wird.

Offensichtlich ist es so, daBf die unterschiedlichen Verben ein- oder mehrstellige
Relationen ausdriicken, und daB ein Satz dann vollstdndig ist, wenn alle Stellen der
Relation auch besetzt sind. Der Teilsatz (5) ist unvollstindig, da eine Argumentstelle
des Verbs schenken nicht besetzt ist.

(5) 'Der FuBballspieler schenkt Maria

In diesem Sinne erfordert die Verwendung bestimmter Verben auch immer eine be-
stimmte Realisierung von Argumenten. Die Anzahl und die Art der geforderten Argu-
mente nennt man die Valenz eines Verbs. Wenn von Valenz die Rede ist, so verwendet
man auch den Begriff Prddikar und spricht von ein-, zwei- oder dreistelligen Pradikaten.

Wir konnen feststellen, daB nicht nur Verben eine bestimmte Valenz haben,
sondern auch Prépositionen, Adjektive und auch Nomina. Dazu betrachten wir die
Beispiele in (6).

(6) (i) Das Buch (ist) auf/unter/neben/in dem Tisch.
(ii) Karl (ist) tiberlegen/treu/gréfier als Paul.
(iii) Peter (ist) Bruder/Fan/Vater von Clara.
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Im weiteren wird uns aber vor allem die Valenz von Verben interessieren. Von ihrer
Bedeutung her lassen sich dabei grob die folgenden Klassen unterscheiden:

(7) (i) ProzeBverben: erbliihen, gleiten, sinken, fliegen usw.
(ii) Aktivitatsverben: laufen, tanzen, streicheln, reparieren usw.
(iii) Zustandsverben: hassen, lieben, wissen, besitzen usw.

(iv) Verursachungsverben: geben, wecken, entkleiden, versenken usw.

Wir wollen im folgenden sagen, daB Verben Prddikate sind, die eine bestimmte
Anzahl von Argumenten verlangen, und da8 ein vollstédndiger Satz dann vorliegt, wenn
die Argumentstellen des Pradikats gesittigt sind, d.h. wenn zu jeder Argumentstelle
des Pradikats auch genau ein Argument existiert. Wenn dies der Fall ist, so liegt eine
vollstandige Aussage vor wie in den folgenden Sitzen.

(8) (i) Der Oltanker sinkt.
(ii) Hans repariert seinen Sportwagen.
(iii) Die Versicherung versenkt den Oltanker.
(iv) Das Telefon weckt Maria.
(v) Erwin schenkt seinem Freund drei Biicher.

Nun kann aber zu dem Verb sinken nicht nur die spezielle Nominalphrase der Ol-
tanker als Argument fungieren, sondern auch beliebige andere Nominalphrasen, wie
etwa die Fdhre, der Stein, das Schiff usw., d.h. das Verb sinken 148t eine Vielzahl
anderer Nominalphrasen als Argumente zu. Wollen wir nun eine Darstellungsweise fiir
das Verb sinken finden, die einerseits ausdriickt, daB} dieses Verb ein Argument nimmt,
also ein einstelliges Pradikat ist, andererseits aber nicht festgelegt werden soll, wie
dieses spezielle Argument aussieht, so miissen wir diesem Verb einen Platzhalter fiir
ein Argument zuweisen. Dies kénnen wir etwa folgendermaBen darstellen:

9) 1) x sinken
oder: 2) sinken(x)

Das x ist eine Variable, und diese hilt den Platz fiir ein Argument frei, so daBl diese
Darstellung bedeutet, daB sinken ein einstelliges Prédikat ist und genau ein Argument
verlangt. Sie bedeutet aber auch, daf dieses Argument ein beliebiges sein kann. Fiir x
kann also irgendeine Nominalphrase eingesetzt werden. Die beiden Darstellungsarten
in 1) und 2) driicken im wesentlichen dasselbe aus. Wir wollen jedoch im weiteren die
zweite Art der Darstellung bevorzugen, weil sie eine hergebrachte Art ist, Funktionen
zu schreiben. Wie wir im weiteren Verlauf noch sehen werden, ist dies eine sehr
niitzliche Darstellungsweise.

Ganz genauso kann man nun mit zweistelligen Pradikaten verfahren. Dabei
miissen wir zwei Variablen als Platzhalter fiir die Argumente einsetzen:

(10) 1) x kiissen y
oder: 2) kiissen(x, y)
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Fiir dreistellige Pridikate verfahren wir ganz dhnlich, nur setzen wir nun drei Varia-
blen als Platzhalter ein:

an 1) xgebenyz
oder: 2) geben(x,y, z)

Jedes Pradikat hat also eine feststehende Anzahl von Argumenten, die durch Variablen
angegeben werden. Die Sequenz dieser Variablen wird gelegentlich auch als Argument-
struktur des Pradikats bezeichnet. Wir konnen nun sagen, daB eine vollstindige
Aussage vorliegt, wenn fiir alle Variablen Argumente eingesetzt sind.

Das Verb singen etwa hat eine Variable und bendtigt daher ein Argument. Wenn
dieses Argument z.B. Peter ist, so wird die Variable durch dieses Argument ersetzt,
und der Ausdruck sieht aus wie in (12).

(12) singen(Peter)

Dies bedeutet soviel wie Peter singt.
Bei dem Verb kiissen mit zwei Variablen miissen entsprechend zwei Argumente ein-
gesetzt werden. Wenn also Peter Maria kiiit, so 148t sich dies so darstellen wie in (13).

(13) kiissen(Peter, Maria)
Vertauscht man die beiden Argumente hinsichtlich ihrer Reihenfolge, so erhdlt man (14).
(14) kiissen(Maria, Peter)

Das heifit dann soviel wie Maria kiifit Peter. Die Reihenfolge der Argumente spielt
also eine wesentliche Rolle, fiir die Bedeutung eines Satzes. Im folgenden werden wir
sehen, daBl in deutschen Sétzen nicht nur die Reihenfolge der Argumente von Belang
ist, sondern auch deren hierarchische Struktur.

5.2. Kompositionalitét

In diesem Abschnitt wollen wir erdrtern, auf welche Weise es moglich ist, daB wir als
kompetente Sprecher einer natiirlichen Sprache aus einer endlichen Anzahl von
Wortbedeutungen unendlich viele komplexe Bedeutungen zusammenstellen konnen.
Dazu betrachten wir nochmals kurz unser Vorgehen in dem Kapitel iiber Aussagen-
logik. Dort haben wir ja einfache Aussagen als atomare Einheiten betrachtet. Die
Syntax dieses Systems enthielt Regeln, die einfache Aussagen mit Hilfe von Satz-
konnektoren zu komplexeren Aussagen verbindet. Die Semantik des Systems wurde
durch Wahrheitswert-Tabellen angegeben, die den semantischen Wert der Konnektoren
festlegten. Zu jeder syntaktischen Regel, die zwei Aussagen mit einem Konnektor
verbindet, wurde eine semantische Regel (Wahrheitswert-Tabelle) angegeben, die den
semantischen Wert der komplexeren Konstruktion bestimmt. Dabei entsprach jeder
syntaktischen Regel genau eine semantische Regel.
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Bei der Konstruktion dieser Logiksprache sind wir so vorgegangen, daB wir zunichst
ein Lexikon mit Basiseinheiten (atomaren Aussagen) angelegt haben. Sodann haben
wir eine Syntax formuliert, die die Struktur von komplexeren Aussagen festlegt, und
schlieBlich haben wir die semantische Interpretation fiir die Konnektoren angegeben.
Wir waren damit in der Lage, aufgrund der syntaktischen Regeln beliebig komplexe
Aussagenverkniipfungen zu bilden, und da jeder syntaktischen Regel genau eine
semantische Interpretation entsprach, konnten wir auch den semantischen Wert der
komplexen Aussagen berechnen. Auf diese Art und Weise war es moglich, die Struk-
tur und die Bedeutung komplexer Ausdriicke kompositionell herzuleiten. Dal Kompo-
sitionalitdt auch in natiirlichen Sprachen gelten muB, 148t sich leicht an einem Beispiel
erdrtern. Betrachten wir etwa den folgenden Satz, von dem wir sicherlich annehmen
kénnen, daB wir ihn bisher noch nie gehort haben.

(15) Ein rot-weiB karierter Zwerg sitzt auf der Tragfliche eines Flugzeugs und spielt
Flote.

Dennoch versteht jeder Sprecher des Deutschen diesen Satz, insofern er das (mentale)
Bild einer virtuellen Realitit entwerfen kann, in dem tatsidchlich ein rot-weiB karierter
Zwerg flotespielend auf der Tragfliche eines Flugzeugs sitzt. Die Fihigkeit, dieses
mentale Bild zu konstruieren, wollen wir so beschreiben, da$ ein kompetenter Sprecher
die Bedingungen kennt, die erfiillt sein miissen, damit ein Satz wahr ist. Aus der
Kenntnis dieser Bedingungen kann er sowohl entscheiden, ob ein Satz in der realen
Welt wahr ist, als auch eine virtuelle Welt konstruieren, in der der Sachverhalt, den
dieser Satz ausdriickt, besteht. Offensichtlich 148t sich die Bedeutung eines Satzes in
einer bestimmten Art und Weise aus den einzelnen Wortern kompositionell zasammen-
fligen. Dabei spielt aber nicht nur die Bedeutung der einzelnen Wérter eine Rolle,
sondern ganz wesentlich die syntaktische Struktur des Satzes. Diese Einsicht hat in der
Geschichte der Philosophie eine ldngere Tradition, die wohl mit den Ideen von Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646-1716) beginnt. Leibniz hatte den fiir seine Zeit revolutio-
ndren Gedanken, daB es moglich sein miisse, ein Denkverfahren zu finden, das sogar
unabhéngig von den Bedeutungen der einzelnen Elemente die Richtigkeit einer Gedan-
kenkette nur aufgrund der formalen Beziehungen zwischen den Elementen abzuleiten
gestatte. Diese Idee lag annéhernd drei Jahrhunderte brach, bis sie von dem Logiker
und Philosoph Gottlob Frege (1848-1925) aufgegriffen und bei der Abfassung der
Begriffsschrift (1879) konsequent zur Anwendung kam. Heute ist diese Einsicht unter
dem Namen Fregesches Kompositionalitdts-Prinzip oder kurz: Frege-Prinzip bekannt.
Wir formulieren es in (16).

(16) Frege-Prinzip:
Die Bedeutung eines komplexen Ausdrucks ldft sich aus der Bedeutung der
Einzelausdriicke und der Struktur des Gesamtausdrucks berechnen.

Eine einfache Illustration verdeutlicht die Wirkungsweise dieses Prinzips. Die zwei
folgenden Aussagen bestehen aus den gleichen Basiseinheiten p, ¢, V, ~', haben aber
verschiedene syntaktische Strukturen. Aufgrund dieses Unterschieds ergeben sich fiir
die beiden Ausdriicke unterschiedliche semantische Werte.
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a7n -~(pVvaye
(18) (p)Vgq

Die Aussage in (17) ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch q falsch sind,
wihrend die Aussage in (18) auch dann wahr ist, wenn q wahr ist. Es geniigt zur
Festlegung des semantischen Werts komplexer Ausdriicke also nicht, nur die seman-
tischen Werte der einzelnen Bestandteile zu beachten, sondern wir miissen auch die
Struktur des gesamten Ausdrucks beriicksichtigen. Je nach Klammerung ergeben sich
die beiden folgenden Strukturen.

am - Ve - pPVq
/\ |
P q p q

Obwohl beide Ausdriicke aus den gleichen Einheiten, ndmlich p, g, ~ und V aufgebaut
sind, haben sie doch verschiedene Wahrheitswerte. Diese Tatsache iiberpriift man
leicht, indem man zu den Formeln die Wahrheitswert-Tabellen angibt und die beiden
letzten Spalten miteinander vergleicht.

@0 Plg]| pVy (p Vaq) pP|y p (p) Vg
1|1 1 0 1|1 0 1
10 1 0 1{o0 0 0
011 1 0 0|1 1 1
010 0 1 ofo 1 1

Wie wir sehen, unterscheiden sich die Wahrheitswerte der beiden Ausdriicke. Insofern
wir aber identische Teilausdriicke verwendet haben, kann der Unterschied allein aus
der jeweils voneinander abweichenden Strukmur der Sétze resultieren.

Derartige Erscheinungen lassen sich an bestimmten Sétzen der deutschen Sprache
deutlich machen, die man strukturelle Ambiguitdten (strukturelle Mehrdeutigkeiten)
nennt. Der Satz in (21) kann auf unterschiedliche Weise interpretiert werden, wobei fiir
jede Interpretation das syntaktische System des Deutschen eine strukturelle Option zur
Verfiigung stellt.

(21) Der Morder erwiirgte den Mann mit der roten Krawatte.

Zum einen kann (21) bedeuten, daB der Mann, der erwiirgt wurde, eine rote Krawatte
trug. Wir konnen (21) aber auch so verstehen, daB der Mann mit Hilfe einer roten
Krawatte erwiirgt wurde. Der Satz kann also auf zwei verschiedene Arten interpretiert
werden, obwohl die verwendeten Worter jeweils dieselben sind. Offensichtlich muB fiir
die Festlegung der Bedeutung noch etwas anderes im Spiel sein als die Bedeutungen
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der einzelnen Worter, und das ist eben genau die syntaktische Struktur. In der ersten
Bedeutung ist die Prépositionalphrase mit der roten Krawatte syntaktisch ein Préposi-
tional-Attribut zu der Nominalphrase den Mann. In der zweiten Bedeutung ist diese
Pripositionalphrase syntaktisch ein Adverb, welches das Verb erwiirgen modifiziert.
Nun konnen wir feststellen, daB eine Interpretation stets von einer syntaktischen
Struktur gestiitzt werden muB, denn nur wenn die syntaktischen Regeln einen bestimm-
ten Bezug zwischen zwei Satzteilen herzustellen erlauben, ist auch eine entsprechende
Interpretation moglich. Wird der Mérder-Satz z.B. so geduBert, da$ das Objekt mit dem
Pripositional-Attribut an den Satzanfang gestellt ist, so fallt eine Interpretation weg.

(22) Den Mann mit der roten Krawatte erwiirgte der Morder.

(22) konnen wir nur noch so verstehen, da der Mann, der erwiirgt wurde, eine rote
Krawatte trug. Bei einer anderen Umstellung ist die Interpretation moglich, daB der
Morder die rote Krawatte trigt, aber auch, dal der Mann mit Hilfe einer roten Kra-
watte erwiirgt wurde. Es entfillt jedoch gerade die Deutung von dem Mann als Tréger
der roten Krawatte.

(23) Den Mann erwiirgte der Morder mit der roten Krawatte.

Fiigt man auBerdem noch ein Element in diesen Satz ein, welches die Nominalphrase
den Morder von der Prapositionalphrase mit der roten Krawatte syntaktisch trennt, so
ist nur noch die Interpretation als adverbielle Angabe mdglich.

(24) Den Mann erwiirgte der Morder brutal mit der roten Krawatte.

Wie wir an diesen Beispielen sehen, spielt die syntaktische Struktur eine ganz wesent-
liche Rolle fiir die Interpretation. Eine Aufgabe der semantischen Theorie wird also
darin bestehen, gerade diese syntaktischen Beziige zwischen den verschiedenen
Phrasen eines Satzes zu interpretieren. Da die Syntax kompositionell ist, muf} auch die
Semantik kompositionell sein.

In der Aussagenlogik haben wir als semantische Werte fiir die atomaren Aus-
sagen stets alle moglichen Verteilungen von Wahrheitswerten herangezogen und
konnten dann mit Hilfe der Wahrheitswert-Tabellen fiir die jeweiligen Konnektoren
den semantischen Wert des Gesamtausdrucks berechnen. Wir haben bei diesem
Verfahren nicht die Frage gestellt, wie die Wahrheitswerte fiir einfache Aussagen
kompositionell zustandekommen, d.h. wir haben nicht danach gefragt, in welchem
Verhiltnis die Teilausdriicke eines Satzes zu den Bausteinen von Situationen in der
Welt stehen. Wir sind ja nur davon ausgegangen, daB eine Aussage wahr sein kann
oder falsch, und dabei haben wir die Pridikat-Argument-Struktur der Aussagen
ginzlich ignoriert. Es ist aber klar, daB sowohl die Pridikate als auch die einzelnen
Argumente fiir sich alleine betrachtet eine Bedeutung haben und daB diese einzelnen
Bedeutungen zu komplexen Bedeutungen zusammengesetzt werden kénnen. Weiterhin
miissen wir auch dariiber nachdenken, welcher Bezug zwischen der Sprache und der
Welt besteht, da wir mit sprachlichen Ausdriicken éber die Welt reden.

Mit einem Wort wie Haus bezeichnen wir eine Klasse von Objekten in der Welt
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mit ganz bestimmten Eigenschaften. Mit einer Nominalphrase wie dieses Haus be-
zeichnen wir ein ganz bestimmtes Objekt dieser Klasse, auf das wir auch deiktisch
verweisen konnen, d.h. durch Hinzufligen des Demonstrativpronomens dieses wihlen
wir aus der Klasse von Objekten, die durch den Ausdruck Haus bezeichnet werden,
ein eindeutig identifizierbares Objekt aus. Uber dieses Objekt konnen wir weitere
Angaben machen, etwa, daBl es brennt, auf einem Hiigel steht oder aus Backsteinen
gemauert ist. Fir jede dieser Angaben verwenden wir andere Worter oder Wort-
gruppen und charakterisieren damit unterschiedliche Situationen oder Zustande in der
Welt, und wir wollen verstehen, welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit eine
Aussage wahr ist. Dazu betrachten wir den Satz (25).

(25) Das Haus steht auf dem Hiigel

(25) ist genau dann wahr, wenn das Haus, auf das wir uns mit der Nominalphrase das
Haus beziehen, tatsichlich auf dem Hiigel steht, den wir mit dem Ausdruck den Hiigel
bezeichnen. Steht dieses Haus hingegen in einem Tal, so ist der geduBlerte Satz falsch.
Die Wahrheit bzw. Falschheit von Aussagen charakterisiert demnach ein Verhiltnis
zwischen der Sprache und der Welt, und wir werden im folgenden die Bedingungen
formulieren, die erfiillt sein miissen, damit eine Aussage wahr ist.

5.3. Denotation

In der Aussagenlogik haben wir die Kombinatorik und Interpretation komplexer
Aussagen behandelt, die aus elementaren Aussagen und Konnektoren gebildet wurden.
Als semantischen Wert einer Aussage haben wir einen Wahrheitswert (wahr oder
falsch, d.h. ein Element aus der Menge {0, 1}) angenommen. Wenn nun eine Aussage
aus verschiedenen Prédikaten und Argumenten zusammengesetzt ist, wird ihr Wahr-
heitswert gemd dem Kompositionalititsprinzip aus den semantischen Werten (die
nicht notwendigerweise Wahrheitswerte sein miissen) der Teilkomponenten der Struk-
tur errechnet.

Wie ergibt sich aber die Bedeutung eines komplexen Ausdrucks aus den Bedeu-
tungen der Teilkomponenten? Diese Frage ist nicht leicht zu beantworten. Wir kénnen
uns dem Problem aber so nihern, da wir uns klar machen, worin denn eigentlich die
semantische Kompetenz von Sprechern einer Sprache besteht. Diese sind offenbar in
der Lage, in Kenntnis einer gewissen Situation in der Welt zu entscheiden, ob eine
Aussage iiber diese Welt zutreffend ist oder nicht. Und indem sie dies konnen, ver-
mdgen sie, eine Aussage iiber die Welt mit der Welt selbst zu vergleichen, und sie
konnen feststellen, ob die Aussage einen Sachverhalt ausdriickt, der in der Welt
tatsdchlich besteht oder nicht. Was damit aber offensichtlich zur semantischen Kompe-
tenz gehort, ist die Fihigkeit, die Wahrheit von Aussagen relativ zu den Gegebenheiten
in der Welt zu bewerten. Wir wollen also davon ausgehen, daf8 unsere semantische
Kompetenz so beschaffen ist, dal wir die Bedeutung eines Satzes auf eine Situation in
der Welt beziehen konnen. Unter dieser Annahme liefe sich der Begriff Bedeutung
etwa so charakterisieren:
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(26) Die Bedeutung eines Satzes zu kennen, heifit, zu wissen, wie die Welt beschaffen
sein muB, damit der Satz wahr (oder falsch) ist.

Diese Annahme liegt der wahrheitsfunktionalen Semantik zugrunde, die von dem
Logiker Alfred Tarski im Jahre 1944 zu einem systematischen Verfahren formalisiert
wurde. Sie fait den Begriff der Bedeutung als eine Funktion zwischen sprachlichen
Ausdriicken und der Welt auf und verwendet die Wahrheit von Aussagen als Kriterium
fiir die Ermittlung von deren Bedeutung. Zur Ilustration betrachten wir die Aussage:
Die Schachtel ist offen in den beiden Situationen, die die Graphik (27) zeigt. In der
linken Situation ist diese Aussage wahr, da die Welt zutreffend beschrieben wird. In
der rechten Situation ist die Aussage hingegen falsch, da die Welt nicht zutreffend
beschrieben wird.

@7
Sprache: Die Schachtel ist offen. Die Schachtel ist offen.

wahr falsch

Welt:

Unsere semantische Kompetenz ist scheinbar so beschaffen, daB wir (i.d.R. sehr
schnell) entscheiden konnen, ob ein sprachlicher Ausdruck mit einer Weltgegebenheit
iibereinstimmt oder nicht. Es ist nun stets so, daB das Feststellen einer Ubereinstim-
mung immer einen Vergleich voraussetzt. Wenn wir etwa feststellen wollen, ob zwei
Objekte identisch sind, so miissen wir priifen, ob die Menge der Eigenschaften des
ersten Objekts in der Menge der Eigenschaften des zweiten Objekts enthalten ist und
umgekehrt. Dazu fragen wir uns, ob jede einzelne Eigenschaft, die in der ersten Menge
auftritt, auch in der zweiten Menge enthalten ist, und jede Eigenschaft, die wir in der
zweiten Menge auffinden, auch in der ersten Menge gefunden werden kann. Wenn dies
der Fall ist, so sagen wir, daB die beiden Objekte iibereinstimmen, oder: Es ist wahr,
daB die beiden Objekte iibereinstimmen. Wenn dies nicht der Fall ist, so sagen wir,
dal} es falsch ist, daB die beiden Objekte iibereinstimmen. In einem dhnlichen Sinne
findet wohl auch ein Vergleich zwischen der mentalen Konstruktion einer Situation,
die durch einen Satz ausgedriickt wird und einer Situation in der Welt statt, und wir
verfiigen iiber die Kompetenz, ein mentales Szenario mit einem real existierenden
Szenario zu vergleichen. Wir sagen dann, daB ein Satz wahr ist, wenn beide Szenarien
in wesentlichen Hinsichten iibereinstimmen. Damit haben wir die Frage nach der
Bedeutung eines Satzes verlagert auf die Frage nach der Wahrheit eines Satzes. So
unklar und problematisch das Konzept von der Wahrheit eines Satzes auch sein mag,
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es scheint doch leichter zu fassen zu sein als das Konzept der Bedeutung eines Satzes.

Was wir unter dieser Betrachtungsweise zu untersuchen haben, sind also die
Bedingungen, die erfiillt sein miissen, damit ein Satz wahr ist. Wir halten dieses
Resultat in dem folgenden Satz fest:

(28) Ein Satz ist wahr genau dann, wenn die Bedingungen, die er ausdriickt, tatsich-
lich erfiillt sind.

Wir werden in diesem Abschnitt den Versuch unternehmen, die Wahrheitsbedingungen
von Sitzen anzugeben. Damit soll nicht unterstellt werden, daf die Bedeutung von
Sétzen vollstandig durch ihre Wahrheitsbedingungen erfalit werden kann. Es scheint
aber offensichtlich zu sein, daB die Wahrheitsbedingungen eines Satzes ein ganz
wesentlicher Bestandteil seiner Bedeutung sind, denn ganz ohne Kenntnis der Wahr-
heitsbedingungen kann das Konzept der Bedeutung eben auch nicht expliziert werden.

Nun stellt sich die Frage, wie diese Bedingungen zu formulieren sind. Betrachten
wir dazu den einfachen Satz (29).

(29) Peter schlft.

Dieser Satz besteht aus einem Subjekt Peter und einem Prédikat schlafen. Es scheint
einfach zu sein, den semantischen Wert des Ausdrucks Pefer anzugegeben, nimlich als
dasjenige Individuum, welches mit dem sprachlichen Zeichen Peter bezeichnet wird. Wir
wollen auch sagen, daB das sprachliche Zeichen Peter das Individuum Peter denotiert.
Die Beziehung zwischen Sprache und Welt bezeichnen wir demzufolge als Denotation.

(30) Denotation
natiirliche Sprache: Welt:
Peter das Individuum: Peter
Clara das Individuum: Clara
Luise das Individuum: Luise

Wenn wir den Satz Peter schidft horen und wissen wollen, ob dieser Satz wahr ist, so
miissen wir priifen, ob es in der Welt ein Individuum Peter gibt und ob dieses Indivi-
duum schlift. Dazu bendtigen wir eine Vorstellung vom Denotat des Pradikats schla-
fen. Nun, wir wiirden sagen, daB der Satz Peter schldft, genau dann wahr ist, wenn
Peter ein Element der Menge der schlafenden Individuen ist. Diese Menge muf} durch
einen Ausdruck in diesem Satz denotiert werden, und dies scheint ganz offensichtlich
durch das Pridikat schlafen zu geschehen. Somit kdnnen wir sagen, daB das Pradikat
schlafen die Menge der Individuen denotiert, die schlafen. Im Sinne einer Wahrheits-
bedingung ist dieser Ansatz nicht unplausibel, da das Pradikat schlafen das Diskurs-
universum in zwei Klassen von Individuen zerlegt, ndmlich in solche, die schlafen, und
in solche, die nicht schlafen. Anders formuliert heifit dies, daB das Pridikat schlafen
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aus dem Diskursuniversum diejenigen Individuen aussondert, die schlafen. Der Satz
Peter schldft ist also genau dann wahr, wenn Peter in der Menge der Individuen
enthalten ist, fiir die gilt, daB sie schlafen. Um dies aber zu entscheiden, miissen wir
wissen, welche Elemente in der Menge der schlafenden Individuen enthalten sind,
denn wir miissen ja zu jedem Individuum entscheiden, ob es Peter ist oder nicht. Wir
konnen somit sagen, daB wir in Kenntnis der Bedeutung von schlafen feststellen,
welche Individuen in der Diskursdoméne D schlafen. Aufgrund der Bedeutung von
schlafen koénnen wir die Teilmenge von D bilden, die alle Individuen enthilt, die
schlafen. Die Bedeutung von anderen Priadikaten erlaubt uns, andere Teilmengen zu
bilden. Die Graphik in (31) zeigt eine Diskursdoméne mit acht Individuen. Von diesen
Individuen schlafen vier. Wenn wir die Bedeutung von schlafen kennen, so konnen wir
die Diskursdomine in zwei Klassen einteilen, ndmlich solche Individuen, die schlafen,
und solche, die nicht schlafen.

€Y [ D

Hans

Fritz
Petra
Sabine

/ |

Individuen, die schlafen Individuen, die nicht schlafen

Wir konnen sprachliche Pridikate somit als Klassifikatoren unserer Welt auffassen,
indem die Menge aller Individuen, in verschiedene Klassen eingeteilt werden, nidmlich
in solche, auf die ein Pridikat zutrifft und solche, auf die es nicht zutrifft. Da wir als
native Sprecher iiber eine relativ groBe Anzahl von Pridikaten verfiigen, vermogen wir
unter vielen verschiedenen Perspektiven die Dinge in unserer Welt zu Klassen zusam-
menzufassen. Das jeweils angewendete Pradikat liefert uns dabei die Menge derjenigen
Individuen, auf die dieses Pradikat zutrifft. Und da wir in der Lage sind, zu jedem
Individuum speziell zu entscheiden, ob es schlift oder nicht, wollen wir sagen, daB} das
Pridikat schlafen die Menge derjenigen Individuen denotiert, die schlafen. Dieses
Resultat formulieren wir in (32).

(32) Das Denotat eines einstelligen Pradikats ist die Menge derjenigen Individuen, auf
die das Pradikat zutrifft.

(32) gilt nun aber nicht nur fiir verbale Pradikate wie schlafen, sondern fiir alle ein-
stelligen Prédikate. So denotiert das einstellige Pradikat blau die Menge all der Indivi-
duen, die blau sind. Und das einstellige Pradikat unten denotiert die Menge all derjeni-
gen Individuen, die unten sind.
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(33) Denotation
natiirliche Sprache: Welt:
schlafen {Peter, Maria, Clara, Luise}
blau {Stuhl, Auto, ...}
unten {Fritz, Koffer, ...}

Wenn wir nun einen Satz mit einem zweistelligen Pradikat betrachten, so stellt sich
natiirlich die Frage, was das Denotat eines zweistelligen Pradikats ist.

(34) Peter liebt Maria.

Wir haben in der Mengenlehre bereits den Begriff des cartesischen Produkts D x D
kennengelernt. Dies war die Menge aller moglichen Paare mit Elementen aus D. Da
das Prédikat lieben ein zweistelliges Pridikat ist, stellt es eine Relation zwischen zwei
Individuen her. Wenn verschiedene Individuen ineinander verliebt sind, so kénnen wir
diese zur Menge der Liebespaare zusammenfassen. Das Denotat eines zweistelligen
Pridikats bildet damit eine Teilmenge des cartesischen Produkts, ndmlich die Menge
aller Paare <x,y>, fiir die gilt: x liebt y.

(35) Das Denotat eines zweistelligen Prédikats ist die Menge der geordneten Paare,
auf die das Pridikat zutrifft.

Diese Beziehung ist in (36) graphisch dargestelit.

(36)

Denotation

7N

natlirliche Sprache: Welt:

{<Peter, Maria>,<Maria,Peter>,<Clara,Peter>}

lieben

Es ist nun einfach, die Wahrheitsbedingungen fiir den Satz Peter liebt Maria an-
zugeben. Dieser ist ndmlich genau dann wahr, wenn das Paar <Peter,Maria> ein
Element der Menge der Paare ist, die von dem Pridikat lieben denotiert wird. Wenn
also in der Diskursdoméane D die drei Individuen Peter, Maria und Clara auftreten,
dann ist das cartesische Produkt D x D die Menge in (37).

(37) DxD ={ <Peter,Peter>,<Peter,Maria>,<Peter,Clara>,<Maria,Peter>,<Maria,
Maria>, <Maria,Clara>,<Clara Peter>,<Clara,Maria>,<Clara,Clara> }

Wenn Peter Maria, Clara Peter und Maria Peter liebt, dann denotiert das Priadikat
lieben die Menge von Paaren in (38).
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(38) { <Peter,Maria>,<Maria,Peter>,<Clara Peter> }

Diese Menge ist natiirlich eine Teilmenge des cartesischen Produkts D x D. Wenn wir
entscheiden wollen, ob die beiden folgenden Sitze wahr sind, so miissen wir priifen,
ob die Argument-Paare im Denotat von lieben auftreten.

(39) (i) Clara liebt Peter.
(ii) Peter liebt Clara.

Damit (39)(i) wahr ist, muB} in der Welt gelten, daB das Denotat von lieben das Paar
<Clara,Peter> enthilt. Da dies der Fall ist, ist der erste Satz wahr. Fiir den zweiten
Satz miissen wir priifen, ob das Paar <Peter,Clara> im Denotat von lieben enthalten
ist. Dies ist nicht der Fall, und somit ist der Satz (39)(ii) falsch.

Wir gehen also so vor, da§ wir das Denotat eines einstelligen Pradikats als die
Menge derjenigen Individuen auffassen, die das Prédikat erfiillen. Das Denotat eines
zweistelligen Prédikats ist diejenige Teilmenge von Paaren von Individuen des carte-
sischen Produkts D x D, die in der durch das Priadikat ausgedriickten Relation zuein-
ander stehen.

Wir vermuten bereits, welches Denotat dreistellige Pradikate haben. Da wir im
Kapitel iiber Relationen sogar das n-fache cartesische Produkt definiert haben, kénnen
wir das Denotat eines dreistelligen Pradikats folgendermaBen festlegen:

(40) Das Denotat eines dreistelligen Pradikats ist die Menge derjenigen Tripel von
Individuen, auf die das dreistellige Pradikat zutrifft.

Der Satz in (41) ist also genau dann wahr, wenn das Tripel <Peter,Maria,Geld> ein
Element im Denotat des Pradikats schenken ist.

(41) Peter schenkt Maria Geld.

Zusammenfassend halten wir fest, da die Denotate von Pradikaten Mengen sind, die
die Objekte in (42) enthalten.

(42) (i) Individuen
(i1) 2-Tupel von Individuen
(iii) 3-Tupel von Individuen

Es ist leicht zu sehen, daB die Denotate von n-stelligen Priddikatsausdriicken stets
Teilmengen des n-fachen cartesischen Produkts darstellen, wobei wir fir n = 1, also
fiir das Denotat von einstelligen Pradikaten, sagen konnen, daB sie eine Teilmenge des
1-fachen cartesischen Produkts bilden. Ein Individuum ist sozusagen der Spezialfall
eines n-Tupels, wobei n = 1 ist, d.h ein Tupel mit nur einem Element.

Wir kommen noch einmal auf die Struktur von Nominalphrasen und ihre Deno-
tate zuriick. Bisher haben wir aus Einfachheitsgriinden hauptsichlich Eigennamen
betrachtet, und wir haben gesagt, daB ein Eigenname dasjenige Individuum denotiert,
das diesen Eigennamen tragt. Dieser Bezug zwischen Sprache und Welt ist allerdings
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nicht immer so einfach herzustellen. Problematischer wird es schon, wenn die NP
etwas Abstraktes bezeichnet wie etwa in dem folgenden Satz.

(43) Die Giite Gottes ist unendlich.

Die NP die Giite Gottes existiert in dieser Welt nicht in der Weise, daB wir etwa
deiktisch darauf verweisen konnten, und es scheint kaum mdglich, ein entsprechendes
Denotat anzugeben. Aber wir missen nicht unbedingt abstrakte NP-Bedeutungen
bemiihen, um zu zeigen, daf} der Begriff Denotation problematischer ist, als es auf den
ersten Blick erscheinen mag. So kénnen wir z.B. auch iiber Individuen reden, die es
in unserer Welt gar nicht gibt.

(44) Ein Ork wandert durch Mordor.

Wiewohl wir wissen, da} es in unserer Welt keine Orks gibt, wiirden wir doch sagen,
daB dieser Satz und auch die NP ein Ork eine Bedeutung hat. Es gilt hier offensicht-
lich zwischen solchen NP-Bedeutungen zu unterscheiden, fiir die dasjenige, was die
NP bezeichnet, in unserer Welt existiert, und solchen, fiir die das Bezeichnete in dieser
Welt nicht existiert, wohl aber in einer anderen Welt existieren konnte, etwa in der
Erzihlwelt von J.R.R. Tolkien. Was wir unter der NP ein Ork verstehen, kann ja nicht
ein spezieller Ork sein, der durch Mordor wandert, sondern muB so etwas sein, wie das
Konzept eines Orks oder die Eigenschaft ein Ork zu sein.

Ahnlich verhalten sich NPn, deren Denotat nicht fiir alle Zeiten und Orte das
gleiche ist. Betrachten wir dazu den folgenden Satz.

(45) Der Bundeskanzler von Deutschland ist dick.

Wenn der Satz heute, im Jahre 1995, geduBert wird, denotiert die NP der Bundeskanz-
ler von Deutschland das Individuum Helmut Kohl, und der Satz ist wahr. Sofern der
Satz aber im Jahr 1981 geduBert wurde, denotiert die NP das Individuum Helmut
Schmidt, und der Satz ist zu dieser Zeit falsch. Offensichtlich denotieren derartige NPn
die Eigenschaft Bundeskanzler von Deutschland zu sein. Auf diese semantischen
Konstruktionen werden wir in einem spéteren Kapitel zuriickkommen.

Es gibt weitere NPn, denen nicht ohne weiteres ein Denotat zugewiesen werden
kann. Dabei handelt es sich vor allem um Massennomina oder Kollektiva, wie in den
folgenden Sitzen.

(46) (i) Eis ist kalt.
(ii) Sand ist gelb.
(iil) Silber glianzt.

Mit der NP Eis etwa bezeichnen wir nicht ein spezielles Eis, sondem wir meinen
damit Eis im allgemeinen, bzw. die Eigenschaften von gefrorenem Wasser.

Neben all diesen Problemfillen gibt es dariiber hinaus NPn, in denen sog. Quan-
toren auftreten.
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(47) (i) Einige Besucher des Museums sind gelangweilt.
(ii) Kein Computer kann diese Aufgabe berechnen.
(iii) Alle Frauen von Manta-Fahrern sind blond.

Die kursiv gesetzten Satzteile sind quantifizierende NPn, weil in ihnen Ausdriicke wie
kein, einige, alle auftreten. Es scheint schwierig zu sein, das Denotat des Ausdrucks
Kein Computer anzugeben. Ein erster Versuch koénnte auf der Annahme beruhen, da8
die NP Kein Computer die leere Menge denotiert. Doch dann wére man zu der Folge-
annahme gezwungen, daB andere NPn, wie etwa Kein Schwein, ebenfalls die leere
Menge denotieren, und folglich die Denotate von Kein Computer und Kein Schwein
identisch sind. Dies ist natiirlich ein recht widersinniges Ergebnis, denn intuitiv ist
klar, daB ein Unterschied zwischen den Bedeutungen dieser beiden NPn bestehen mu8.

Auch diese Fragen wollen wir zunichst zuriickstellen. In einem spéteren Kapitel
werden wir sie wieder aufgreifen. Wir sollten im Auge behalten, da der Begriff
Denotat problematischer ist, als es zundchst den Anschein hat. Fiir die folgenden
Uberlegungen und die NPn, iiber die wir reden, geniigt es aber anzunehmen, daB ihr
Denotat Individuen sind, die in unserer Welt existieren.

Was ist nun das Denotat von Aussagen? Auf der Hand zu liegen scheint, daB dies
die Menge derjenigen Situationen ist, die die Ausssage beschreibt. Nun interessiert uns
aber gerade die Wahrheit von Sitzen. Wenn wir die beiden Sétze in (48) betrachten
und feststellen, daB beide Sidtze wahr sind, so haben sie mit ihrem Wahrsein etwas
gemeinsam.

(48) (i) Peter streichelt den Hund.
(ii) Rom liegt auf dem 42-ten Breitengrad.

Die Sachverhalte, die beschrieben werden, sind jedoch vollig verschieden. Wenn wir
sagen, daB das Denotat einer Aussage die Menge der Situationen ist, die durch die
Aussage beschrieben werden, so finden wir zwischen diesen beiden Sitzen keine
Gemeinsamkeit. Die Gemeinsamkeit, die wir feststellen kénnen, ist ihr Wahrheitswert.
Aber auch wenn die beiden Sitze nicht den gleichen Wahrheitswert haben, so weisen
sie doch insofern eine Ahnlichkeit auf, als sie beide iiberhaupt einen Wahrheitswert
haben kénnen, wie auch immer dieser bestimmt sein mag. Wir wollen daher anneh-
men, daB das Denotat einer Aussage ihr Wahrheitswert ist. Im letzten Kapitel werden
wir aber dariiber hinaus auch der Intuition Rechnung tragen, da$ ein Satz die Menge
derjenigen Situationen denotiert, in denen er wahr ist.

5.4. Die Sprache L,

Das Ziel dieses Abschnitts wird darin bestehen, eine Theorie-Sprache zu formulieren, mit
deren Hilfe wir die Denotate von komplexen Ausdriicken als Denotate der einfachen
Ausdriicke kompositionell berechnen konnen. Diese Sprache nennen wir L,. Der Name
soll uns daran erinnern, daB wir es mit einer Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe zu
tun haben. Was dies genau bedeutet, werden wir spiter etwas besser verstehen. Hier
geniigt die Anmerkung, daB wir mit einer Sprache erster Stufe nur iiber Individuen
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quantifizieren konnen, aber auch das soll uns eingangs noch nicht interessieren.

Wir betrachten L, als eine Theoriesprache, in der wir die Semantik der méglichen
Ausdriicke genau angeben konnen. Dariiber hinaus existiert das von Tarski entwickelte
Verfahren, um die (komplexen) Ausdriicke dieser Sprache relativ zu einem Modell
(der Welt) zu interpretieren. Natiirlich weicht diese Sprache in ganz erheblichem MaBe
von Deutsch, Franzdsisch oder Englisch ab, aber verschiedene Eigenschaften von L,
finden wir auch in diesen Sprachen, und genau auf diese Eigenschaften kommt es uns
an. Wir werden sehen, da§ nicht alle Ausdriicke des Deutschen in die auf der Pradika-
tenlogik aufgebauten Sprache L, iibersetzt werden kénnen. Aus diesem Grund werden
wir die Sprache L, in den spiteren Kapiteln schrittweise erweitern, um somit zu-
mindest eine immer groBere Anndherung zu erreichen.

Wir werden dazu in dhnlicher Weise vorgehen, wie wir es bereits in der Aus-
sagenlogik getan haben. Dort haben wir zunichst die elementaren Dinge bestimmit,
tiber die wir reden wollen, die sog. atomaren Einheiten. Diese bilden hier das Lexikon
bzw. das Vokabular der Theoriesprache. Sodann geben wir Regeln an, die die Kombi-
natorik der Einheiten festlegen, so da wir auch iiber komplexe Sachverhalte und
Zustidnde sprechen kénnen. Diese Kombinationsregeln formulieren wir in der Synrax.
SchlieBlich bendtigen wir Prinzipien, nach denen die syntaktisch geformten Ausdriicke
interpretiert werden. Dazu entwerfen wir semantische Regeln, mit deren Hilfe wir
bewerten kénnen, ob Aussagen wahr sind. Wir verfahren also im Prinzip genauso, wie
wir es aus der Aussagenlogik schon kennen, nur daB unser Vokabular aus kleineren
Einheiten als den Aussagen besteht und daB die syntaktischen und semantischen
Regeln inhaltlich anders formuliert sind.

5.4.1. Das Vokabular von L,

Wenn man eine Fremdsprache erlernen will, so besteht eine Hauptaufgabe darin, den
Wortschatz dieser Sprache zu erwerben, bzw. ihr Vokabular kennenzulernen und
Ubersetzungsdquivalente zu den Begriffen der eigenen Sprache zu finden. Wenn wir
den englischen Satz Dogs bark ins Deutsche iibersetzen wollen, so schlagen wir in
einem Wérterbuch die beiden Worter dogs und bark nach, entnehmen die zugehdrigen
deutschen Worter Hunde und bellen und konnen diese - mit einigen weiteren Operatio-
nen, die uns hier aber nicht interessieren sollen - in den deutschen Satz Hunde bellen
iibersetzen. Wenn wir uns nun vorstellen, da$§ wir eine neue Sprache entwickeln, in die
wir deutsche Sitze libersetzen kbénnen, so miissen wir das Worterbuch und die darin
enthaltenen Ubersetzungen erst selbst schreiben. Einen solchen Versuch wollen wir
jetzt unternehmen.

Dazu miissen wir zunichst festlegen, welche Worter diese Sprache haben soll,
d.h. wir entwerfen das Vokabular von L,. Das ist recht einfach zu bestimmen, denn
wir wollen in L, im Prinzip iiber all das reden konnen, iiber das wir auch im Deut-
schen reden: iiber Tiere, Menschen, Kinofilme, das Wetter, Mobel, Hduser, Theorien,
Gebirgsformationen, Biicher, aber auch iiber Orro, Clara, Maria, unsere Nachbarn, den
Bundeskanzler oder J.W. Goethe usw. Diesen Dingen kénnen wir Eigenschaften
zuweisen, indem wir etwa Adjektive verwenden: langweilige Kinofilme, blonde
Menschen, blode Theorien usw. Dariiber hinaus konnen wir zwischen diesen Dingen



66 5. Prddikatenlogik

Beziige herstellen. Wir sagen etwa, daB Menschen Theorien aufStellen oder daBl Orto
kleine Tiere mag oder daB die meisten Biicher spannender sind als Kinofilme oder daB
Orto in Clara verliebt ist oder daB Mébel auf der Strafie stehen. Um solche sprach-
lichen Komplexe zu bilden, miissen wir natiirlich wissen, aus welchen Einheiten sich
diese zusammensetzen und welche Eigenschaften sie haben, damit sie so und nicht
anders zusammengesetzt werden konnen. Ohne nun einen Exkurs in die Syntax natiir-
licher Sprachen zu unternehmen, wollen wir ganz einfach sagen, daB die Ausdriicke in
L, Prddikate sind. Wir wissen, daf dies zwar sehr allgemein ist und von vielen Eigen-
schaften, die sprachliche Ausdriicke sonst noch haben, absieht, aber fiir unsere Zwecke
mag dies geniigen.

Wenn wir den Satz Paul klaut ein Buch betrachten, so stellt das Verb klauen eine
Relation zwischen Paul und einem Buch dar, denn klauen ist ein zweistelliges Pradi-
kat. Da nicht nur Paul Biicher klaut, sondern auch Otto Autoradios, ist es sinnvoll, die
beiden Argumente des Verbs klauen durch Variablen x und y darzustellen, also in der
Art: x klauen y. Wenn wir nun fiir die Variable x Paul und fir die Variable y ein
Buch einsetzen, so erhalten wir den Satz Paul klauen ein Buch, und wenn wir fiir x
Otto und fiir y Autoradios einsetzen, so ergibt sich der Satz Otto klauen Autoradios.
Dabei sehen wir davon ab, zu welcher Zeit dieser Vorgang stattfindet, da die Kon-
gruenz zwischen Subjekt und finitem Verb nicht gewahrt ist, daB wir nicht ein be-
stimmtes, designiertes Buch meinen, da§ die Genuskongruenz in der Nominalphrase
eingehalten wird, daB der Satz Verbzweit-Stellung aufweist usw. usf. Uns interessiert
nur, daB klauen ein zweistelliges Préadikat ist.

Nun kénnen auch andere syntaktische Kategorien als Prddikate charakterisiert
werden, wie wir bereits gesehen haben. Pripositionen spezifizieren z.B. lokale oder
temporale Relationen zwischen Individuen (oder Objekten): x in/auf/iiber/unter/neben
y . Andere Prépositionen sind einstellig: x ist unten/oben/hinten. Adjektive wie blau,
tief, lang, breit, schon sind ebenfalls einstellige Pradikate, x ist blaw/tief/breit, und
Nomina wie Fan, Bruder, Biirgermeister, wie man an Beispielen wie Burger ist
Biirgermeister von Kéln, Karl ist der Bruder von Otto sieht, konnen als zweistellige
Pradikate charakterisiert werden.

Kurzum, wir benétigen fiir unser Grundvokabular einerseits Ausdriicke, die
Individuen (und Objekte) denotieren und andererseits Prddikate, die Relationen
zwischen Individuen denotieren.

Diese Ausdriicke miissen wir in die Sprache L, iibersetzen. Das ist sehr einfach,
denn ein Ausdruck von L, soll genauso aussehen, wie ein Ausdruck des Deutschen,
auBer daB er durch ein Apostroph als Vokabel von L, gekennzeichnet ist. Das Wort
lieben des Deutschen wird also mit dem Ausdruck lieben’ in L, iibersetzt. Dariiber
hinaus ist festzulegen, daB der neue Ausdruck in L, ein zweistelliges Pradikat bezeich-
net. Dies ist aber ebenfalls sehr einsichtig, da das Wort lieben im Deutschen ein
transitives Verb ist und als solches ebenfalls zwei Argumente benétigt. Die Uberset-
zung der deutschen Ausdriicke in L, geschieht in der folgenden Weise:
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(49)

ubersetzen

natiirliche Sprache: (Deutsch)| Pradikatenlogik: (L)

licben licben’
Paul Paul’
schlafen schlafen’

Die Ausdriicke in der linken Spalte sind Elemente der Objektsprache, d.h. Worter des
Deutschen. Die Ausdriicke in der rechten Spalte sind Worter der Metasprache, d.h
Ausdriicke der Sprache L,.

Worter des Deutschen wie Peter, Maria usw. werden in Individuenkonstanten
libersetzt. Verben wie schlafen, lieben, schenken, usw. werden in ein-, zwei- bzw.
dreistellige Pédikate iibersetzt, d.h. fiir jedes Verb, welches in L, iibersetzt wird, gilt
es zu bestimmen, welche Anzahl von Argumenten das iibersetzte Pridikat hat. Die
Ubersetzungsprozedur muB also festlegen, daB O-stellige Verben in O-stellige Pridikate,
1-stellige Verben in 1-stellige Pradikate, 2-stellige Verben in 2-stellige Pradikate usw.
tibersetzt werden.

(50)

regnen, schneien, donnern,... - regnen’, schneien’, donnern’,... PRED(0)
schlafen, schwimmen, tanzen,... - schlafen’, schwimmen’, tanzen’,...  PRED(1)
lieben, streicheln, verpriigeln,... - lieben’, streicheln’, verpriigeln’,...  PRED(2)
geben, schenken, leihen,... - geben’, schenken’, leihen’,... PRED(3)

Unterschiedliche Wortformen wie geben, gebt, gab, gibst unterscheiden wir nicht,
sondern all diese Varianten sollen in der Infinitivform als geben’ iibersetzt werden, da
uns nur die Prédikat-Argument-Struktur dieser Ausdriicke interessiert. Individuen-
Konstanten und Pridikate nennen wir im folgenden nicht-logische Konstanten.

Die Frage ist nun, warum wir diesen Aufwand der Ubersetzung betreiben, wenn
die iibersetzten Ausdriicke ohnehin fast identisch mit den Ausdriicken des Deutschen
sind. Der Grund dafiir ist der folgende: Wir wissen nicht, wie wir die Bedeutung von
Séitzen des Deutschen angeben sollen. Natiirlich, allein die Ubersetzung in die Pridika-
tenlogik bringt uns dabei nicht weiter, da wir nur Symbol-Konfigurationen des Deut-
schen durch Symbol-Konfigurationen der Priadikatenlogik ersetzen. Der entscheidende
Punkt liegt jedoch darin, daf$ es ein formales Verfahren gibt, mit dessen Hilfe wir die
Beziehung zwischen Ausdriicken von L, und Zustdnden und Prozessen in der Welt so
aufeinander beziehen kénnen, daB} sich die Wahrheit der L,-Ausdriicke formal iiber-
priiffen 148t. Da es nicht einfach ist, die Bedeutung sprachlicher Ausdriicke zu er-
mitteln, ist es umso wichtiger, daB wir uns stets auf eine explizite Theorie stiitzen
konnen, die es erlaubt, die komplexen Annahmen iiber Bedeutungen aufeinander zu
beziehen und ihre Kohédrenz zu iiberpriifen.

Nun wollen wir aber nicht nur tiber Individuen wie Paul, Maria und Clara reden,
sondern auch iiber irgendwelche unbestimmten Individuen wie in den folgenden Satzen:
Irgendjemand liebt Maria, Kein Mensch wohnt freiwillig in Wanne-Eickel, Alle Schwd-
ne sind weifs, Mindestens drei Antworten sind richtig usw. Dabei legen wir uns mit
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den Wortern alle, kein, mindestens drei usw. nicht auf spezielle Individuen fest,
sondern auf eine unbestimmte Menge von Individuen. Von dieser Menge kdnnen wir
nur sagen, daB alle Elemente, kein Element oder mindestens drei Elemente in ihr
enthalten sind, etwa alle Schwdne, kein Mensch, mindestens drei Antworten. Wir
konnen aber nicht genau sagen, um welche Elemente genau es sich dabei handelt.
Wiederum bendtigen wir Variablen fiir Individuen oder Objekte.

Wir haben damit zwei Klassen von Ausdriicken fiir Individuen: (Individuen-)
Konstanten und (Individuen-) Variablen. Wir fassen Individuenkonstanten wie (Paul,
Clara usw.) und Individuenvariablen (x, y, z, ...) unter den Oberbegriff Terme zusammen.

Da in der Sprache L, alle komplexen Ausdriicke der Aussagenlogik enthalten sein
sollen, nehmen wir ebenfalls die Konnektoren der Aussagenlogik mit in unser Voka-
bular auf, so daB auch -, A, V, -, « mit zum Vokabular gehoren. Damit kénnen wir
nun die folgenden Sitze ausdriicken.

(51) (i) Otto schliaft und Clara wandert.
schlafen’(Otto’) A wandern’(Clara’)
(ii) Wenn Peter Maria liebt, dann liebt Maria Peter.
lieben’(Peter’,Maria’) - lieben’(Maria’,Peter’)
(iii) Hans schlaft nicht.
~(schlafen’(Hans"))

Um auch Aussagen behandeln zu konnen, wie Einige Fischer trinken Schnaps oder
Alle Tiere schlafen, miissen wir besondere Vorkehrungen treffen, denn bei solchen
Satzen quantifizieren wir liber bestimmte Mengen (etwa:die Menge der Fischer). Dazu
verwenden wir zwei Quantoren: V und 3. Der Quantor V besagt, daB wir uns auf alle
Individuen beziehen, die in der Diskursdomine auftreten, und der Quantor 3 besagt,
daB wir uns auf mindestens ein Individuum in der Diskursdoméne beziehen.

Damit wollen wir das Vokabular der Sprache L, abschliefen. Wir fassen die
einzelnen Elemente nochmals zusammen.

(52) Das Vokabular von L;:

(i) Individuenkonstanten: Peter’, Clara’, Otto’, Luise/, ...

(ii) Individuenvariablen: x, y, z, ...
(Individuenkonstanten und -variablen werden Terme genannt.)

(iii) Pradikate: schlafen’, lieben’, geben’,... Zu jedem Prédikat ist die Anzahl der
Argumente festgelegt.

(iv) die fiinf Konnektoren der Aussagenlogik: =, A, V, =, «

(v) zwei Quantoren: V, 3

Dieses Vokabular scheint zundchst recht klein zu sein. Es gilt aber zu bedenken, dafB
wir alle moglichen Bezeichnungen fiir Individuen und Objekte in unser Lexikon auf-
nehmen konnen, d.h. Bezeichnungen fiir alle Personen, fiir alle M&bel, fiir alle Tiere,
fiir alle Autos, kurzum fiir alle Entitaten, die wir {iberhaupt kennen. Weiterhin konnen
wir auch alle Worter des Deutschen in das Vokabular von L, {ibernehmen, d.h. alle
Nomina, Verben, Prapositionen und Adjektive, um Beziehungen unterschiedlichster Art
zwischen Individuen und Objekten auszudriicken.
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5.4.2. Der Begriff Modell fiir die Prddikatenlogik

Um die Wahrheit bzw. Falschheit von Aussagen beziiglich einer Welt beurteilen zu
konnen, bendtigen wir konkrete Vorstellungen von dieser Welt. Da es mitunter schwie-
rig ist, sich auf die gesamte aktuelle Welt zu beziehen, in der wir leben, konstruieren
wir uns ein Modell von der Welt, in dem wir iibersehen koénnen, was in dieser Welt
der Fall ist und was nicht. Natiirlich konstruieren wir kein Modell fiir die gesamte
Welt - das wire namlich viel zu kompliziert -, sondern nur fiir einen kleinen Weltaus-
schnitt. In einem solchen Modell treten Individuen auf, zwischen denen verschiedene
Relationen bestehen konnen. Wir betrachten sodann Aussagen iiber diese Modellwelt
und zeigen an dem Bezug zwischen sprachlichen Ausdriicken (iiber die Welt) und dem
Modell (von der Welt), welche Interpretation sprachliche AuBerungen in dem Modell
erhalten und wie diese Interpretation gefunden werden kann. Indem wir zeigen, auf
welche Art und Weise sprachliche Ausdriicke in bezug zu unserer Modellwelt gesetzt
werden, mag es uns gelingen, besser zu verstehen, was wir in allen Kommunikations-
situationen stets tun, ndmlich iiber die Welt zu reden und Urteile dariiber abzugeben,
ob die Welt nun so oder so beschaffen ist. Wenn wir dieses Ziel erreicht haben,
koénnen wir gewissermaBen formal nachspielen, wie unsere semantische Kompetenz
beschaffen sein muB, um die Wahrheit bzw. Falschheit sprachlicher Aussagen relativ
zur (Modell-) Welt zu bestimmen.

Dazu gehen wir so vor, daB wir zwischen Ausdriicken des Deutschen, der Objekt-
sprache, und solchen der Metasprache unterscheiden. Dies haben wir bereits im
vorhergehenden Kapitel durch die Ubersetzungsfunktion vorgenommen. Dariiber hinaus
muB unsere Schreibweise aber auch unterscheiden, welche Ausdriicke logische Aus-
driicke sind und mit welchen Ausdriicken wir Individuen, Entitidten und Relationen im
Modell bezeichnen, d.h. wir miissen auch die metasprachlichen Ausdriicke in L, von
ihren Denotaten im Modell unterscheiden, so daB wir drei Klassen von Ausdriicken
erhalten: Ausdriicke der Objektsprache Deutsch, die Ubersetzung dieser Ausdriicke in
der Metasprache L, und die Bezeichnung fiir die Denotate. Dies ist in der Graphik (53)
dargestellt.

(53) , .
uibersetzen denotieren
natiirliche Sprache: Pridikatenlogik: Welt:
lieben lieben’ [lieben’]
Paul Paul’ [Paul’]
schlafen schlafen’ [schlafen’]
Tisch Tisch’ [Tisch’]

Da wir den direkten Bezug zwischen den Sétzen einer natiirlichen Sprache und der
Welt gerne verstehen mdchten (unterer Pfeil), dariiber aber keine Kenntnisse haben,
gehen wir so vor, daB wir die Satze der Objektsprache (Deutsch oder auch eine andere
natiirliche Sprache) zundchst in die Metasprache L, iibersetzen. Wir verwenden dann
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das Tarski-Verfahren, um zu bestimmen, in welchem Verhiltnis die metasprachlichen
Ubersetzungen zu einem Modell von der Welt stehen. Das deutsche Wort Tisch wird
also in die Metasprache als Tisch' iibersetzt, und es denotiert in der Welt [Tisch’], die
Menge derjenigen Objekte, die Tische sind.

Da wir nach wie vor an den Wahrheitsbedingungen von Aussagen in unserer
Logiksprache interessiert sind, miissen wir sicherstellen, dafl jeder aus der Objekt- in
die Logiksprache iibersetzte Ausdruck auch ein Denotat hat, denn Ausdriicke, die kein
Denotat in der Welt haben, sind auch nicht zu interpretieren. Wir miissen also im
Modell einerseits festlegen, iiber welche Individuen und Priadikate wir reden, und
andererseits, wie die Umstande in der Welt beziiglich unserer Individuen und Prédikate
beschaffen sind. Wenn wir in L, das Pradikat lieben’ verwenden, so miissen wir auch
im Modell festlegen, welches Individuum welches andere Individuum oder Objekt
liebt. Verwenden wir den Ausdruck Peter’, so gilt es zu wissen, was das Denotat von
Peter' in der Welt ist. Wenn wir dies fiir alle nicht-logischen Konstanten vollstindig
spezifiziert haben, wollen wir sagen, daB wir ein Modell M fiir die Sprache L, haben.
Modelle kénnen ganz unterschiedliche Strukturen aufweisen, denn sie sollen jeweils
bestimmte Umsténde darstellen, die bestehen kénnen. So ist es z.B. mdglich, daB} in
einem Modell M, festgelegt ist, daB Otto schlift, wihrend in einem Modell M, gelten
konnte, daB Otto wach ist. Relativ zu dem Modell M, ist dann der Satz Otro schldft
wahr, relativ zu dem Modell M, ist er hingegen falsch.

Da die Denotate der einzelnen Ausdriicke speziell fiir ein bestimmtes Modell
definiert sind, wollen wir auch in der Notation fiir das Denotat markieren, fiir welches
Modell es gilt. Das Denotat [a:] des L,-Ausdrucks o wird relativ zu einem Modell M
angegeben und durch das Superskript ™ gekennzeichnet.

(54) [a]" ist das Denotat von & bzgl. des Modells M.

Ein Modell M besteht aus zwei Komponenten D und F. Es bildet damit ein Zwei-Tupel
<D,F>, wobei D eine nicht-leere Menge von Individuen ist: die Diskursdomine. In D
befinden sich alle Individuen, Objekte, Gegenstéande usw. F ist eine Funktion, die jeder
nicht-logischen Konstanten von L, ein Denotat zuweist. F legt also fest, welche Interpre-
tation die nicht-logischen Konstanten in L, haben. F bestimmt die Denotate wie folgt:

(55) (i) zu jeder Individuenkonstante ein Element aus D
(ii) zu jedem einstelligen Pradikat eine Teilmenge von D
(iii) zu jedem zweistelligen Prédikat eine Teilmenge von D x D
(iv) zu jedem n-stelligen Pradikat eine Teilmenge von DxDx..xD -
n-mal
Wenn wir in L, die Ausdriicke Peter’ und Maria' verwenden, so weist die Funktion F
dem Ausdruck Peter das Individuum [PeterT” zu und dem Ausdruck Maria’ das

Individuum [Maria”. Es gilt also:

(56) (i) F(Peter) = [PeterT"
(i) FMaria) = [MariaT"
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Wenn wir in L, das zweistellige Pradikat lieben’ verwenden, und wenn es im Modell der
Fall ist, daB [Peter]™ [Marial" liebt, und sonst niemand jemand anderes liebt, so gilt:

(57) F(lieben) = [lieben = {<[Peter]"[Marial*>}

Wenn wir keine weiteren nicht-logischen Konstanten in L, haben, so hat mit dieser
Festlegung jeder nicht-logische Ausdruck von L, ein Denotat in M, und damit haben
wir ein Modell definiert. Es besteht aus der Menge D = {Peter, Maria} und der
Funktion F, wie sie in (56) und (57) angegeben ist.

5.4.3. Die Syntax von L,

Nachdem wir das Grundvokabular von L, festgelegt und fiir jede nicht-logische
Konstante ein Denotat im Modell spezifiziert haben, wollen wir die syntaktischen
Regeln fiir die Sprache L, formulieren. Mit diesen Regeln spezifizieren wir, auf welche
Art und Weise die Elemente des Vokabulars zu komplexeren Ausdriicken verbunden
werden konnen. Wir machen uns zunichst klar, daB wir die Strukturen von unendlich
vielen Ausdriicken festlegen. Wir miissen also wieder - wie in der Aussagenlogik -
rekursive Regeln angeben, die die Menge der pradikatenlogischen Formeln definiert.

(1) Syntaktische Regeln der Pridikatenlogik:

(1) Wenn P ein n-stelliges Pradikat ist und tit,,...,t, Terme sind, dann ist
P(t,,t,,...,t,) eine Formel.

(2) Wenn ¢ und ¥ Formeln sind, dann sind auch ~@, (¢ A V), (¢ V ),
(p - ¥), (¢ - ¥) Formeln.

(3) Wenn ¢ eine Formel und x eine Individuenvariable ist, dann ist auch Vx¢
eine Formel.

(4) Wenn ¢ eine Formel und x eine Individuenvariable ist, dann ist auch Ix¢
eine Formel.

(5) Nichts sonst ist eine Formel.

Da wir vermeiden wollen, daB unendlich komplexe Formeln gebildet werden kdnnen,
legen wir dariiber hinaus fest, daB nur endlich viele Regelanwendungen von (1)-(4) zur
Erzeugung einer Formel erlaubt sind.

(2) Die Formeln von L, konnen nur aus einer endlichen Anzahl von Applikationen
dieser Regeln erzeugt werden.

Mit Hilfe der Regel (1) konnen Pridikate mit Argumenten zu einer Formel verbunden
werden. Das einstellige Pridikat schlafen’ und der Term Paul’ konnen zu der Formel
schlafen'(Paul’) kombiniert werden. Im Deutschen entspricht dieser Formel der Satz
Paul schldft. Aber auch ein zweistelliges Priadikat wie lieben' kann nach Regel (1) mit
den zwei Argumenten Paul' und Maria' zu einer Formel verbunden werden: lie-
ben'(Paul’,Maria’). Dieser Ausdruck ist die Ubersetzung des Satzes Paul liebt Maria.

Mit Regel (2) kénnen einfache Formeln zu komplexen Formeln verkniipft werden,
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so daB die Ausdriicke, die mit Hilfe der Aussagenlogik gebildet werden, auch in der
Priadikatenlogik formulierbar sind. Da schlafen'(Paul’) nach Regel (1) eine Formel ist,
ist (schlafen'(Paul’) nach Regel (2) ebenfalls eine Formel. Da weiterhin nach Regel
(1) der Ausdruck lieben'(Paul’,Maria') eine Formel ist, ist nach Regel (2) der Aus-
druck —(schlafen'(Paul’) - lieben'(Paul’,Maria’) ebenfalls eine Formel, und sie iiber-
setzt den deutschen Satz: Wenn Paul nicht schldft, dann liebt Paul Maria. In der
gleichen Weise gilt dies fiir die anderen Konnektoren der Aussagenlogik.

Die Regeln (3) und (4) behandeln die beiden Quantoren 3 und V. Regel (4)
besagt das Folgende: Wenn ¢(x) eine Formel ist, dann kann der Operator 3x vor
diese Formel geschrieben werden, wobei das Resultat wieder eine Formel ist. Was
besagt aber eine solche quantifizierte Formel? Der Existenzoperator 3x 1d8t sich
paraphrasieren als: es gibt (mindestens) ein x. Verbunden mit einer Formel ¢(x) kann
die Formel 3x@(x) durch die Paraphrase wiedergegeben werden: Es gibt (mindestens)
ein x, fiir das @(x) gilt. Dabei ist es moglich, daB die Variable x in der Formel ¢
auftritt oder auch nicht. Wir haben bei der Festlegung des Vokabulars Individuen-
Konstanten und Individuen-Variablen unter dem Begriff Terme zusammengefaBt. Die
Argumente von Pridikaten miissen daher nicht notwendigerweise (Individuen-) Kon-
stanten sein, sondern auch (Individuen-) Variablen kénnen nach Regel (1) als Argu-
mente auftreten, da auch sie in die Klasse der Terme fallen. So ergibt etwa die Kombi-
nation des einstelligen Pradikats schlafen’ mit der Individuenvariablen x die Formel
schlafen’(x). Nach Regel (4) ist der Ausdruck Ix/schlafen’(x)] ebenfalls eine Formel.
Diese Formel wird paraphrasiert alst Es gibt (mindestens) ein x, so daf gilt: x schldft.

Genauso verhilt es sich mit dem Quantor Vx. Wenn der Ausdruck Vx vor eine
Formel ¢(x) geschrieben wird, so wird diese - nach Regel (3) gebildete - Formel
paraphrasiert als: Fiir alle x gilt: @(x). Wenden wir die Regel (3) auf die Formel
schlafen'(x) an, so erhalten wir die Formel Vx/schlafen’(x)], die besagt: fiir alle x gilt,
x schldft, oder kurz: Alle schlafen. ‘

Mit dem Existenzquantor wird also ausgedriickt, daB die Formel ¢ fiir mindestens
ein x in der Diskursdomine erfiillt sein muB, und mit dem Allquantor wird ausge-
driickt, daB die Formel ¢ fiir alle x in der Diskursdomiine erfiillt sein muB. Hinter
einem Quantor steht immer eine Variable, auf die sich der Quantor bezieht, und nur
fiir diese Variable ist er relevant.

Die Formel 3x/Vy[lieben'(x,y)]] besagt: Es gibt ein x, so dap fiir alle y gilt: x
liebt y. In diesem Fall gibt es also mindestens ein Individuum x, das alle Individuen
y liebt. Der Existenzquantor bezieht sich auf die Variable x und der Allquantor auf die
Variable y. Auf die Formel lieben'(x,y) wurde zuerst die Regel (3) und dann die Regel
(4) angewendet.

Betrachten wir nun die Formel Vy/3x/[lieben'(x,y)]], bei der zuerst die Regel (4)
auf die Formel lieben'(x,y) angewendet wurde und dann die Regel (3) auf die Formel
dx[lieben’(x,y)]. Diese Formel besagt nun nicht das gleiche wie die vorhergehende,
denn sie wird paraphrasiert als: Fiir alle y gibt es ein x, so daf gilt: x liebt y. Das
bedeutet aber, daB es zu jedem y irgendein x gibt, so daB x y liebt, d.h. jedes y wird
von irgendeinem x geliebt; oder kurz: Jeder wird geliebt.

Wir wollen uns nun mit einigen Termini und Redeweisen vertraut machen, die im
Zusammenhang mit Quantoren und Variablen wichtig sind. Jeder Quantor mit einer
Variablen kann im Prinzip vor jede Formel geschrieben werden, unabhingig davon, ob
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die Variable in der Formel auftritt oder nicht: Der Ausdruck Vx/@(y)] ist daher eine
zuldssige Formel. Man spricht bei derartigen Formeln auch von leerer Quantifikation,
denn der Quantor bezieht sich nicht auf eine Variable, die in ¢ enthalten ist.

Wenn x eine Variable und ¢ eine Formel ist, vor die ein Quantor geschrieben wird, um
einen Ausdruck der Form Vx[@] oder 3x[¢@] zu bilden, dann nennt man ¢ den Skopus
des Quantors.

Eine Variable x ist gebunden, wenn sie im Skopus von Vx oder Ix liegt. Eine
Variable ist frei, wenn sie nicht gebunden ist. Eine Variable kann daher entweder
gebunden oder frei sein. Aber es gilt, daB jede Variable héchstens einmal gebunden
sein darf. Ein Ausdruck der folgenden Art ist also unzuldssig: Ix/Vx/@(x)]].

In der folgenden Formel ist die Variable x frei, und die Variable y ist gebunden.

G O 7y [schlafen’(y) — —(singen’(x))]
Skopus von vy
(ii) (Wenn alle schlafen, dann ist es nicht so, daB einer singt.)

Der Operator Vy bindet nur y in seinem Skopus, nicht aber x. In der folgenden Formel
sind sowohl x als auch y gebunden.

@ O Skopus von Vx
i 1
Vy [3y [ieben'(x,y)] ]
Skopus von Jy
(ii) (Jeder liebt jemanden.)

Der Skopus des Allquantors Vx ist der Ausdruck: Jy/lieben’(x,y)], der Skopus des
Existenzoperators dagegen: lieben'(x,y).

Wir betrachten abschlieBend noch ein Beispiel fiir eine etwas komplexere Formel.
Diese Formel iibersetzt den Satz: Fiir alle x gilt: Wenn x singt, dann gibt es einen
Menschen y, und y hort x.

) O Skopus von ¥x
Vxl[ singen’(x) — 3y [ Mensch’(y) A horen’(y,x) | ]I
Skopus von 3y

(ii) (Wenn alle singen, dann gibt es einen Menschen, der alle hort.)

In dieser Formel ist der Skopus des Allquantors Vx der Ausdruck:

[singen’(x) - Iy [Mensch(y) N\ héren'(y,x)]],
und der Skopus des Existenzquantors 3y ist der Teil der Formel:

[Mensch(y) N\ horen'(y,x)].
Eine Formel der Pradikatenlogik, in der alle Variablen gebunden sind, bezeichnet man
als geschlossene Formel. Eine Formel mit mindestens einer freien Variablen ist eine
offene Formel. Offene Formeln lassen sich nicht ohne weiteres interpretieren, da den
freien Variablen kein Denotat zugewiesen werden kann. Freie Variablen miissen i.d.R.
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durch Bedingungen, die der Kontext liefert, interpretiert werden. Fiir uns wird diese
Art der Interpretation zunichst aber keine Rolle spielen, da wir nur an geschlossenen
Formeln interessiert sind. Dariiber hinaus werden wir ein Verfahren kennenlernen,
welches auch freien Variablen ein Denotat zuweist.

+§.4.4.¢Die Semantik von L,

Im letzten Abschnitt haben wir die Kombinationsregeln fiir die Elemente des Lexikons
betrachtet. Mit diesen Regeln ist es mdglich, beliebig komplexe L,-Formeln zu bilden.
In diesem Abschnitt wollen wir erdrtern, wie die so gebildeten Formeln in einem
Modell interpretiert werden konnen. Dabei gehen wir so vor, da wir zu jeder syntak-
tischen Regel genau eine semantische Regel formulieren, die uns die Interpretation des
Ausdrucks liefert, den die syntaktische Regel konstruiert hat. Diese Interpretation
geschieht relativ zu einem vorgegebenen Modell M. Wir haben bereits erdrtert, da$§ ein
Modell M aus dem Individuenbereich D und der Denotatsfunktion F besteht. Wir
fragen also danach, welche Interpretation eine Formel in einem Modell erhilt, und
dabei interessiert uns insbesondere, wann eine Formel bzgl. eines Modells wahr ist.

5.4.4.1. Wahrheitsbedingungen fiir Pradikatsausdriicke

Nach der syntaktischen Regel (1) kann aus einem einstelligen Pradikat P und einem
Term t die Formel P(t) gebildet werden. Das Denotat des Pradikatsausdrucks P ist die
Menge derjenigen Individuen in dem Modell, auf die das Pradikat P zutrifft. Das
Denotat des Terms t ist das Individuum [t]". Wir sagen, daB die Formel P(t) im
Modell M wahr ist, wenn das Individuum [t]" ein Element des Denotats [Pl von P ist.
Wenn P das Pridikat schnarchen' ist, das verbunden mit dem Term Peter’ die Formel
P(t) (= schnarchen’(Peter’)) bildet, so ist diese Formel im Modell M genau dann wahr,
wenn das Individuum [Peter'T™ ein Element derjenigen Menge ist, die das Pradikat
schnarchen’ denotiert. Diese Menge ist die Menge aller Individuen, die schnarchen,
also: [schnarchen]". Die Formel schnarchen'(Peter’) ist im Modell M genau dann
wahr, wenn gilt:

6) [PeterT" € [schnarchenT"
Und die Formel ist genau dann falsch, wenn in M gilt:
(7) [PeterT" ¢ [schnarchen"

bzw. wenn [Peter]" im Komplement von [schnarchen’T" bzgl. D liegt. In dem Modell
in (8) sind [ClaraT" und [PeterT" Elemente des Denotats von schnarchen'.
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3 D)

Maria
Clara
Peter Otto

\
[schnarchen’M

Beziiglich M ist sowohl der Satz Peter schnarcht als auch der Satz Clara schnarcht
wabhr. Die Sétze Maria schnarcht und Orto schnarcht sind in dem Modell M falsch, da
weder [MariaT" noch [Otto’T" Elemente in der Menge [schnarchen’T" sind.

Fiir alle Formeln, die sich aus einem einstelligen Priadikat und einem Term
zusammensetzen, formulieren wir jetzt eine allgemeine Bedingung, die angibt, wann
eine Formel, die aus einem einstelligen Pradikat und einem Term besteht, wahr ist.

(9) Fiir jedes einstellige Pridikat und jeden beliebigen Term t gilt:

P)=1 - [I"elP"

Das Denotat eines zweistelligen Pridikats ist die Menge der geordneten Paare <x,y>,
wobei x und y in der durch ‘das Pridikat ausgedriickten Relation zueinander stehen.
Nach der syntaktischen Regel (1) gilt, daBl ein zweistelliges Pradikat P verbunden mit
zwei Termen t, und t, eine Formel ist. Wann ist eine solche Formel wahr? Zur Beant-
wortung dieser Frage erinnern wir uns an die Konstruktion des cartesischen Produkts
D x D. Dieses war definiert als die Menge aller Paare von Elementen aus D. Ein
zweistelliges Pridikat denotiert eine Menge von Paaren, und ganz offensichtlich bildet
diese Menge eine Teilmenge des cartesischen Produkts, in dem alle mdglichen Paare
enthalten sind. Wenn wir nun - ganz analog zu der Wahrheitsbedingung fiir einstellige
Pridikate - feststellen wollen, ob t;, und t, in der durch das Pridikat ausgedriickten
Relation zueinander stehen, so miissen wir in M priifen, ob das Paar <t t,> ein
Element in der Menge der Paare ist, die von P denotiert wird. Wenn die Diskurs-
domine D von M die folgende Menge darstellt: {Peter, Clara, Otto}, so ist das carte-
sische Produkt D x D die Menge aller Paare von Individuen aus D. Wenn Peter Clara
liebt und Otto Maria, und wenn sonst niemand irgendjemanden liebt, so bilden die
beiden Paare eine Teilmenge von D x D. Diese Teilmenge ist das Denotat Dieben'T™
des Pridikats lieben'.

(10)

DxD
<Peter,Otto>

<Clara,Clara>

<Peter,Clara>

<Otto,Otto>
<Otto,Maria> <Peter, Peter>
<Otto,Clara>
>
<Clara,Otto <Clara,Peter>

7/
[lieben’ M
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Mochten wir nun wissen, ob der Satz Peter liebt Clara im Modell M wahr ist, so
miissen wir priifen, ob das geordnete Paar <[Peter], [ClaraT'> in der Menge der
geordneten Paare <x,y> enthalten ist, fiir die gilt, daB x y liebt, oder anders formuliert,
ob gilt: <[Peter'[" [ClaraT"> € [lieben'T". In unserem Modell ist diese Aussage wahr,
da <[PeterT"[Claral"> ein Element in der Menge [lieben'T" ist. Der Satz Clara liebt
Orto ist in unserem Modell hingegen falsch, da das Paar <[ClaraT" [OttoT"> kein
Element von [lieben'T" darstellt.
Wir halten die folgende Wahrheitsbedingung fiir zweistellige Pradikate fest:

(11) Wenn P ein zweistelliges Pradikat ist, und t, und t, Terme sind, dann gilt:

P(t,t) =1 = <[t,M[,IM> e [PI"

Es sollte nicht mehr schwerfallen, dieses Ergebnis fiir Formeln mit n-stelligen Pradi-
katen zu verallgemeinern. Ein n-stelliges Prddikat denotiert die Menge derjenigen
n-Tupel von Individuen, auf die das Pradikat zutrifft. Wenn das n-Tupel in dieser
Menge enthalten ist, so ist der Satz wahr. Die folgende Wahrheitsbedingung gilt fiir
Formeln mit n-stelligen Pradikaten mit n Termen.

(12) Semantische Regel (1') fiir n-stellige Pradikate:
Fir jedes n-stellige Pradikat P und beliebige Terme t,, t,, ..., t, gilt:
Py, ty ont) =1 = [<t,, t,, ..., t,>I" € [PT.

Diese Regel ist das semantische Korrelat zu der syntaktischen Regel (1), d.h. Formeln,
die nach der syntaktischen Regel (1) gebildet werden, werden nach der semantischen
Regel (1') interpretiert.

5.4.4.2. Wahrheitsbedingungen fiir die Konnektoren

Wie werden die semantischen Werte der anderen Elemente des Basisvokabulars
bestimmt? Die Konnektoren der Aussagenlogik ', ‘', 'V, =, ', die wir in die Pradi-
katenlogik {ibernommen haben, behalten genau die gleiche semantische Interpretation,
die wir in den Wahrheitswert-Tabellen festgelegt haben. Der Satz Peter schldft und
Maria wandert kann in die beiden Teilformeln schlafen'(Peter’) und wandern'(Maria’')
zerlegt, mit dem Konnektor A verbunden und in die Formel (13) iibersetzt werden.
Diese ergibt sich nach Anwendung der syntaktischen Regel (2).

(13) schlafen’(Peter’) A wandern’(Maria’)

Wenn in M einerseits gilt: [Peter']" € [schlafen]", d.h. daB das Individuum [PeterT" in
der Menge der schlafenden Individuen enthalten ist, dann ist die Formel schia-
fen'(Peter') wahr. Wenn aber andererseits im Modell M nicht gilt, daf [Ma-
riaT € [[wandem']]M, d.h. daB Maria nicht wandert, dann ist die Formel wan-
dern'(Maria’) in M falsch. Nun sagt uns die Wahrheitswert-Tabelle, daB eine komplexe
Formel, die zwei Aussagen mittels der Konjunktion verbindet, genau dann wahr ist,
wenn beide Aussagen wahr sind. Die erste Formel ist im Modell wahr, die zweite
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hingegen falsch. Die mittels der Konjunktion gebildete komplexe Formel ist also
falsch, da nicht beide Konjunkte wahr sind. Bevor wir den Wahrheitswert einer
Konjunktion berechnen kénnen, miissen wir jeweils die Wahrheitsbedingungen der
beiden Teilformeln im Modell iiberpriifen. Dabei kénnen folgende vier Fille auftreten:

(14) 1. Die erste Formel ist wahr, und die zweite Formel ist wahr.
2. Die erste Formel ist wahr, und die zweite Formel ist falsch.
3. Die erste Formel ist falsch, und die zweite Formel ist wahr.
4. Die erste Formel ist falsch, und die zweite Formel ist falsch.

Dies sind aber genau die vier Fille, die die Wahrheitswert-Tabelle erfafit, die wir im
Abschnitt {iber Aussagenlogik behandelt haben, so daf} wir jetzt in der Lage sind, die
semantischen Werte der Teilformeln kompositionell zu berechnen. Ganz #hnlich
verhilt es sich mit den anderen Konnektoren. Auch dabei miissen wir zunichst die
Wahrheitsbedingungen der Teilformeln im Modell iiberpriifen und koénnen dann erst
feststellen, ob die gesamte Formel wahr oder falsch ist.

Eine negierte Formel wie etwa —(schlafen'(Peter')) besagt, daB Peter nicht schléft.
Wie iiberpriifen wir, ob diese Formel in einem Modell wahr ist? Nun, wir bestimmen
zunichst, ob das Individuum [PeterT" ein Element des Denotats [schlafenT" ist. Trifft
dies zu, so ist die Formel wahr und es gilt:

(15) [schlafen’(Peter)I" = 1.

Wendet man jetzt die Negation an, so verkehrt sich der Wahrheitswert in sein Gegen-
teil. Wenn also schlafen'(Peter’) in M wahr ist, so ist die Formel ~(schlafen'(Peter’))
in M falsch, und es gilt:

(16) [-(schlafen’(Peter))I" = 0.

Wir formulieren die semantische Regel (2) in genauer Ubereinstimmung mit den
semantischen Regeln der Aussagenlogik. Wenn p und q Formeln sind, so gelten fiir die
Konnektoren ', V, A, -, ' die Wahrheitswert-Tabellen der Aussagenlogik. Allerdings
miissen wir jetzt Prinzipien der Komposition formulieren, denn in der Aussagenlogik
haben wir ja alle Verteilungen der Wahrheitswerte in die Tabellen aufgenommen. Da
wir mit der Pridikatenlogik in der Lage sind, die Wahrheitswerte von Aussagen direkt
zu berechnen, miissen wir angeben, wie sich diese bei einer Kombination von Aus-
sagen mit den Konnektoren ergeben. Wir miissen also spezifizieren, wie sich das
Denotat einer komplexen Formel aus den Denotaten der einfachen Formeln ergibt.
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(17) Semantische Regel (2') fiir die Konnektoren der Aussagenlogik:
Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, die jeweils das Denotat [@I" und [y]" haben,
dann gilt:
ot = ol
lo Ayl = [l ALyI"
[pvel" = [ol' vIyl"
[o - ¢I" = [ol" - [y]"
[o -~ ¢ = [ol" ~ [y

Wenn p := schlafen’(Peter’) und q := trinken'(Maria',Schnaps'), dann lassen sich die
semantischen Werte von Formeln, die p und q mit einem Konnektor verbinden, nach
den Wahrheitswert-Tabellen der Aussagenlogik berechnen, wobei jetzt allerdings nicht
mehr alle méglichen Wahrheitswerte fiir p und q einzusetzen sind, sondern nur noch
diejenigen, iber die die Formeln p und q jeweils relativ zum Modell M verfiigen.
Wenmn also in M gilt, daB Peter schlift und daB Maria Limonade trinkt (und nicht
Schnaps), dann ist die Formel p wahr und die Formel q falsch. In diesem Falle gilt (18).

Hp* = )
Ip™ A g IANO =

18y @) [-pI"
i) Ip A o

0
0
i Ip vql" = pl" vIgl" = 1VO0 = 1
Gv) Ip - q* = M -[qI" = 1-0 = 0
™ Ip =gl = "« [qI" = 1-0 = 0

Die Denotate der komplexen Formeln werden also aus den Denotaten der einfachen
Formeln berechnet, gerade so, wie wir es in der Aussagenlogik kennengelernt haben.

5.4.4.3. Wahrheitsbedingungen fiir 3 und v

Wir fragen nun nach den Bedingungen, die erfiillt sein miissen, damit quantifizierte
Formeln wahr sind. Die Formel ¢(x) kann nach Regel (3) mit dem Allquantor kombi-
niert werden, woraus die Formel Vx/@(x)] entsteht. Wenn ¢ = schlafen’ ist, so ergibt
sich die Formel in (19)(i) mit der Paraphrase in (19)(ii), die dem Satz (19)(iii) entspricht.

(19) (i) Vvx[schlafen'(x)]
(ii) Fir alle x gilt: x schlift.
(iii) Alle schlafen.

Wie sich aus der Paraphrase in (19)(ii) ersehen 1d8t, wird iiber alle Individuen in der
Diskursdoméne quantifiziert. Damit die Formel (19)(i) wahr ist, muB also fiir alle
Individuen x in D gelten, daB sie schlafen. Wenn es ein Individuum in D gibt, welches
nicht schlift, so ist die Formel falsch. Um die Wahrheit der allquantifizierten Formel
zu tberpriifen, miissen wir also zu jedem Individuum x in D entscheiden, ob die
Formel schlafen’(x) fiir dieses Individuum wabhr ist. Sofern dies fiir alle Individuen gilt,
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wollen wir sagen, daB auch die Gesamtformel wahr ist. Dies ist in (20) als Wahrheits-
bedingung fiir allquantifizierte Formeln formuliert.

(20) Semantische Regel (3') fiir den Allquantor Vv:
Wenn x eine Variable und @(x) eine Formel ist, dann ist die Formel Vx[¢(x)]
genau dann wahr, wenn die Formel @(x) fiir alle Individuen in D wahr ist.

Wendet man auf die Formel schlafen'(x) die syntaktische Regel (4) fiir den Existenz-
quantor an, so ergibt sich der Ausdruck in (21)(i) mit der semilogischen Paraphrase
(21)(ii) zu dem Satz (21)(iii).

(21) (i) 3x[schlafen’(x)]
(ii) Fir mindestens ein x gilt: x schlift.
(iii) (Mindestens) eine(r) schlaft.

Damit die Formel (21)(i) wahr ist, muB - wie man leicht anhand der Paraphrase in
(21)(ii) sieht - fiir mindestens ein Individuum in D gelten, daB} es schldft. Wenn ein
solches Individuum in D existiert, so ist die Formel (21)(i) wahr, anderenfalls falsch. Wir
konnen also die semantische Regel (4') fiir den Existenzquantor formulieren wie in (22).

(22) Semantische Regel (4') fiir den Existenzquantor 3:
Wenn x eine Variable und @(x) eine Formel ist, dann ist die Formel 3x[¢(x)]
genau dann wahr, wenn die Formel @(x) fiir mindestens ein Individuum in D
wahr ist.

Bisher haben wir hauptsichlich solche Ausdriicke betrachtet, bei denen ¢ ein einstel-
liges Pradikat ist, so daB sich eine quantifizierte Formel entweder auf alle Individuen
oder nur auf irgendein Individuum bezieht, ohne da wir iiber die Individuen selbst
etwas ausgesagt hitten. Wir betrachten nun einige Formeln, bei denen ¢ selbst kom-
plex ist, z.B. die Ubersetzung des Satzes Alle Hiihner schlafen. Eine erste intuitive
Anndherung konnte dabei das Folgende annehmen:

(23) (i) Alle Hiihner schlafen. )
(ii) Vx[Huhn'(x) A schlafen’(x)] (falsche Ubersetzung)
(iii) Fir alle x gilt: x ist ein Huhn und x schléft.

Die Formel (23)(ii) driickt aber sicherlich nicht die Bedeutung des Satzes (23)(i) aus,
wie man an der Paraphrase in (23)(iii) leicht sieht. (23)(ii) besagt ndmlich, daB jedes
Individuum in D ein schlafendes Huhn ist. Wir miissen iiberlegen, auf welche Art und
Weise wir die Bedeutung von (23)(i) angemessen darstellen kénnen. Dies wire etwa
moglich, wenn wir anstelle der Konjunktion das Konditional verwenden, so daf§ wir
die Formel in (24)(ii) mit der Paraphrase in (24)(iii) erhalten.

(24) (i) Alle Hiihner schlafen.
(i) Vx[Huhn'(x) - schlafen’(x)] (richtige Ubersetzung)
(iii) Fiir alle x gilt: Wenn x ein Huhn ist, dann schlift x.
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Diese Ubersetzung ist nun in mehrfacher Hinsicht sinnvoll. Um dies deutlich zu
machen, wollen wir erst einmal die folgende abkiirzende Schreibweise festlegen:
H := Huhn' und S := schlafen’.

Damit die Formel (24)(ii) wahr ist, muBl nach der semantischen Regel (3') die
Formel H(x) - S(x) fiir jedes Individuum in D wahr sein. Aus der Wahrheitswert-
Tabelle fiir das Konditional wissen wir bereits, daB dieses genau dann falsch ist, wenn
der Vordersatz wahr, der Nachsatz aber falsch ist. In D seien nun sowohl solche
Individuen, die Hiihner sind, als auch solche, die keine Hiihner sind, als auch solche,
die schlafen, und solche, die nicht schlafen. Die Formel H(x) - S(x) ist fiir alle
Individuen wabhr, fiir die H(x) falsch ist, da fiir einen falschen Vordersatz das Kondi-
tional wahr ist. Die Formel ist natiirlich auch fiir alle x wahr, fiir die sowohl H(x) als
auch S(x) wahr ist, und sie ist nur fiir diejenigen Individuen falsch, fiir die H(x) wahr,
S(x) aber falsch ist. Das bedeutet, da die Formel fiir alle Individuen, die keine
Hiihner sind, wahr ist, und es bedeutet weiterhin, daB die Formel fiir alle Individuen,
die schlafende Hiihner sind, ebenfalls wahr ist, und zu guter Letzt, daB§ die Formel nur
fiir solche Individuen falsch ist, die Hiihner sind, aber nicht schlafen. Wenn es solche
Individuen in M nicht gibt, so ist die Formel H(x) ~ S(x) fiir alle Individuen in M
wahr. Gibt es dagegen solche Individuen, so ist die Formel in M falsch.

Jetzt konnen wir verstehen, daB unsere Ubersetzung sinnvoll war, denn das
soeben erdrterte Bedingungsgefiige des Konditionals entspricht genau der Wahrheits-
bedingung, die mit der semantischen Regel (3') ausgedriickt wird. Beziiglich unseres
Beispiels ergibt sich die Bedingung, daB fiir alle Individuen in M die Formel H(x) - S(x)
wahr sein muB, und dies ist genau dann der Fall, wenn es in M keine Hiihner gibt, die
nicht schlafen. Wir halten dieses Resultat in einem gesonderten Satz fest.

(25) Fiir (komplexe) allquantifizierte Formeln wird das Konditional verwendet.

Damit haben wir eine intuitiv addquate Bedingung fiir die Verwendung des All-
quantors formuliert, die wesentlich auf der Verwendung des Konditionals beruht. Es
zeigt sich zugleich, daB die Festlegung der Wahrheitswert-Tabellen fiir das Konditional
sinnvoll war, indem wir bei falschem Vordersatz stets den Wert ‘wahr’ fiir den Kondi-
tionalausdruck angenommen haben.

Betrachten wir nun eine Formel mit dem Existenzquantor. Man konnte zunéchst
versucht sein, auch diesen in Kombination mit dem Konditional zu verwenden. Damit
erhielten wir die folgende Ubersetzung.

(26) (i) (Mindestens) ein Huhn schlift.
(ii) Ix[Huhn'(x) - schlafen’(x)] (falsche Ubersetzung)
(iii) Fir (mindestens) ein x gilt: Wenn x ein Huhn ist, dann schlift x.

Diese Ubersetzung wiire dann angemessen, wenn es in M ein Individuum gibt, welches
ein Huhn ist, das schlift, denn dann wire die Formel H(x) - S(x) fiir irgendein Indivi-
duum wahr, und nach der semantischen Regel (4') wire dies fiir die Wahrheit der
Formel (26)(ii) hinreichend. Damit haben wir den Fall abgedeckt, daB sowohl H(x) als
auch S(x) wahr sind. Die Formel (26)(ii) wird aber auch dann wahr, wenn es in M
tiberhaupt keine Hiihner gibt, da der Vordersatz des Konditionals in diesem Falle fiir
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alle Individuen in M falsch wire, so daB das Konditional fiir alle Individuen in D wahr
wiirde. In einer Situation, in der es keine Hithner gibt, ist der Satz (Mindestens) ein
Huhn schldft aber falsch. Die Ubersetzung mit dem Konditional liefert uns also
ungeniigende Ergebnisse. Wiederum sollten wir ausprobieren, ob nicht ein anderer
Konnektor unsere semantische Intuition besser ausdriickt. Wir versuchen es diesmal
mit der Konjunktion.

(27) (1) (Mindestens) ein Huhn schlift.
(ii) Ix[Huhn'(x) A schlafen’(x)] (richtige Ubersetzung)
(iii) Fiir (mindestens) ein x gilt: x ist ein Huhn, und x schléft.

Die Formel (27)(ii) ist nach der semantischen Regel (4') genau dann wahr, wenn sie
fiir irgendein Individuum in M wahr ist. Nun wird die Konjunktion aber nur dann
wahr, wenn beide Konjunkte wahr sind. Insbesondere muB also gelten, daB fiir irgend-
ein Individuum in M sowohl H(x) als auch S(x) wahr ist. Wenn es ein solches Indivi-
duum in M gibt, so ist (27)(ii) wahr, anderenfalls falsch. Diese Bedingung entspricht
genau der Interpretation von (27)(i). Unsere semantische Intuition sagt uns also:

(28) Fiir existenzquantifizierte Formeln wird die Konjunktion verwendet.

Im nichsten Abschnitt wollen wir ein Verfahren kennenlernen, welches uns erlaubt,
die Interpretation von quantifizierten Formeln in einem Modell formal nachzuspielen.

5.4.4.4. Interpretation der Quantoren: 3 und V

Bevor wir das formale Verfahren der Tarski-Semantik betrachten, mit Hilfe dessen wir
Quantorenausdriicke interpretieren konnen, wollen wir uns an einem Beispiel klar
machen, wie wir iiberpriifen kénnen, ob der Satz Alle Seminarteilnehmer sind blond
wahr ist. Stellen wir uns dazu ein Modell M vor, das die folgende Situation darstellt.
Wir befinden uns in einem Seminarraum, in dem zehn Seminarteilnehmer sitzen: Peter,
Maria, Otto, Clara, Hans, Jens, Petra, Susanne, Katja und Luise. Diese zehn Individuen
bilden die Diskursdomine D. Wenn wir in dieser Situation bestimmen wollen, ob der
Satz in (29)(i), bzw. dessen Ubersetzung in (29)(ii) wahr ist, so miissen wir jedes
einzelne Individuum anschauen und priifen, ob es blond ist oder nicht.

(29) (@) Alle Seminarteilnehmer sind blond.
(ii) Vx[Seminarteilnehmer'(x) - blond'(x)]

Wir konnten dabei bei Peter anfangen, und wenn Peter blond ist, konnen wir sagen,
#daB der Satz bis jetzt nicht falsch ist. Wenn wir fiir Peter festgestellt haben, daf$§ er
“blond ist, kénnen wir aber noch nicht behaupten, da8 der allquantifizierte Satz (29)(ii)

wahr ist, weil wir ja fiir alle Individuen priifen miissen, ob sie blond sind. Wir be-
_trachten also als néchstes Maria, und wenn auch Maria blond ist, wissen wir, daB die

Chance besteht, daB der Satz wahr sein kann, wiewohl wir auch jetzt noch nicht sagen

konnen, ob er wahr bleibt, denn wir haben ja noch andere Individuen zu iberpriifen.



82 5. Prddikatenlogik

In dieser Art verfahren wir weiter, bis wir die ersten neun Individuen hinsichtlich ihrer
Haarfarbe bestimmt haben. Wir nehmen an, daB bisher alle blond sind. Wir {iberpriifen
jetzt die Haarfarbe von Luise. Wenn auch Luise blonde Haare hat, so ist der allquanti-
fizierte Satz wahr. Wenn Luise aber schwarze Haare hat, so ist der Satz falsch, da
nicht alle Individuen blond sind.

Dieses Beispiel zeigt folgendes: Um festzustellen, ob die allquantifizierte Aussage
in (29)(i) wahr ist, muB zu jedem einzelnen Individuum in der Diskursdoméne ent-
schieden werden, ob es blond ist oder nicht. Das bedeutet, daB die gesamte Diskurs-
doméne durchlaufen werden muB, um die Wahrheit eines allquantifizierten Satzes zu
ermitteln. Die Falschheit dieses Satzes hitte sich (abhéngig von den Gegebenheiten
moglicherweise) schneller ermitteln lassen. Wenn wir niamlich schon beim dritten
Seminarteilnehmer Orto festgestellt hitten, daB dieser schwarze Haare hat, so wire
bereits an dieser Stelle klar gewesen, daff der allquantifizierte Satz falsch ist, und es
wire nicht mehr nétig gewesen, auch die restlichen Seminarteilnehmer zu betrachten.

In ghnlicher Weise miissen wir vorgehen, wenn wir die Wahrheit des Satzes
(30)(i) mit der Ubersetzung (30)(ii) ermitteln wollen.

(30) (i) (Mindestens) ein Seminarteilnehmer ist blond.
(ii) 3Ix[Seminarteilnehmer’(x) A blond'(x)]

Wiederum gilt es die Individuen in der Diskursdoméne zu betrachten. Wenn das erste
Individuum (Peter) blond ist, so ist die Formel (30)(ii) wahr, und es ist nicht mehr
notig, die restlichen Individuen zu betrachten. Nehmen wir nun aber an, daB das
Modell die folgende Struktur hat: Fiinf Seminarteilnehmer haben schwarze und fiinf
haben blonde Haare. Wenn wir zuerst diejenigen Individuen mit den schwarzen Haaren
betrachten, kénnen wir noch nicht schlieBen, daB der Satz falsch ist, denn es konnte ja
immer noch sein, daB einer der folgenden Teilnehmer blond ist. Wir miissen also
weitersuchen, bis wir einen blonden Seminarteilnehmer gefunden haben. Wenn das
sechste Individuum (Petra) nun tatséchlich blond ist, kénnen wir an dieser Stelle sagen,
daB der Satz wahr ist. Wiren wir von einem Modell ausgegangen, in dem alle zehn
schwarze Haare haben, miiiten wir dagegen bis zum letzten Seminarteilnehmer weiter-
gehen, um feststellen zu konnen, daB der Satz falsch ist. Fiir die Wahrheitswert-
Ermittlung quantifizierter Formeln gilt (31).

(31) (i) Um die Wahrheit eines existenzquantifizierten Satzes nachzuweisen, geniigt
es, ein Individuum zu finden, welches die im Skopus des Quantors ausge-
driickte Bedingung erfiillz.

(iiy Um die Falschheit eines allquantifizierten Satzes nachzuweisen, geniigt es,
ein Individuum zu finden, welches die im Skopus des Quantors ausgedriickte
Bedingung nicht erfiillt.

(iii) Um die Wahrheit eines allquantifizierten Satzes nachzuweisen, miissen alle
Individuen die im Skopus des Quantors ausgedriickte Bedingung erfiillen.

(iv) Um die Falschheit eines existenzquantifizierten Satzes nachzuweisen, muf fiir
alle Individuen gezeigt werden, daB sie die im Skopus des Quantors ausge-
driickte Bedingung nicht erfiillen.
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Diese Vorgehensweise driickt die Idee aus, die der Tarski-Semantik zugrundeliegt, und
wir wollen diese Idee nun formal prizisieren.

Dabei ergibt sich eine Schwierigkeit: Um namlich die Wahrheit der einfachen
Formel blond'(x) zu berechnen, miissen wir das Denotat der Individuenvariablen x
kennen, und wir haben bisher nicht angegeben, was das Denotat einer solchen Varia-
blen ist. Fiir eine Variable kann jedes beliebige Individuum eingesetzt werden, und es
scheint, als habe eine Variable gar kein festgelegtes Denotat. Nun wissen wir aber, daB
ein Ausdruck, der kein Denotat hat, nicht interpretiert werden kann, so daB wir uns
fragen sollten, wie wir diesem Dilemma entrinnen konnen. Ein Ausweg bestiinde
darin, der Variablen x zunéchst irgendein Individuum als Denotat zuzuweisen, etwa
[Peter'T". Wir konnten dann zu der Formel blond '(Peter’) priifen, ob diese Formel wahr
ist. In einem zweiten Schritt knnten wir der Variablen x den Wert [Maria'T" zuweisen
und feststellen, ob die Formel blond'(Maria') wahr ist usw. Wenn wir diesen ProzeB
zehnmal wiederholen, so haben wir die Variable x nacheinander mit zehn verschie-
denen Werten belegt, ndmlich genau den zehn Individuen aus M. Fiir alle zehn Bele-
gungen gilt es jeweils festzustellen, ob die Formel blond(x) wahr ist. Da wir alle
Individuen aus M einsetzen, spielt es keine Rolle, mit welchem Individuum wir
anfangen und in welcher Reihenfolge wir vorgehen.

Die Frage ist nun, wie sich diese intuitive Vorgehensweise in ein formales
Verfahren {ibertragen 1aft. Dazu wollen wir annehmen, daB wir drei Variablen, x, y
und z verwenden, denen jeweils ein Denotat zugewiesen werden soll. (Eigentlich
bendtigen wir nur eine Variable, um die Formel blond’(x) zu berechnen, da in ihr nur
eine Variable auftritt. Aber wir konnen uns vorstellen, daB in einer anderen Formel,
die wir ebenfalls berechnen mochten, mehrere Variablen auftreten, etwa, wenn diese
Formel das Pradikat geben’ enthilt.) Eine Belegung von Variablen mit Individuen 148t
sich mittels einer Funktion vornehmen.

(32) x — Peter

y — Maria
z — Otto

Die Funktion g weist jeder Variablen ein Individuum aus M als Denotat zu. Wir
nennen g daher eine Variablenbelegung. Wenn g der Variablen x wie in (32) das
Individuum [Peter zuweist, so haben wir damit willkiirlich festgelegt, daB das
Denotat der Variablen x mittels der Funktion g gerade dieses Individuum ist. Das
Denotat ist somit nicht mehr nur von M abhéngig, sondern auch von g. Diese Abhén-
gigkeit notieren wir durch das Superskript ® an dem Denotatsausdruck wie in (33).

33) gx) = [PeterT"®

Das Denotat von blond'(x) ist dann ebenfalls relativ zu M und g zu bestimmen, so daB
fiir x = Peter’ (34) gilt.

(34) [blond'x)I"® = [blond'(Peter)I™®
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Wir legen daher fest, da Denotate abhéngig von M und g bestimmt werden miissen.

(35) [oI™® bezeichnet das Denotat von « relativ zum Modell M und der Varia-
blenbelegung g.

Eine Formel der Pridikatenlogik ist also wahr oder falsch relativ zu einem Modell M
und einer Variablenbelegung g. Natiirlich soll die Funktion g die Variable x auch mit
anderen Individuen belegen. Dazu muB g leicht abgeéndert werden, némlich derart, da
g an allen Variablen gleich bleibt aufler an x. Wir konstruieren die Funktion g’, die
genauso definiert ist wie g, auBler bei der Variablen x. Diese Variable belegen wir jetzt
mit dem Individuum Maria.

(36) X — Maria

y — Maria
z — Otto

Da wir erreichen wollen, daB die Variable x nacheinander mit allen zehn Individuen
belegt wird, miissen neben g neun verschiedene Funktionen g’ definiert werden, die
sich jeweils nur im Wert der Variablen x unterscheiden wie in (37).

37N x — Otto x — Clara x — Hans
g’ : |y = Maria g': |y = Mariaf g': |y — Mara
z — Otto z — Otto z — Otto

Um die jeweiligen Belegungen notationell zu unterscheiden, legen wir in (38) eine
Notation fest, die zu jedem g kennzeichnet, welche Variable mit welchem Individuum
belegt wird.

(38) gt ist diejenige Variablenbelegung, die genauso definiert ist wie g, auBer daf sie
die Variable x mit dem Individuum o belegt.

Wenn die Funktion g anfinglich so definiert ist wie in (39)(i), so schreiben wir die
Funktion g, die an der Stelle x den Wert Luise annimmt, jetzt so wie in (39)(ii).

(39 @

x — Peter (i) X x — Luise
g: |y = Mari g . |y — Maria
z — Otto Luise * 17 _, Otto

Hat x den Wert Otto, so schreiben wir:

(40)
x .
otto

x — Otto
y — Maria
z — Otto

Es ist offensichtlich, daB die Ausgangsbelegung g ebenfalls in dieser Weise geschrie-
ben werden kann.
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“D X — Peter

y — Maria

_ X .
€ = peter 7 — Otto

Ganz dhnlich konnen wir natiirlich auch die anderen Variablen in ihren Werten
alternieren lassen. Wir éndern dann etwa nur den Wert von y und lassen die Werte fiir
x und z unverdndert. Wichtig ist, daB sich die Anfangsbelegung g stets nur in einer
Variablen andert.

“42) y x — Peter x — Peter
Epeter Z : (l;f:gr ESusanne )zl : (S)\tltsoanne

Wir miissen uns klarmachen, daB die Willkiir, mit der wir die anfdngliche Variablen-
belegung definieren, keine Auswirkungen auf das Resultat unserer Berechnungen hat.
Bei Formeln, in denen nur gebundene Variablen auftreten, werden ja alle Individuen
nacheinander fiir die gebundenen Variablen eingesetzt, d.h. die Variable x erhdlt zwar
in erster Instanz eine willkiirliche Belegung, doch da fiir x auch alle anderen Indivi-
duen eingesetzt werden, spielt die anféngliche Belegung keine Rolle. Solange wir den
Wabhrheitswert fiir alle jeweils moglichen Belegungen bestimmen, ist die Reihenfolge,
in der wir die Variablen alternieren lassen, unwichtig.

Enthélt aber eine Formel aufier gebundenen auch freie Variablen, dann wird deren
Belegung nicht variiert, da sie von keinem Quantor gebunden sind. Damit solch eine
Formel mit freien Variablen interpretiert werden kann, mu8 auch diesen von der
Funktion g ein Wert zugewiesen werden. Dieser Wert ist dann aber abhangig von der
Willkiir, mit der g anfinglich definiert wurde. Wenn eine Formel keine freien Varia-
blen enthilt, dann ist die Interpretation unabhéngig von der Anfangsbelegung g. Dieses
Resultat halten wir in dem folgenden Satz fest.

(43) Wenn ¢ eine %‘?antiﬁzierte Formel ist, die keine freien Variablen enthélt, dann
ist [ = [@]".

Wir sind im folgenden stets an Formeln interessiert, die keine freien Variablen enthal-
ten. Dennoch benétigen wit die Abhingigkeit von g, da wir Formeln von unten nach
oben - gemah ihrer syntaktischen Struktur - interpretieren. Dabei tritt bei quantifizier-
ten Formeln natiirlich stets der Fall auf, daB bestimmte Teile Variablen enthalten, die
noch nicht gebunden sind, sondern erst durch spétere syntaktische Prozesse gebunden
werden. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir die Formel in (44)(i) mit der
zugehdrigen Struktur in (44)(ii).
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(44) (i) Vx[schlafen'(x)]
(i) wx(schlafen’(x)) Regel (3)

schlafen’(x) Regel (1)

Vx  schlafen” x

Damit wir den Wahrheitswert kompositionell aus den einzelnen Bestandteilen und der
syntaktischen Struktur berechnen kdnnen, miissen wir den Baum von unten nach oben
evaluieren. Dazu betrachten wir zunéchst die Ausdriicke schlafen’ und x. schlafen’ ist
ein einstelliges Priadikat, und x ist eine Individuenvariable. Nach der syntaktischen
Regel (1) bilden diese beiden Ausdriicke die Formel schlafen’(x). Diese Formel miissen
wir nun berechnen, bemerken aber, daB die Variable x, obwohl in dem Gesamtaus-
druck gebunden, bei der Interpretation des Teilausdrucks schlafen’(x) zunéchst frei ist.
Wir konnten nun eine anfingliche Variablenbelegung g definieren und die Teilformel
bzgl. eines Modells ausrechnen, um sodann den Wahrheitswert der gesamten Formel
zu bestimmen. Bevor wir dies allerdings durchfiihren, miissen wir die semantischen
Regeln fiir die Interpretation quantifizierter Formeln noch so definieren, daB sie die
Variablenbelegungen mitberiicksichtigt.

5.4.4.5. Die semantischen Regeln der Pridikatenlogik

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten bereits alle relevanten Mechanismen
kennengelernt, um die Formeln, die mittels der syntaktischen Regeln (1) bis (4)
gebildet werden, bzgl. eines Modells M zu interpretieren. In diesem Abschnitt wollen
wir die neuen Mechanismen mit den bereits bekannten zusammenfassen. Jede Interpre-
tation geschieht relativ zu einem Modell M = <D,F>. D ist die Diskursdoméne und F
die Denotatsfunktion, die jeder nicht-logischen Konstanten ein Denotat zuweist.
DemgemaB werden Individuen-Konstanten und Pridikate mittels F interpretiert.

(45) (i) Wenn « eine Individuen-Konstante oder ein n-stelliges Priidikat ist, dann ist:
[aI*® = F(a).
(ii) Wenn x eine Variable ist, dann ist: IxM® = g(x)

Damit ist das Denotat der nicht-logischen Konstanten und der Variablen festgelegt. Die
semantischen Regeln (1') - (4) formulieren wir in Abhéngigkeit von der Variablenbele-
gung g und ihren Alternanten g'. Wir fassen die Regeln in (46) zusammen.

(46) Reformulierung der semantischen Regeln:
(1") Wenn P ein n-stelliges Pradikat und t,,t,,...,t, Terme sind, dann ist:
[P(t, ..t = 1, gdw. <[, "2, 18, It 12> € [PIM®.
(2" Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, so werden die Formeln
PN, OV, Q- Y, -
gemiB der Wahrheitswert-Tabellen der Aussagenlogik interpretiert.



5.5. Beispiele fiir die Interpretation in einem Modell 87

(3”) Wenn @ eine Formel und x eine Variable ist, dann ist [[Vx(p]]M’8 =1, gdw.
fiir alle Variablenbelegungen g, die genauso definiert sind wie g, aber an
der Stelle x alternieren diirfen, gilt: [@I"* = 1.

(4") Wenn @ eine Formel und x eine Variable ist, dann ist [3x@™® = 1, gdw.
fiir mindestens eine Variablenbelegung g’, die genauso definiert ist wie g,
aber an der Stelle x alternieren darf, gilt: [ = 1.

Der Hauptunterschied bei der Reformulierung der semantischen Regeln (3') bzw. (4')
liegt darin, daB wir anstelle der Uberpriifung der Formel ¢ fiir alle Individuen bzw.
(mindestens) ein Individuum in M die Alternanten g’ der Funktion g verwenden. Die
Regel (3") besagt, daB eine allquantifizierte Formel genau dann wahr ist, wenn sie fiir
alle Alternanten g’ von g wahr ist. Da die Alternanten von g aber alle Individuen fiir
x einsetzen, ist dies gleichbedeutend mit der Definition (3'). Lediglich das Verfahren
der Uberpriifung hat sich gedndert, wihrend inhaltlich natiirlich alles beim Alten
bleibt. Der gleiche Unterschied besteht zwischen (4”) und (4'). (4') wurde so formuliert,
daB die Bedingung ¢ fiir mindestens ein Individuum in D erfiillt sein muB, wéhrend
die Bedingung (4”) besagt, daB die Bedingung ¢ fiir mindestens ein g’ zu gelten hat.

5% Beispiele fiir die Interpretation in einem Modell

Wir legen zuerst die Struktur eines einfachen und iiberschaubaren Modells M = <D,F>
fest. Dazu bendtigen wir einen Individuenbereich D und die Denotatsfunktion F. Unser
Individuenbereich soll festgelegt sein wie in (47).

(47) D = { Peter, Maria, Otto, Clara }

Wir iibersetzen das deutsche Verb schlafen in das einstellige Pradikat schlafen’ und das
Verb lieben in das zweistellige Pridikat lieben'. Die deutschen Nomina Mann und
Frau korrespondieren jeweils den einstelligen Pradikaten Mann' und Frau' und deno-
tieren jeweils die Menge der Ménner und die Menge der Frauen. Wir kdnnten natiirlich
noch beliebig viele andere Pradikate {ibersetzen, aber das wiirde die Modellstruktur nur
unnétig komplizieren. Die Denotatsfunktion F soll definiert sein wie in (48).

(48) F(Peter) = [Peter]"®
F(Maria’) = [MariaT"®
FOto) = [OtoT"
F(Clara) = [ClaraT"®
F(Mann) = [MannT™® = {[PeterT"£ [Otto' T}
F(Frau’) = [Frau]"® = {IMaria T4 [ClaraT"#}
F(schlafen’) = [schlafen’]™® = {[Peter'W’g,ﬂMmia'W’g,
[Otto'T"8 [ClaraT*#}
F(lieben) = [liebenT'® = {(<[PeterT*¢ [Otto'T"#> <[Maria’T*® [Otto T>,

<[OttoT*® [Maria'T*®> <[PeterT"* [ClaraT**>,
[MariaT"® [PeterT**>}
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Damit haben wir fiir alle Individuen-Konstanten und die Pridikate die Denotate
bestimmt, so daB unser Modell vollstindig definiert ist. Die Modellstruktur ist in (49)
graphisch veranschaulicht.

49)
D’ [Frau’]M'g m
Peter \ (Clara
Otto |\Maria [schlafen’]™®
| Mg
ManT™ ieben s
<Peter,Otto> = Clara,Clara> DxD
<Otto, Maria> <Claral’MaHa><Clara,Otto>
Peter.Cl <Maria,Otto>) <Maria,Clara>
<Peter,Clara> <Otto,Otto>
<Maria,Peter> <Otto,Pete.r>
<Peter,Maria> <Clara,Peter>
<Peter,Peter>  <Otto,Clara> <Maria,Maria>

Wir verwenden drei Variablen x, y und z und legen die anféngliche Variablenbelegung
g willkiirlich wie in (50) fest.

(50) x — Peter

y — Maria
z — Otto

g

Es spielt dabei keine Rolle, ob die Anzahl der Variablen mit der Anzahl der Inidividuen
in D iibereinstimmt, da nur jede Variable mit einem Individuum belegt werden mus.

Wir ibersetzen zundchst den Satz (51)(i) in die L,-Formel (51)(ii) mit der
Struktur (51)(iii).

(51) (i) (Mindestens) eine(r) schlift.
(i) 3x[schlafen’(x)]

(i) Ix[schlafen’(x)] Regel (4)

schlafen’(x) Regel (1)
3x  schlafen” x

Wir beginnen mit der Berechnung des Ausdrucks schlafen'(x), der mittels der syntak-
tischen Regel (1) gebildet wurde. Da das Denotat der Variablen x durch die Funktion
g bestimmt wird, und g(x) = [Peter ™ ist, miissen wir die Formel I[schlafen’(Petel’)]TM"Z
berechnen. Dazu sagt uns die semantische Regel (1”), daB diese Formel genau.dann
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wahr ist, wenn [PeterT*® € [schlafenT*®. Dies ist in unserem Modell der Fall. Damit
gilt fiir den untersten verzweigenden Knoten relativ zu M und g:

(52) [schlafen'()I™ = 1

Wir koénnen nun zum ndchst hoheren Knoten weitergehen. Gemi$ der semantischen
Regel (4”) ist die Formel Jx/schlafen'(x)] genau dann wahr, wenn es (mindestens) eine
Variablenbelegung g’ gibt, so daB gilt:

(53) [schlafen’x)I™® = 1

Wir miissen daher die moglichen g-Alternanten fiir die Variable x betrachten, die in
(54) angegeben sind.

(54

x — Peter . x — Maria

g = g)l:eter : |y — Maria g)l:/[ana : |y — Maria
z — Otto z — Otto

x — Otto x — Clara

g)C()tto : |y — Maria g)((llara : |y — Maria
z — Otto z — Otto

Da die Formel bereits bei der Ausgangsbelegung g wabhr ist, kénnen wir feststellen,
daB es (mindestens) ein g’ gibt, so daB gilt:

(55) [schlafen’(x)I"™® = [schlafen’(Peter)I™* = 1.

Damit ist die Gesamtformel (51)(ii) wahr.
Betrachten wir nun die allquantifizierte Formel (56)(ii), die den Satz (56)(i)
ibersetzt und die Struktur (56)(iii) aufweist.

(56) (i) Alle schlafen. C gh\{ *
(ii) Vx[schlafen'(x)] ? (C?)S
@ Vx[schlafen’(x)] Regel (3)

schlafen’(x) Regel (1)
Vvx  schlafen’ x

Wie im Modell M in (49) leicht zu sehen ist, ist diese Formel natiirlich wahr, denn
alle Individuen sind Elemente im Denotat von schlafen’. Wir wollen zeigen, daB unsere
semantischen Regeln dieses Resultat auch richtig zu berechnen erlauben.

Zunéchst evaluieren wir wieder die Formel schlafen’(x). Dies geschieht wie im
vorherigen Beispiel, so daB} schlafen’(x) unter der Variablenbelegung g wahr ist. Um
nun den semantischen Wert des obersten Knotens zu berechnen, wenden wir die
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semantische Regel (3") an. Diese besagt, daB die Formel Vx[schlafen'(x)] genau dann
wahr ist, wenn fiir jede Variablenbelegung g', die genauso definiert ist wie g, aber an
der Stelle x alternieren darf, die Formel [[schlafen’(x)]]M’g wahr ist. Wir miissen also alle
x-Alternanten g’ von g betrachten.

(67

x — Peter . x — Maria

g= gzeter 1 |y — Maria g)l:darla ¢ |y = Maria
z — Otto z — Otto

x — Otto x — Clara

gXOtto : |y = Maria g)((llara : |y — Maria
z — Otto z — Otto

Um zu priifen, ob die Formel fiir unsere Ausgangsbelegung g wahr ist, ermitteln wir,
ob die Formel |[sch1afen’(x)]]M‘g = ﬂschlafen’(Peter’)]]M’g' wahr ist. Dies ist der Fall, da
gilt, daB [Peter'** € [schlafenT"*. Wir priifen das zweite g'. In diesem Fall wird die
Variable x mit dem Individluum Maria belegt, und also fragen wir, ob [Ma-
ria T € [schlafenT*®. Auch dies ist der Fall. Und da auch [ClaraT"® € [schlafen']™"®
und [OttoT"® € |[schlafen’]]M’g', haben wir gezeigt, daB (58) gilt.

(58) [schlafen'(x)I"* = 1, fiir alle g'.

Nach der semantischen Regel (4”) ist die Gesamtformel (56)(ii) wahr.

Nachdem wir die Prinzipien der Interpretation an einem einfachen Fall geiibt
haben, wollen wir jetzt ein komplizierteres Beispiel betrachten. Der Satz in (59) hat
zwei verschiedene Lesarten.

(59) Jeder Mann liebt eine Frau.

In der einen Lesart bedeutet der Satz, daB es zu jedem Mann eine Frau gibt, die er
liebt. In der anderen (Marilyn Monroe-) Lesart bedeutet er, da es eine ganz bestimmte
Frau gibt, die jeder Mann liebt. In dem Satz treten zwei quantifizierende Ausdriicke
auf, ndmlich jeder Mann und eine Frau. Diese Bedeutungsunterschiede in den beiden
Lesarten werden nun darauf zuriickgefiihrt, daB in der ersten Lesart der Existenzquan-
tor im Skopus des Allquantors liegt, in der zweiten Lesart aber genau umgekehrt der
Allquantor im Skopus des Existenzquantors. Die erste Lesart wird iibersetzt in (60)(ii),
mit der formalen Paraphrase (60)(iii), der natiirlich-sprachlichen Paraphrase (60)(i) und
der semantischen Struktur (60)(iv). Die zweite Lesart findet ihre Ubersetzung in
(61)(ii), mit der formalen Paraphrase (61)(iii), der natiirlich-sprachlichen Paraphrase in
(61)(1) und der semantischen Struktur in (61)(iv).

(60) (i) Zu jedem Mann gibt es (irgend-) eine Frau, die er liebt.
(ii) vx[Mann'(x) ~ Jy[Frau'(y) A lieben'(x,y)]]
(iii) Fiir alle x gilt: Wenn x ein Mann ist, dann gibt es (irgend-) ein y, so daB gilt:
y ist eine Frau, und x liebt y.
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@iv)
(7) ¥x[Mann’(x) — Jy[Frau’(y) A lieben’(x,y)]]

(6) Mann’(x) — 3y[Frau’(y) A lieben’(x,y)]

(4) 3y[Frau’(y) A lieben’(x,y)]

(3) Frauw'(y) A lieben’(x,y)

(5) Mann’(x) (2) Frauw'(y) (1) lieben’(x,y)

vx [ Mann’ x - Jy [ Frawy A lieben” x y]]

(61) (i) Es gibt eine Frau, die jeder Mann liebt.
(ii)) Jy[Frau'(y) N\ Vx[Mann'(x) — lieben'(x,y)]]
(iii) Es gibt ein y, fiir das gilt: y ist eine Frau und fiir alle x gilt: Wenn x ein
Mann ist, dann liebt x y.
@v)
(7) Jy[Frau’(y) A vx[Mann’(x) — lieben’(x,y)]]

(6) Frau’(y) A vx[Mann’(x) — lieben’(x,y)]

(4) vx[Mann’(x) — lieben’(x,y)]

(3) Mann’(x) — lieben’(x,y)

(5) Frau'(y) (2) Mann’(x) (1) lieben’(x,y)

Fy [ Frau’ y A ¥ [ Mannx — lieben’ x y]]

Wie man an den Sétzen in (60)(i) und (61)(i) sieht, haben die beiden Formeln ganz
unterschiedliche Interpretationen. Und wie wir uns an dem Modell in (49) leicht klar
machen kénnen, ist die erste Formel relativ zu M wahr, da Peter Clara liebt und Otto
Maria. Zu jedem Mann in M gibt es also (irgend-) eine Frau, die dieser Mann liebt. Der
Satz (61)(i), der in die Formel (61)(ii) iibersetzt wird, ist in M hingegen falsch, da weder
Maria noch Clara von allen Ménnern geliebt wird. Wir wollen jetzt wieder zeigen, daB
die Interpretationsregeln (1) bis (4”) genau diese Ergebnisse liefern.
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Wir beginnen mit der Formel (60)(ii). In der Struktur (60)(iv) ist an jeder Ver-
zweigung eine Zahl notiert, die der Reihenfolge der Regelanwendung entspricht, um
die komplexe Formel abzuleiten. In dieser Reihenfolge werden wir jetzt die seman-
tischen Werte der (Teil-) Formeln (1) bis (7) berechnen. Dabei 16sen wir uns voll-
sténdig von unseren intuitiven Bewertungen und verwenden nur die semantischen
Regeln (1”) bis (4”).

Wir beginnen beim Knoten (1). Unter der Variablenbelegung g gilt: x = Peter’
und y = Maria’. Nach Regel (1”) gilt:

(62) [lieben'(Peter, Maria)["® = 1, gdw. <[PeterT"*[Marial"*> € [lieben'T"®.

Da dies in M nicht der Fall ist, ist der semantische Wert am Knoten (1) gleich 0.
Wir berechnen den Knoten (2). Unter g ist y = Maria’, und nach Regel (1") gilt:

(63) [Frau'(Maria)I"® = 1 gdw. [MariaT*® € [FrauT*®.

Dies ist der Fall, so daB8 der Knoten (2) den semantischen Wert 1 hat.

Am Knoten (3) werden die Knoten (2) und (1) iiber die Konjunktion verbunden.
Knoten (1) hat den Wert 0 und Knoten (2) den Wert 1. Nach Regel (2”) sagt uns die
Wahrheitswert-Tabelle fiir die Konjunktion, daB der Knoten (3) den Wert O hat. Der
Knoten (4) ist durch Anwendung von Regel (4) gebildet. Die semantische Regel (4”)
besagt:

(64) |IEIy(p(y)]]M“'3 = 1 (wir setzen @(y) := Frau'(y) A lieben'(x,y)), gdw. fiir ein g’ gilt:
[pI™ =

Wir betrachten also die y-Alternanten g’ von g:

(65)

. x — Peter | x — Peter|
g = gMana : |y = Maria gOttO y — Otto
y y
z = Otto | z — Otto |
x — Peter | x — Peter
gClara : |y = Clara gPeter : |y — Peter
y z — Otto y z — Otto |

Weder g = g¥faris noch g erfiillen die Bedingung, da weder <[Peter]"*, [Marial™*>
noch <[[Peter]f‘4 [[Otto]]M” ®> ¢ [lieben'T". Aber die Belegung g’ = glla erfillt sie, denn
es gelten sowohl (66)(i) als auch (66)(ii).

(66) (i) [ClaraT"* € [FrauT"* ‘
(i) <[PeterT"®, [ClaraT"*> € [liebenT**

Der Knoten (4) hat also den semantischen Wert 1.
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Der Knoten (5) ist sehr einfach zu berechnen. Er ist nach der syntaktischen Regel (1)
gebildet, und hat nach der semantischen Regel (1) unter g den Wert wahr, wenn
[PeterT** € [Mann'T"®. Dies ist der Fall, und somit hat der Knoten (5) den Wert 1.

Der Knoten (6) ist die konditionale Verbindung des Knotens (5) mit dem Knoten
(4). Da beide den Wert 1 haben, hat auch das Konditional und damit der Knoten (6)
den Wert 1, so daB wir jetzt zu der vollstéindigen Formel iibergehen kdnnen.

Bevor wir den Knoten (7) berechnen, machen wir uns klar, wie wir im einzelnen
vorgehen. Die Gesamtformel besagt, daB fiir jedes Individuum x gilt: Wenn x ein
Mann ist, dann gibt es eine Frau vy, fiir die gilt, daB x y liebt. Um die Wahrheit dieser
Formel aufzuzeigen, miissen wir von Individuum zu Individuum gehen und jeweils
priifen, ob wir es mit einem Mann zu tun haben, und wenn ja, ob es zu diesem Mann
eine Frau gibt, die er liebt. D.h. wir miissen nicht nur alle Individuen daraufhin befra-
gen, ob sie jeweils mannlich sind, sondern dariiber hinaus gilt es, fiir jeden so ermit-
telten Mann (im schlechtesten Fall) alle iibrigen Individuen daraufhin zu untersuchen,
ob sie erstens von dem besagten Mann geliebt werden und ob sie zweitens weiblich
sind. Wir miissen also zu jedem Individuum alle anderen Individuum hinsichtlich der
relevanten Eigenschaften iiberpriifen.

Damit beginnen wir jetzt. Nach Regel (3) gilt:

67 [[‘v’x(p(x)]]Mg 1 (wir setzen @(x) := [Mann’ (x) - y[Frau'(y) A lieben'(x,y)1]),
gdw. fiir alle x-Alternanten g’ gilt: [p(x)["® =

Wir betrachten die x-Alternanten in (68).

68) 1’ 2

'x — Peter | x — Otto
g=g Eeter: y — Maria ggtto : |y — Maria
lz = Otto | z — Otto
3[ N 4I .
x — Clara . x — Maria
gglara : |y — Maria gxM ara . y — Maria
iz — Otto z — Otto

Priifen wir zunéichst (68)1’. Damit die Formel [@(x)["** = 1 fiir g’ = gPeer wahr ist, muB
nach Regel (2”) fiir die Wahrheitwert-Tabelle des Konditionals gelten, da$§ entweder

69) () Mann'GOI™ = 1 und [Sy[Frau'(y) A lieben'(x,y)II"™* = 1 oder
(i) Mann'()I™ = 0 und [3y[Frau’(y) A lieben'Gx,y))l"™* = 1 oder
(iii) Mann'G)I™® = 0 und [3y[Frau'(y) A lieben'(x,y)]I"*® = 0.

Beginnen wir mit dem Vordersatz von (69)(i). Dieser ist fiir g'(x) = Peter’ wahr. Wann
wird der Nachsatz wahr? Nach Regel (4") gilt:

Pete
(70) [3y[Frau'(y) A lieben'(x,y)] ]]M(g L 1, gdw. fiir irgendeine y-Alternante

( Peter)
von gPem gilt: [[Frau'(y) A lieben’ (X,Y)]]M =L
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Wir versuchen also ein solches g’ unter den folgenden zu finden.

ay v 2

Peter x — Peter aria x — Peter
g)l:eterly : |y — Peter g)l:eter[’ : |y = Maria
z — Otto z — Otto
¥ Peter P x — Peter 4 Peter €% x — Peter
[gx L : |y = Otto [gx } : |y — Clara
z — Otto y z — Otto

Wenn wir nun ganz strikt vorgehen wiirden, miiiten wir ein g’ nach dem anderen
untersuchen. Wir wollen den Prozef aber etwas abkiirzen, indem wir uns direkt (71)4’
zuwenden. Offenbar haben wir hier ein g’ unter dem die Formel wahr ist, denn es gilt:

Peter, Petery
(72) [Clara' T ) e [Frau'T & “),

d.h. das erste Konjunkt hat den Wert 1. AuBierdem gilt:

" Peter; Peter, Peter
(73) Ipeter & r),[[Clara']]M(gx ”)> € Mieben' T “),

so daB auch das zweite Konjunkt den Wert 1 hat. Nach der semantischen Regel (2")
und der Wahrheitswert-Tabelle fiir die Konjunktion ergibt sich:

Peter,
(74) [Frau'(y) A lieben'xy) & 0 = 1.

Damit gilt fiir die Belegung (68)1’, daB der Fall (69)(i) zu dem Wert 1 fiihrt. Das ist
unser Gliick, denn hitten wir den Wahrheitswert 0 evaluiert, hitten wir auch (69)(ii)
und gegebenfalls auch noch (69)(iii) priifen miissen. Wenn dann fiir keinen dieser Fille
die erste Belegung (68)1' wahr geworden wire, hétten wir aufhéren kénnen, da mit
dem negativen Ergebnis der Skopus der allquantifizierten Formel nicht fiir alle Bele-
gungen g’ den semantischen Wert 1 hat.

Wir miissen jetzt die gleichen Uberlegungen fiir die Belegung (68)2’ anstellen, die
in (75) wiederholt ist.

(75)

x — Otto
g?w: y — Maria
z — Otto

Ist der semantische Wert der Formel [Mann’(x) ~ Jy[Frau'(y) A lieben’(x,y)]] auch fiir
diese Belegungen gleich 1? Wieder miissen wir die Fille in (69) unterscheiden. Wir
beginnen mit (69)(i). Der Vordersatz des Konditionals wird nach Regel (1”) fiir
g(x) = Otto’ wahr, weil [OttoT"* € [Mann'T"®. Wird fiir die Belegung in (75) auch der
Nachsatz Jy[Frau'(y) A lieben’(x,y)] wahr? Wenn dies der Fall ist, so kénnen wir
direkt zu (68)3' libergehen. Nach Regel (4”) gilt:
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(76) [By[Frau'(y) A lieben'(x,y)]]]M’g' = 1, gdw. fiir eine y-Alternante von gt gilt:
(g,({)ttcj»
[[Frau'(y) A Lieben'ey)] I"& 7 = 1.

Die y-Alternanten von g9t sind die in (77).

’

an r

Peter x — Otto Maria x — Otto
[ggtto] ¢ |y — Peter [g)({)tto} : |y — Maria
y z — Otto y z — Otto
¥ OtolP® X Otto I OtoCa® X = Otto
[gx } : |y — Otto [gx L : |y — Clara
y z — Otto z — Otto
Oncﬁ»

Wir beginnen mit (77)1". Insofern [gJte) etr(y) = [[Petf;zr']]M(gx , ist das erste Konjunkt
falsch, so daB die gesamte Konjunktion falsch ist. Wir probieren es mit (77)2". Da
sowohl (78)(i) als auch (78)(ii) gelten, ist das erste Konjunkt wahr.

Otta;

(78) () [g2el¥oicy) = [Maria T )
Ottay Otta’
(i) Maria " ) ¢ [Fraw &

Und weil nicht nur (79)(i), sondern auch (79)(ii) gelten, ist auch das zweite Konjunkt
wahr.

Otta’

(79) @) [ Twiacx) = [Otto THEx
Otto; Otta; Ottar
i) <oto TS ) Maria & > € Dieben T"&

Damit ist aber auch die iibergeordnete Konjunktion wahr, und wir haben eine y-Alter-
nante gefunden, die den Skopus der existenzquantifizierten Formel wahr macht. Zu
dem wahren Vordersatz des Konditionals haben wir also auch einen wahren Nachsatz
gefunden, so daB das Konditional in (69)(i) den semantischen Wert 1 hat. Insgesamt
wird derart der Skopus der allquantifizierten Formel auch fiir (68)2' wahr, und wir
konnen zur Belegung (68)3', hier wiederholt als (80), weitergehen.

(80) a x — Clara
g4 a2 . |y — Maria
z — Otto

Erneut gilt es zu ermitteln, ob die Formel (81) fiir die Alternanten g’ wahr ist.

(81) [Mann'(x) ~ Jy[Frau'(y) A\ lieben’(x,y)]]
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Wiederum miissen wir die Fille in (69) fiir das Konditional unterscheiden. Da sowohl
(82)(i) als auch (82)(ii) gelten, ist der Vordersatz des Konditionals falsch.

Clara
(82) (i) gon(x) = [Clara'T
Clara

(i) [Clara'T"

Clara

¢ [Mann' T

Das Ergebnis erspart uns weitere Uberpriifung, denn da wir wissen, daB das Kondi-
tional bei falschem Vordersatz - unabhiangig vom Wahrheitswert des Nachsatzes - stets
wabhr ist, kann diese Formel nur wahr sein. Daraus ergibt sich, daB der Skopus des
Allquantors auch fiir die Belegung in (68)3' wahr ist.

Wir miissen nun noch die Belegung (68)4’ priifen, die hier als (83) wiederholt ist.

(83) . x — Maria
gMarla : |y = Maria
X z — Otto

Ein letztes Mal fragen wir, ob die bereits vertraute Formel - hier wiederholt als (84) -
wahr ist.

(84) [Mann'(x) - Jy[Frau'(y) A lieben'(x,y)]]

Wieder sind die Fille in (69) fiir das Konditional zu unterscheiden. Da sowohl (85)(i)
als auch (85)(ii) gelten, ist der Vordersatz des Konditionals falsch.

Maria

(85) (i) gMris(x) = [Maria'T ™
Maria Maria
Gi) Maria T ¢ [Mann' "=

Das Konditional wird ein zweites Mal unabhéngig vom semantischen Wert des Nach-
satzes wahr, so daB der ganze Konditionalausdruck den semantischen Wert 1 hat.
Damit haben wir auch fiir die letzte Belegung (68)4’ gezeigt, daB der Skopus des
Allquantors im Knoten (7) den semantischen Wert 1 ergibt.

Insofern fiir alle g’ in (68) der Skopus des Allquantors wahr ist, diirfen wir mit
Regel (3") auf die Wahrheit der Gesamtformel schlieBen. q.e.d.

5.6. Gesetze fiir quantifizierte Formeln

Wie wir bei der Interpretation in einem Modell gesehen haben, kann der Berechnungs-
aufwand fiir mehrfach quantifizierte Formeln sehr groB werden. Manchmal lassen sich
Formeln aber geschickt umformen, so daf etwa zwei Quantoren durch einen ausge-
driickt oder alle Quantoren an die linke Peripherie einer Formel verschoben werden
kénnen. Wenn wir iiberlegen, wie die Formel in (1)(i) berechnet wird, so fillt auf, daB
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fiir deren Konjunktion viermal die Diskursdomine durchlaufen werden muB, namlich
fiir alle vier Wahrheitswert-Verteilungen.

(1) (@) 3x[Mann'(x) A Vy[Frau'(y) - lieben'(x,y)]]
(ii) (Es gibt einen Mann, der alle Frauen liebt.)

Es 148t sich nun zeigen, daB (1)(i) in die dquivalente Formel in (2) umgeformt werden
kann.

(2) 3x[Vy[Mann'(x) A [Frau'(y) - lieben'(x,y)]1]

In dieser Variante muB zur Berechnung der Konjunktion die Diskursdomine nur
einmal durchlaufen werden, wobei der gesamte Konjunktionsausdruck in einem Schritt
berechnet wird. Bei groBen Diskursdoménen ist die damit verbundene Minimierung des
Berechnungsaufwands nicht unerheblich. Genauer gesagt, ergeben sich bei einer
Diskursdoméne mit 20 Individuen fiir die Formel in (2) im schlechtesten Fall (d.h.
wenn erst der letzte betrachtete Mann alle Frauen liebt) 20 x 20 Berechnungsschritte,
d.h. die Formel muB fiir 400 Belegungsfunktionen berechnet werden. Zur Berechnung
der Formel in (1)(i) sind hingegen 20 x 4 x 20 Schritte erforderlich, d.h. sie ist fiir
1600 Belegungsfunktionen zu berechnen, da fiir die Konjunktion die 4 Wahrheitswert-
Verteilungen fiir alle 20 Individuen gepriift werden miissen, und dies im schlechtesten
Fall 20 Mal. Diese rein formale Uberlegung zeigt, daB die Umformung einer Formel
deutliche Erleichterungen fiir ihre Berechnung mit sich bringen kann.

Wir betrachten daher im folgenden einige Aquivalenzen, die fiir mehrfach
quantifizierte Formeln gelten, insbesondere die Formeln in (3), die angeben, unter
welchen Bedingungen die Position von Quantoren verdndert werden darf.

3 O Yx[ex) A ¥Xx)]
i)  Ix[e(x) V yKx)]
i)  Vx[e)] V Vx[P(x)]
i)  Fx[e(x) A y(x)]

VX[@(x)] A VX[ (x)]
Ix[@(x)] V Ix[Y(x)]
x[e(x) V ¥ (x)]

Ix[@()] A Ix[Y(x)]

L3

Die Ausdriicke in (3)(i) und (3)(ii) sind Aquivalenzen, die in (3)(iii) und (3)(iv)
hingegen nur Konsequenzen. Wie wir soeben gesehen haben, erfordert die rechte Seite
der Aquivalenz in (3)(i), daB alle mdglichen Belegungsfunktionen zweimal berechnet
werden miissen. Nutzt man hingegen die Aquivalenz aus und arbeitet statt dessen mit
der linken Seite von (3)(i), so ist der Wahrheitswert der Konjunktion fiir alle Bele-
gungsfunktionen nur einmal zu bestimmen.

Die Sitze in (4) sind nach der Bedingung (3)(ii) d4quivalent.

(4) (i) Es gibt (mindestens) ein Individuum, das iBt oder trinkt.
(ii) Es gibt (mindestens) ein Individuum, das it oder es gibt (mindestens) ein
Individuum, das trinkt.

Um die Bedeutungsidentitdt nachzuweisen, miissen wir erstens zeigen: Wenn (4)(i)
wabhr ist, dann ist auch (4)(ii) wahr. Damit (4)(i) wahr ist, muB es in D ein Individuum
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geben, das ifit oder trinkt. Wenn es dieses Individuum gibt, dann ist es natiirlich auch
der Fall, daB es ein Individuum gibt, das iBt, oder daB es ein Indivduum gibt, das
trinkt. Zweitens miissen wir zeigen: Wenn (4)(i) falsch ist, dann ist auch (4)(ii) falsch.
(4)(i) ist falsch, wenn es in D kein Individuum gibt, das iBt oder trinkt (etwa weil alle
Individuen gerade satt sind). In dieser Situation gibt es aber auch kein Individuum, das
iBt, und genauso wenig eines, das trinkt. Wir sehen, daB die Umformung also sowohl
die Wahrheit als auch die Falschheit der Aussage erhilt und (3)(ii) folglich eine
Aquivalenz ist.

Bei der Ersetzung von Teilformeln, die nur Konsequenzen dieser Teilformeln
sind, bleibt zwar die Wahrheit, nicht aber die Falschheit der Gesamtformel erhalten.
Wir machen uns dies anhand der Formel (3)(iii) klar und betrachten dazu die beiden
Aussagen in (5).

(5) (i) Alle essen oder alle trinken.
(ii) Alle essen oder trinken.

Um nachzuweisen, daB (5)(ii) eine Konsequenz von (5)(i) ist, miissen wir zeigen:
Wenn (5)(i) wahr ist, dann ist auch (5)(ii) wahr. (5)(i) ist wahr, wenn jedes Indivi-
duum aus M iBt, oder wenn jedes Individuum aus M trinkt. Ist dies der Fall, so gilt
natiirlich auch, daB jedes Individuum iBt oder trinkt. Um zu zeigen, daB (5)(i) und
(5)(ii) nicht dquivalent sind, haben wir zwei Moglichkeiten.

(6) Wir konnen zeigen:
(i) Wenn (5)(i) falsch ist, dann ist (5)(ii) wahr.
(ii) Wenn (5)(ii) wahr ist, dann ist (5)(i) falsch.

Zu Illustrationszwecken wollen wir beide Alternativen betrachten.

Um nach der Methode (6)(i) zu verfahren, nehmen wir an, daf8 (5)(i) falsch ist.
Dann gibt es (mindestens) ein Individuum, das nicht ifit, und es gibt (mindestens) ein
Individuum, das nicht trinkt, denn die Disjunktion wird genau dann falsch, wenn beide
Teile falsch sind. Wenn es nun eine Situation gibt, in der (5)(ii) wahr ist, so sind die
beiden Sitze nicht dquivalent. Eine solche Situation ist aber gegeben, wenn das
Individuum, das nicht iBt (erster Teil der Disjunktion), trinkt und das Individuum, das
nicht trinkt (zweiter Teil der Disjunktion), iBt. Wir sehen, daB die Konsequenz einer
falschen Formel durchaus wahr sein kann. Dies liegt natiirlich gerade an der Definition
der Konsequenz, die das Konditional verwendet, die -wie wir wissen- bei falschem
Vordersatz stets wahre Aussagen liefert.

Uber die Methode (6)(ii) erfassen wir den Zusamenhang intuitiv noch schneller.
Wir nehmen an, daB jedes Individuum aus M ifit oder trinkt. Daraus folgt natiirlich
nicht, daB alle Individuen essen, oder daB alle Individuen trinken.

In den unter (3) formulierten Bedingungen variieren die Positionen der Quan-
toren, aber es treten keine unterschiedlichen Quantoren auf, die ihre jeweilige Reihen-
folge zueinander verédndern konnten. Solche Fille wollen wir jetzt betrachten. An den
Beispielsitzen in dem Abschnitt {iber die Interpretation in einem Modell haben wir
bereits gesehen, daBl bei der Verwendung unterschiedlicher Quantoren eine Variation
der Reihenfolge zu Bedeutungsunterschieden fithrt. In (7) sind die Bedingungen
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angegeben, unter denen die Reihenfolge der Quantoren vertauscht werden darf, ohne
daf§ die Bedeutung differiert.

M @) [vylexyll = Yy[vxleXx,y)l]
()  3x[Eylex,yll = Jy[Bx[exy]]
(i)  Ix[Vy[ex,Il = Vy[Ex[@x,y)]]

In (7)(i) und (7)(ii) treten gleiche Quantoren auf, deren Vertauschung zu dquivalenten
Ergebnissen fithrt. Werden wie in (7)(iii) aber verschiedene Quantoren verwendet, so
diirfen diese nicht einfach vertauscht werden. Es gilt aber die in (7)(iii) ausgedriickte
Konsequenz. Wenn es namlich ein Individuum x in M gibt, welches alle Individuen y
aus M liebt, so gilt natiirlich auch, daB zu jedem y aus M ein ® aus M existiert,
welches y liebt. In diesem Fall ist dieses Individuum stets das gleiche. Umgekehrt
folgt aus der Aussage, daB zu jedem y aus M ein x aus M existiert, so da} x y liebt,
nicht, daB ein x in M existiert, das alle y aus M liebt. Diese Sachlage ist graphisch in
(8) dargestellt.

®) /
v

Verschiedentlich ist es sinnvoll, daB alle Quantoren in einer Formel links vor dieser
Formel auftreten. Auch damit lassen sich die Berechnungen der semantischen Werte
vereinfachen, weil die Anzahl der Berechnungschritte reduziert werden kann.

@ O ¥~ vxlex)] = X[ - X))
(i) ¢ - EK[ex)] = IKX[¥ ~ eXx)]
(iii) Vx[ex)] ~ ¥ = Ix[eX) - ¢¥]
(v) Ix[eX)] - ¥ = Vx[okx) ~ ¥]

Die Regeln in (9) sind jedoch mit Vorsicht anzuwenden. Wenn ein Quantor die
Variable x bindet, so bindet er sie in seinem Skopus. Wenn ein Quantor bewegt wird,
d.h. wenn der Quantor vor die Formel geschrieben wird, so veréndert sich sein Skopus,
und es konnte dabei der Fall auftreten, daf eine zufillig gleichnamige Variable x, die
sich vor der Bewegung auBerhalb des Skopus befand, jetzt in den erweiterten Skopus
gerét, da dieser nach der Bewegung die gesamte Formel umfafit. Dann wird die
Variable x aber von dem bewegten Quantor gebunden, was entweder zu einer Mehr-
fach-Bindung fiihrt, oder -wenn es sich um eine freie Variable handelt- {iberhaupt zu
einer Bindung. Im ersten Fall entsteht ein unzulissiger Ausdruck, und im zweiten Fall
ergibt sich eine andere Interpretation. Bevor man also die Gesetze in (9) anwendet, ist
sicherzustellen, daB in dem Teil der Formel, der neu zum Skopus hinzukommt, die
Variable x nicht auftritt. In (9) ist daher stets darauf zu achten, daB die Variable x in
¥ nicht auftritt.
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Wir zeigen an einem Beispiel die Anwendung von Regel (9)(ii). Der Beispielsatz
(10)(1) kann ubersetzt werden wie (10)(ii), wobei dem ¢ in (9)(ii) der Ausdruck
Vx[B(x)] entspricht. Nun heifit die Variable, die im Skopus des Existenzquantors
auftritt, ebenfalls x. Sie wire also doppelt gebunden, wenn der Existenzquantor links
vor die Fomel geschrieben wird. Daher geben wir der Variablen x in dem Teil { den
Namen y, wie in (10)(iii). Diese MaBnahme stellt nur eine notationelle Variante der
Ausgangsformel dar, da die Variable x, die im Skopus des Allquantors gebunden ist,
ohnehin anders interpretiert wird als die Variable x, die im Skopus des Existenzquan-
tors liegt. Nach dieser Umbenennung kommt die Variable x in § nicht mehr vor, und
wir diirfen Regel (9)(ii) anwenden. Das Resultat ist (10)(iv).

(10) (i) Wenn alle betrunken sind, dann fingt einer Streit an.

(ii) vx[B(x)] - Ix[SKx)] hier setzen wir ¢ := Vx[B(x)]
>iii) Vy[B(y)] - Ix[S(x)] Variablen-Umbenennung in §
(iv) Ix[Vy[B(y)] - S(x)] Anwendung von Regel (9)(ii)

Wir haben also den Existenzquantor nach vorne bewegt, womit sein Skopus die
gesamte Formel umfafit. Der Skopus des Allquantors ist nach wie vor nur B(y). Wir
wollen aber erreichen, daB auch der Allquantor Skopus iiber die Gesamtformel hat.
Dazu betrachten wir den Teilausdruck /Vy/B(y)] - S(x)] von (10)(iv), also gerade den
Skopus des Existenzquantors, und bringen nach Regel (9)(iii) den Quantor an die linke
Peripherie dieser Formel. Dabei wird der Allquantor durch den Existenzquantor ersetzt.

11) () vy[B] - Sx) hier setzen wir ¢ := [S(x)]
(i) Fy[B(y) - Sx)] Anwendung von Regel (9)(iii)

Da (11)(1) nach Regel (9)(iii) mit (11)(ii) dquivalent ist, diirfen wir (11)(ii) fiir den
Skopus des Existenzquantors einsetzen. Dies liefert uns die Formel in (12)(i), bei der alle
Quantoren an der linken Peripherie auftreten und die paraphasiert wird wie in (12)(ii).

(12) () 3x[3y[B(y) ~ SX)I]
(ii) Es gibt ein x, und es gibt ein y: Wenn y betrunken ist, dann féngt x Streit an.

Um nachzuvollziehen, daB§ die Formeln in (12)(i) und (10)(ii), die in (13) nochmals
zusammengestellt werden, dquivalent sind, erinnern wir uns erneut, daB das Kondi-
tional stets wahr ist, wenn der Vordersatz falsch ist.

(13) () Vy[B(y)] ~ 3x[Sx)]
(i) 3x[3y[B(y) ~ Sx)I]

Wenn alle betrunken sind, und einer Streit anfingt, dann ist (13)(i) wahr. (13)(ii) ist
in diesem Falle ebenso wahr, da sowohl ein Betrunkener als auch ein Streitanfinger
existiert. Wenn in besagter Situation von allgemeiner Trunkenheit keiner Streit anfingt,
dann ist der Vordersatz des Konditionals in (13)(i) wahr, der Nachsatz falsch, und
damit ist der gesamte Konditional-Ausdruck falsch. Fiir (13)(ii) bedeutet dies, daB fiir
alle Individuen der Vordersatz des Konditionals wahr ist, der Nachsatz falsch, so daB
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auch (13)(ii) falsch ist. In einer Situation, in der nicht alle, sondern nur einige betrun-
ken sind, und keiner Streit anféangt, ist die Formel (13)(i) wiederum wahr, der Vorder-
satz des Konditionals ist falsch. Gleichfalls wird in dieser Situation (13)(ii) wahr, da
es zwei Individuen x und y gibt, fiir die das Konditional wahr ist. Allerdings muB das
Individuum x hier die Bedingung erfiillen, daB es nicht betrunken ist. Wenn keiner
betrunken ist, und einer Streit anfdngt, dann ist (13)(i) wahr, insofern der Vordersatz
des Konditionals falsch ist. Aber auch (13)(ii) ist in dieser Situation kollektiver
Enthaltsamkeit wahr, da es ein Individuum gibt, welches nicht betrunken ist, so da§
das Konditional wahr wird. Und wenn zu guter Letzt keiner betrunken ist, und keiner
Streit anfangt, auch dann wird (13)(i) wahr. Dann gibt es aber auch zwei Individuen
x und y, so daB das Konditional in (13)(ii) wahr ist, was fiir jedes nicht betrunkene
Individuum gilt. q.e.d.

Formeln, bei denen alle Quantoren an der linken Peripherie stehen, haben die sog.
Prenex Normal Form (PNF). Es 4Bt sich zeigen, daB jede Formel, die nach den
syntaktischen Regeln (1) - (4) der Prddikatenlogik gebildet ist, in PNF iibersetzt
werden kann.

Wir erértern nun noch einige Zusammenhénge zwischen Existenzquantor, All-
quantor und der Negation und zeigen, dal man den einen Quantor stets auch durch
Verwendung der Negation und des anderen Quantors ausdriicken kann. Dazu betrach-
ten wir die Formeln in (14).

(14) () 3x[~eX)]
(i) ~(vx[e()]

Die Fomel in (14)(i) besagt, daB es mindestens ein Individuum x gibt, fiir das ~¢(x)
wahr ist. Fiir dieses Individuum ist damit die Formel ¢(x) falsch, so daB sicherlich
nicht gilt, daB @(x) fiir alle Individuen wahr ist. Das bedeutet aber nichts anderes, als
daB die Formel Vx[@(x)] falsch bzw. die Formel ~(Vx[¢(x)]) wahr ist. Dieser Zusam-
menhang wird in (15)(i) ausgedriickt. Die Formel in (14)(ii) besagt, daB es nicht der
Fall ist, daB ¢(x) fiir alle Individuen wahr ist. Es gibt also mindestens ein Individuum,
fiir das @(x) falsch und also ~@(x) wahr wird, so daB die Formel 3x[¢(x)] nur wahr
sein kann. Dieser Zusammenhang ist in (15)(ii) ausgedriickt. Aus den Konsequenzen
in (15)(i) und (15)(ii) ergibt sich die Aquivalenz in (15)(iii).

15y @ F=x[~ex)] = (Vx[@((x)])
(i) Ix[~ex)] =  ~(vx[ex)])
(i) Ix[~e®)] =  ~(Vx[eX)])
Beachtet man nun noch das Gesetz der doppelten Negation in (16)
(16) ~(~p(x)) = @(x),
so lassen sich daraus die Aquivalenzen in (17) ableiten, die besagen, daB der All-

quantor vollstandig durch den Existenzquantor und die Negation spezifiziert werden
kann und umgekehrt.



102 5. Prddikatenlogik

a7n @ vxex)] = ~EGx[~e)])
(i) ~(Vx[e(x)]) =  Ix[ex)]
(i)  Vx[re(x)] = ~Ex[ex)D)

Die Aquivalenz in (17)(i) 148t sich wie folgt erldutern: Wenn fiir alle Individuen x in
M die Formel @(x) wahr ist, so ist es nicht der Fall, daB es ein Individuum x in M
gibt, fiir das ¢ nicht gilt. Ganz dhnlich kann man die Aquivalenz in (17)(ii) beschrei-
ben. Genau dann, wenn nicht fiir alle Individuen in M gilt, daB die Formel ¢(x) nicht
wabhr ist, gibt es (mindestens) ein Individuum x in D, fiir das die Formel ¢(x) wahr ist.
(17)(iii) sagt, daB genau dann, wenn fiir alle Individuen x in M nicht gilt, dal ¢(x)
wahr ist, es nicht der Fall ist, daB es ein Individuum gibt, fiir welches @(x) wahr ist.
Diese Beziige zwischen Existenz- und Allquantor und der Negation kénnen durch ein
sog. Dualitdtsdiagramm in (18) graphisch veranschaulicht werden.

(18) .
duale Negation
& v
innere
aullere duBere
Negation Negation
Negation
-V

duale Negation

Die Doppelpfeile sind als Aquivalenzen zu lesen, wobei jedoch bei den vertikalen
Pfeilen eine duBlere Negation, d.h. Negation iiber die gesamte quantifizierte Formel,
und bei den horizontalen Pfeilen eine duale, d.h. sowohl innere als auch #uBlere
Negation angewendet wird. In der dualen Variante wird die Gesamtformel (aufien) und
der Skopus des Quantors (innen) verneint. Die duale Negation der Formel 3x/fla-
chen’(x)] (Jemand lacht.) ergibt die Formel ~(3x/~(lachen’(x))]) (Es ist nicht der Fall,
daf} es jemanden gibt, der nicht lacht.). Die Verbindungsrichtungen, die durch die
gekreuzten Pfeile in der Mitte des Diagramms angezeigt werden, bezeichnen nur die
innere Negation.

Wir konnen das Beispiel lachen'(x) dazu verwenden, die Bedeutungen der ein-
zelnen Pfeile nachzuvollziehen. Beginnen wir mit dem Ubergang entlang des linken
vertikalen Pfeils, der uns - hier dargestellt in (19)(iii) - von der Formel (19)(i) zu der
Formel (19)(ii) fithrt und umgekehrt.

(19) (i) Ix[lachen’(x)]
(ii) - “(3x[lachen’(x)])

dufere Negation

(iii) 3x[lachen’(x)] - ~(~(3x[lachen’(x)])) = Ix[lachen’(x)]
?

auBere Negation
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Der Satz Jemand lacht ist unter dufierer Negation dquivalent zu dem Satz Keiner lacht,
denn wenn jemand lacht, ist es*nicht der Fall, daB keiner lacht.

Von der linken unteren Ecke des Diagramms gehen wir mittels dualer Negation
in die rechte untere Ecke, also von (20)(i) zu (20)(ii) wie in (20)(iii).

(20) (i) ~(3x[achen’'x)])
(ii) - -(Vx[lachen'(x)])
duale I‘Eegation
(iii) —(3x[lachen’(x)]) ? =(~(Vx[ (lachen’(x))])) = Vx[(lachen'(x))]

duale Negation

Der Satz Keiner lacht kann unter dualer Negation auf den Satz Nicht alle lachen
bezogen werden, denn wenn es nicht der Fall ist, daB nicht alle nicht lachen, dann ist
es nicht der Fall, daB einige lachen, und das heiBt, da$§ keiner lacht.

Wenn wir nun von der unteren zur oberen rechten Ecke gehen, so beziehen wir
die Formel (21)(i) mittels duBerer Negation auf die Formel in (21)(ii) wie in (21)(iii).

(21) (i) ~(vx[lachen'(x)])

(ii) - Vx[lachen'(x)]
duBere Itlegation
(iii)) ~(Vx[lachen'(x)]) ~ “(~(vx[lachen'(x)])) = Vx[lachen'(x)]
1
duBere Negation

Der Satz Nicht alle lachen wird durch ZuBere Negation auf den Satz Alle lachen
bezogen, denn wenn es nicht der Fall ist, daB nicht alle lachen, dann lachen alle.

Gehen wir von der rechten oberen Ecke mittels dualer Negation in die linke obere
Ecke, so finden wir die Beziehung in (22).

(22) (1) Vx[lachen'(x)]
(ii) - Ix[lachen’(x)]
U

duale Negation

(iii) Vx[lachen'(x)] - =(3x[ ~(lachen’(x))])

duale Negation

Wenn alle lachen, dann bedeutet dies, dal es niemanden gibt, der nicht lacht.
Die Wege entlang der inneren Pfeile ergeben die folgenden Resultate. Von oben
links nach unten rechts wenden wir innere Negation an wie in (23).

(23) (i) Ix[lachen'(x)]

(ii) - ~(Vx[lachen'(x)])
U
innere Negation
(iii) Ix[lachen’(x)] i (Vx[(lachen'(x))])

innere Negation
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Wenn jemand lacht, dann ist es nicht der Fall, daB alle nicht lachen. Der Weg von
oben rechts nach unten links fiihrt zu den Formeln in (24).

(24) (1) Vx[lachen'(x)]
(ii) - ~(3x[lachen’(x)])
t

innere Negation

(iii) Vx[lachen'(x)] N ~(3x[~(lachen’(x))])
t

innere Negation

Wenn alle lachen, dann gibt es keinen, der nicht lacht.

5.6.1. Tautologien, Kontradiktionen und Kontingenzen

Eine (komplexe) Formel der Aussagenlogik haben wir eine Tautologie, eine Kontra-
diktion bzw. eine Kontingenz genannt, genau dann, wenn die rechte Spalte der Wahr-
heitswert-Tabelle nur 1-en, nur O-en bzw. 1-en und O-en enthielt. Die wesentliche
Eigenschaft von Tautologien und Kontradiktionen bestand also darin, daB ihr Wahr-
heitswert - unabhéngig von den Wahrheitswerten der atomaren Aussagen - stets der
gleiche war.

Die semantischen Werte von Formeln der Pradikatenlogik haben wir relativ zu
einem Modell M berechnet. Kontingente Formeln sind modellabhingig wahr oder
falsch. Diejenigen Formeln, die in allen Modellen wahr sind, nennen wir Tautologien,
und diejenigen Formeln, die in allen Modellen falsch sind, nennen wir Kontradik-
tionen. Daraus ergibt sich die folgende Charakterisierung fiir die modelltheoretische
Interpretation prédikatenlogischer Formeln.

(25) (i) Eine Formel ist genau dann eine Tautologie, wenn sie in jedem Modell wahr
ist, d.h. wenn sie logisch wahr ist.
(ii) Eine Formel ist genau dann eine Kontradiktion, wenn sie in jedem Modell
falsch ist, d.h. wenn sie logisch falsch ist.
(iii) Eine Formel ist genau dann eine Kontingenz, wenn sie modellabhingig wahr
oder falsch ist.

Die pradikatenlogische Formel in (26)(i) ist eine Tautologie, da unabhiingig von der
Struktur des Modells stets gilt, da der Skopus des Allquantors wahr ist. Die Formel
in (26)(ii) ist hingegen eine Kontradiktion, da der Skopus des Existenzquantors in
jedem Modell fiir alle Individuen falsch ist.

(26) () Yx[ox) V "@X)] (Tautologie)
(i) Ix[ex) N "px)] (Kontradiktion)

Da der Skopus des Allquantors in (26)(i) bereits eine Tautologie ist, ist auch die
gesamte Formel eine Tautologie, denn wenn ¢ etwa das Pradikat schlafen’ ist, so
besagt der Skopus, da x schlaft oder, daB x nicht schlift. Diese Bedingung erfiillt
natiirlich jedes x, unabhéngig von der Struktur des Modells. (26)(ii) ist eine Kontra-
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diktion, da es in keinem Modell ein Individuum gibt, welches sowohl ¢ als auch
dessen Negation erfiillt.

5.6.2. Deduktionsverfahren

Wir wenden uns zum AbschluB der Behandlung der Pradikatenlogik nochmals der
Theorie des formalen Schliefiens zu, die wir bereits in der Aussagenlogik behandelt
haben. Da die Struktur der pradikatenlogischen Formeln anders ist als die der aus-
sagenlogischen Formeln, miissen wir uns klar machen, fiir welche pradikatenlogischen
Formeln die SchluBverfahren gelten und fiir welche Formeln sie nicht gelten. Dazu
betrachten wir die syntaktischen Regeln (1) bis (4) der Préadikatenlogik im einzelnen.
Die Regel (1) verbindet ein n-stelliges Pradikat mit n Termen und ergibt gerade eine
Formel, die einer atomaren Aussage der Aussagenlogik entspricht. Da -bis auf die
kompositionelle Struktur- kein Unterschied zwischen den beiden Arten von Aus-
driicken besteht, konnen wir fiir die nach Regel (1) gebildeten Formeln die gleichen
Deduktionsverfahren verwenden wie in der Ausagenlogik.

Die Ausdriicke, die mittels der syntaktischen Regel (2) gebildet werden, sind die
komplexen aussagenlogischen Formeln, und auch dafiir gibt es keine Probleme, denn
diese waren gerade der Gegenstand der Deduktionsverfahren in der Aussagenlogik.

Problematisch sind aber die quantifizierten Formeln, die nach den Regeln (3) und
(4) gebildet werden, denn die quantifizierten Ausdriicke, die mit diesen Regeln einge-
fliihrt werden, sind weder im Vokabular der Aussagenlogik enthalten noch sind sie
durch deren Syntax zu erzeugen. Wir miissen uns daher mit quantifizierten Ausdriicken
beschaftigen.

5.6.3. Deduktionsverfahren fiir quantifizierte Formeln

Um sicherzustellen, daB keine unerwiinschten Effekte fiir die in der Aussagenlogik
giiltigen Deduktionsprinzipien entstehen, wollen wir Prinzipien formulieren, die es
erlauben, die Quantoren vor den Formeln wegzulassen, um im Anschluf} daran die
Deduktionsprinzipien anzuwenden wie bisher. Nachdem eine Deduktion durchgefiihrt
wurde, setzen wir die Quantorenausdriicke wieder ein. Wir benétigen also sowohl fiir
den Existenzquantor als auch fiir den Allquantor jeweils ein Prinzip, um sie wegzu-
lassen, und je ein Prinzip, um sie wieder einzusetzen.

Wir beginnen mit der Frage, unter welchen Bedingungen die Quantorenprifixe Vx
und 3x weggelassen werden konnen. Dazu formulieren wir ein Prinzip fiir den All-
quantor, das wir Universelle Instantiierung (U.l) nennen sowie ein Prinzip fiir den
Existenzquantor, welches wir als Existentielle Instantiierung (E.I) bezeichnen. Um
Klarheit fiir die weitere Argumentation zu schaffen, wollen wir vermerken, da§ in den
quantifizierten Formeln Vx/@(x)] und 3x/@(x)] der Ausdruck ¢ fiir eine beliebig
komplexe Formel steht, in der die Variable x frei auftritt. Fiir Formeln, bei denen dies
nicht der Fall ist, gelten die Prinzipien nicht.

Wir zeigen zunichst, daB es zuldssig ist, aus der Wahrheit der allquantifizierten
Formel Vx[@(x)] auf die Wahrheit der Formel @(a) zu schlieBen, wobei a irgendein
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Individuum aus M ist. Die Formel Vx[@(x)] ist genau dann wahr, wenn sie fiir alle
Individuen x in der Diskursdomane M wahr ist. Da M (nach Voraussetzung) nicht leer
ist, gibt es also insbesondere (irgend-) ein Individuum x, fiir das ¢ (x) wahr ist. Dieser
SchluB von der Wahrheit einer allquantifizierten Formel auf die Wahrheit des Skopus
dieser Formel fiir mindestens ein Individuum ist die Universelle Instantiierung. Sie
kann wie in (27) dargestellt werden.

@7 Vx[@(x)]

© 9(@)
Das Argument in (28)(i) illustriert diesen Schluff, und in (28)(ii) sind die formalen
Schritte, die zu diesem Schluf} ausgefiihrt werden miissen, sequentiell dargestellt. Eine
solche Sequenz von Sitzen nennt man einen Beweis. Das Zeichen p stehe fiir die

Individuen-Konstante Peter’.

(28) (i) Alle Studenten sind intelligent. Prémisse 1

Peter ist ein Student. Pramisse 2
- Peter ist intelligent. Konklusion
@) 1 Vx[S(x) - 1(x)] Pramisse 1
2: S(p) Pramisse 2
3 S(p) - I(p) Universelle Instantiierung
4:  Ip) Modus Ponens: Zeile 3

Die ersten beiden Zeilen des Beweises in (28)(ii) sind die pradikatenlogischen Uberset-
zungen der Pramissen. Die Zeile 1 wird in Zeile 3 universell instantiiert, indem der
Quantor weggelassen und fiir die Variable x die Individuen-Konstante p eingesetzt
wird. Dieser Schritt ist nach dem Prinzip der Universellen Instantiierung giiltig, denn
fiir alle x gilt: Wenn x ein Student ist, dann ist x intelligent, und da Peter ein Student
ist, wie aus Pramisse 2 hervorgeht, so gilt dies insbesondere fiir p. Zeile 3 ist damit
eine einfache aussagenlogische Formel, ein Konditional, auf das der Modus Ponens
angewendet werden darf, so wie dies in Zeile 4 geschieht. Wir haben in diesem
Beweis von dem Prinzip der Universellen Instantiierung Gebrauch gemacht, bevor wir
den Modus Ponens angewendet haben.

Wenn die Aussage 3x[¢@(x)] wahr ist, dann heifit dies, daf} es mindestens ein
Individuum a gibt, fiir das die Formel @(a) wahr ist. Wir konnen also wiederum den
Quantor weglassen, und die Formel ¢ auf dasjenige Individuum anwenden, fiir das
Ix[@(x)] wahr sein muB. Dieses SchluBprinzip ist die Existentielle Instantiierung mit
der formalen Gestalt in (29).

(29) Ix[@(x)]

~ 9(a)
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In dem folgenden Argument schliefen wir von einer komplexen existenzquantifizierten
Formel auf die Existenz eines Individuums, fiir welches sowohl das erste als auch das
zweite Pradikat wahr ist.

30) () (Mindestens) ein Student trinkt Bier. Pramisse
. Es gibt ein Individuum, das ein Student ist. Konklusion
- Es gibt ein Individuum, das Bier trinkt. Konklusion
i) I: 3x[S(x) A B(x)] Pramisse
2:  S(a) A B(a) Existentielle Instantiierung: Zeile 1
3: S(a) Konjunktionsreduktion: Zeile 2
4:  B(a) Konjunktionsreduktion: Zeile 2

Zeile 1 in (30)(ii) libersetzt wieder die Pramisse. Wenn es also ein Individuum a gibt,
welches die Bedingung im Skopus des Existenzquantors erfiillt, so kénnen wir Zeile
1 existentiell mit dem Individuum a instantiieren und erhalten die Zeile 2. Mittels
Konjunktionsreduktion des zweiten Konjunkts in der zweiten Zeile erhalten wir die
Zeile 3, und wenn wir das erste Konjunkt in Zeile 2 reduzieren, erhalten wir die Zeile
4. Auch in diesem Beispiel muBiten wir zuerst die Existentielle Instantiierung anwen-
den, bevor wir die Konjunktionsreduktion durchfiihren konnten.

Da wir nicht nur von quantifizierten Formeln auf instantiierte Formeln schlieBen
wollen, sondern auch von quantifizierten Formeln auf quantifizierte Formeln, bendtigen
wir, wie oben angekiindigt, aufler den Instantiierungsprinzipien auch Generalisierungs-
prinzipien, mit denen wir die Quantorenprifixe wieder einsetzen koénnen. Um zu
zeigen, daB eine Formel fiir alle Individuen einer Diskursdomine wahr ist, geniigt es,
die Wahrheit dieser Formel fiir ein beliebiges Individuum dieser Doméne zu zeigen.
Wenn keine anderen Eigenschaften relevant sind, aufler daB dieses Individuum zu der
Doméne gehort, dann kann geschlossen werden, daB die Formel fiir alle Elemente
dieser Domine gilt. Wenn a eine Individuenkonstante fiir ein beliebiges Individuum
einer Doméne ist, so kann von @(a) auf Vx[@(x)] geschlossen werden. Dieser SchiuB
heifit Universelle Generalisierung und hat die Struktur in (31).

G e
Vx[@(x)]

In dem Beispiel (32)(i) mit dem Beweis in (32)(ii) schlieBen wir von zwei allquantifi-
zierten Pramissen auf eine allquantifizierte Konklusion. Dabei wird im Verlauf des
Beweises die Variable x mit dem Individuum a instantiiert. Nach dem Prinzip der
Universellen Instantiierung gilt die Bedingung ¢ fiir jedes x € D, also insbesondere fiir
ein bestimmtes a € D. Da a aber keine spezifischen anderen Eigenschaften hat, als zu M
zu gehdren, darf a auch wieder zur Universellen Generalisierung verwendet werden.
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32) () Alle Studenten sind intellektuell.
Alle Intellektuellen trinken Bier.

. Alle Studenten trinken Bier.

i) 1: Wx[S(x) - I(x)] Pramisse 1
2: Wx[I(x) - T(x,B)] Pramisse 2
3: S(a) -~ I(a) Universelle Instantiierung: Zeile 1
4: I(a) -~ T(a,B) Universelle Instantiierung: Zeile 2
5. S(a) - T(a,B) Hypothetischer Syllogismus: Zeilen 3 und 4
6: Vx[S(x) - T(x,B)] Universelle Generalisierung: Zeile 5

Wiederum iibersetzen die beiden ersten Zeilen von (32)(ii) die beiden Pramissen. Die
Zeilen 3 und 4 sind die Universellen Instantiierungen der Variablen x durch ein Indivi-
duum a. Da in den Zeilen 1 und 2 iiber alle Individuen aus M quantifiziert wird, gelten
die durch den Skopus der beiden Formeln ausgedriickten Bedingungen insbesondere
fiir irgendein Individuum a. Zeile 5 verwendet den Hypothetischen Syllogismus in
Verkniipfung der Zeilen 3 und 4. Diese beiden Zeilen enthalten einfache Aussagen, so
daB der Hypothetische Syllogismus hier angewendet werden darf. Wenn sowohl gilt,
daB p - q wahr ist, als auch, daB q ~ r wahr ist, dann ist auch p - r wahr. Da die
Variable a universell instantiiert wurde, darf sie jetzt auch wieder universell generali-
siert werden. Dies geschieht in Zeile 6. Wir haben in diesem Beweis zunéchst die
Universelle Instantiierung auf die beiden Pramissen angewendet, haben dann den
Hypothetischen Syllogismus mit den instantiierten Formeln durchgefiihrt und haben
schlieBlich die Variable a wieder universell generalisiert.

Wenn a ein beliebiges Indivduum einer bestimmten Doméne ist und wenn die
Formel ¢(a) wahr ist, dann 148t sich daraus auf die Existenz eines Individuums
schlieBen, das die Bedingung ¢(x) erfiillt. Dieser SchluB ist die Existentielle Generali-
sierung, deren Struktur in (33) dargestellt ist.

(33) o@

- X [e ()]
In dem Beispiel (34)(i) schliefen wir von einer gewohnlichen und einer allquantifizier-
ten Primisse auf eine existenzquantifizierte Konklusion. Dabei wird das Prinzip der

Existentiellen Generalisierung verwendet.

(34) (1) Anton ist ein Bettler.
Alle Bettler sind arm.

- Es gibt (mindestens) ein Individuum, das arm ist.
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(i) 1: B(a) Pramisse 1
2: Vx[B(x) - AX)] Pramisse 2
3: B(a) - A(a) Universelle Instantiierung: Zeile 2
4: A(a) Modus Ponens: Zeile 3
5: Ix[ARX)] Existentielle Generalisierung: Zeile 4

Die ersten beiden Zeilen von (34)(ii) iibersetzen die Pramissen. Zeile 3 ist die univer-
selle Instantiierung von Zeile 2. Damit ist Zeile 3 eine einfache aussagenlogische
Formel, auf die der Modus Ponens angewendet werden darf. Daraus ergibt sich die
Zeile 4. Da a durch universelle Instantiierung eingesetzt wurde, darf nun existentiell
generalisiert werden, und wir erhalten die Zeile 5.

Damit haben wir alle Prinzipien kennengelernt, die fiir die Verwendung von
quantifizierten Formeln in Deduktionsverfahren notwendig sind. Abschliefend ist
darauf hinzuweisen, daB nicht alle instantiierten Ausdriicke auch wieder beliebig
generalisiert werden diirfen. Der Schlu} in (35)(i) ist z. B. nicht giiltig, obwohl der
Beweis in (35)(ii) formal richtig zu sein scheint. Tats4chlich ist er natiirlich falsch.

(35) falscher SchluB:

(i)  Anton ist ein Bettler.
Es gibt (mindestens) einen Bettler, der arm ist.

- Anton ist arm.

(i) 1: B(a) Pramisse 1
2: 3x[B(x) A AX)] Pramisse 2
3: Ba) A AQa) Existentielle Instantiierung: Zeile 2
4: A(a) Konjunktionsreduktion: Zeile 3

An welcher Stelle liegt in (35)(ii) der Fehler? Nun, wir haben in Zeile 1 Anton als
Individuum a verwendet. Sodann haben wir in Zeile 3 die Zeile 2 ebenfalls mit der
Individuenkonstanten a instantiiert. Dieser Schritt war unzuldssig, denn wir kdnnen aus
der Existenz eines armen Bettlers nicht schlieBen, daB besagter Bettler auch zugleich
Anton ist. An dieser Stelle miissen wir irgendein Individuum auswihlen, welches
unabhingig von anderen Bedingungen ist. Da das Individuum a bereits anderen
Bedingungen geniigt, ndmlich Anton zu sein, miissen wir also in Zeile 3 ein anderes
Instantiierungselement, etwa b, wéhlen. Dann aber 148t sich mit den beiden Pramissen
kein SchluB mehr ziehen.

Wie wir gesehen haben, erlauben die vier Prinzipien dieses Abschnitts, die aus
der Aussagenlogik bekannten Deduktionsschritte auch fiir quantifizierte Formeln
anzuwenden, indem wir die Quantoren temporar ausklammem, die Deduktionsver-
fahren, die wir in der Aussagenlogik kennengelernt haben, anwenden und die Quanto-
ren anschlieBend wieder einsetzen.

Damit wollen wir das Kapitel iiber die klassische Pradikatenlogik abschliefien und
uns einer neuen Betrachtungsweise zuwenden, die es gestattet, pradikatenlogische
Ausdriicke als Funktionen darzustellen.
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5.7. Ubungsaufgaben
1. Ubersetzen Sie die folgenden Sitze in L,-Formeln:

(i) Peter schnarcht.
(ii) Otto schlift und Peter liebt Maria.
(iii) Otto schnarcht nicht.
(iv) Wenn Peter Maria liebt, dann haBt Otto Peter.
(v) Jemand schnarcht.
(vi) Niemand schléft.
(vii) Alle lieben Peter.
(viii) Peter liebt jeden.
(ix) Wenn Peter schnarcht, dann hafBt Maria Peter.
(x) Keiner liebt Maria.
(xi) Keiner liebt jeden.

(xii) Wenn jeder jeden liebt, dann liebt jeder sich selbst.

2. Gib an, welchen Skopus die jeweiligen Quantoren in den folgenden Formeln
haben. Wie lassen sich diese Formeln im Deutschen paraphrasieren?

(i) Vx[schlafen’(x)]

(i) 3x[Kind'(x) A schlafen’(x)]
(iii) Vy[3x[Mann'(x) A [Frau'(y) - lieben’(x,y)]]]
(iv) Vy[Mann'(y) - 3x[Frau'(x) A lieben'(x,y)]]
(v) Ix[Frau'(x) A\ Vy[Mann'(y) - lieben'(y,x)]]

3. Zeige anhand der semantischen Regeln (1”) bis (4”), daB die Formel in (61)(ii):
dy[Frau'(y) A Vx[Mann'(x) - lieben'(x,y)]] bzgl. des Modells M falsch ist.

4. Verdndere das Modell in (49) so, daB} die Formel (61)(ii):

Jy[Frau'(y) A Vx[Mann'(x) - lieben’(x,y)]] wahr ist.

5. Ubersetze die folgenden Sitze in L,-Formeln.
(i) a. (Mindestens) ein Professor ist nicht intelligent.
b. Alle Studenten sind intelligent.
¢. (Mindestens) ein Professor ist kein Student.

(ii) Zeige, daB das folgende Argument giiltig ist. Verwende die Instantiierungs-
und Generalisierungs-Prinzipien sowie die Regeln und SchluBmethoden der

Aussagenlogik.

Ix[P(x) A “I(x)]
Vx[S(x) - I(x)]

Ix[P(x) A ~S(x)]
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6. Ubersetze die folgenden Sitze in L,-Formeln.
(i) a. (Mindestens) ein Student raucht.
b. Alle Studenten sind intelligent.
¢. (Mindestens) ein Raucher ist intelligent.

(i) wie 5(ii)
Ix[S(x) A R(x)]
Vx[S(x) - I(x)]

Ix[RK) A I(%)]

7. Ubersetze die folgenden Sitze in L,-Formeln.
(i) a. Alle Studenten sind intelligent.
b. Nicht alle Studenten rauchen.
¢. (Mindestens) ein Intelligenter raucht nicht.

(ii) wie 5(ii)
Vx[S(x) A I(x)]
(Vx[S(x) ~ R(x)])

Ix[I(x) A "R(x)]
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Nachdem wir kennengelernt haben, wie Ausdriicke der natiirlichen Sprache in Formeln
der Pradikatenlogik iibersetzt und anschlieBend in einem Modell interpretiert werden
kénnen, wollen wir uns in diesem Kapitel ndher mit der Frage der Kategorisierung
semantischer Ausdriicke beschéftigen. Dabei werden wir u. a. den Aspekt der Kompo-
sitionalitdt dieser Ausdriicke ausfiihrlicher erdrtern. Wir gehen so vor, da wir den
semantischen Ausdriicken Typen zuweisen, ganz dhnlich zu dem Verfahren in der
syntaktischen Theorie. Dort unterteilt man die fiir die Syntax atomaren Einheiten
- etwas verkiirzt gesagt die Worter des Lexikons - in die Kategorien N(omen), V(erb),
(A)djektiv, (P)rdposition, (D)eterminator (Artikel), (Adv)erb, (C)omplementierer usw.
Eine vergleichbare Kategorisierung wollen wir auch fiir die semantischen Ausdriicke
vornehmen, indem wir ihnen einen semantischen Typ zuweisen. Dabei ist zundchst
nicht offensichtlich, welche Typen fiir diese Ausdriicke anzunehmen sind. Wir wissen
aber bereits aus der Pradikatenlogik, daBl die Pradikat-Argument-Struktur sprachlicher
Ausdriicke in der semantischen Beschreibung charakterisiert werden muB, so daB die
Idee naheliegt, die Valenzeigenschaften von Prddikaten zur Typenzuweisung auszunutzen.

Mit Hilfe der nun zu entwickelnden Typentheorie wollen wir aber noch mehr
erreichen. Aus der Kombination eines Pradikats von einem bestimmten Typ mit einem
Argument von einem anderen Typ soll sich kompositionell der Typ ergeben, den der
komplexe Ausdruck hat. Die Typen legen gewissermaBen selbst fest, mit welchen
anderen Typen sie sich verbinden kénnen und von welchem Typ der komplexe Aus-
druck sein wird, der durch die Verbindung entsteht. In diesem Sinne wird die Kompo-
sition der semantischen Ausdriicke bereits durch die Art der beteiligten Typen be-
stimmt. Dariiber hinaus wollen wir aber auch noch erreichen, daB die Hierarchie der
semantischen Strukturen parallel zur Hierarchie der syntaktischen Strukturen konsti-
tuiert ist. Am Ende dieses Kapitels werden wir diese Ziele erreicht haben.

Wir machen uns zunéchst klar, daB die semantischen Strukturen, die die Syntax
der Pradikatenlogik fiir Formeln festlegt, nicht mit der syntaktischen Struktur eines
deutschen Satzes iibereinstimmt. Eine einfache Formel haben wir in der Syntax der
Padikatenlogik mittels der syntaktischen Regel (1) gebildet, die ein n-stelliges Pradikat
mit n Termen zu einer Aussage verbindet. Dreistellige Pradikate wie schenken’, geben’
oder verkaufen' verbinden sich jeweils mit drei Termen zu einer Aussage, deren
Struktur in (1) dargestellt ist.

(1) (i) L,-Struktur: (ii) syntaktische Struktur:
P(t,,tyt;) /S\
P t, t, ty S'U VP
schenken’ Paul’ Maria® Geld Paul /\
10 Vv
Maria /\
DO Ve

! |
Geld schenken
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Die Struktur in (1)(i) ist flach, d.h. sie unterscheidet die Argumente nicht strukturell,
vielmehr stehen alle mit dem Prédikat auf einer Ebene. Da wir aber aus der Syntax-
theorie wissen, daB} sich Subjekte (SU) von Objekten und direkte Objekte (DO) von
indirekten Objekten (IO) in verschiedenen Hinsichten unterscheiden, nimmt man dort
an, daB derartige Unterschiede durch unterschiedliche Hierarchien fiir Subjekt- und
Objekt-Argumente ausgedriickt werden miissen, so wie es in (1)(ii) dargestellt ist.
Subjekt- und Objekt-Argumente sollten daher in der entsprechenden semantischen
Reprisentation ebenfalls hierarchisch unterscheidbar sein. Eine Struktur, in der die
Argumente hinsichtlich ihrer grammatischen Funktionen als Subjekt, indirektes Objekt
und direktes Objekt des natiirlichsprachlichen bitransitiven Verbs angeordnet sind,
kénnen wir mit der syntaktischen Regel (1) der Pradikatenlogik aber nicht erzeugen.
Obwohl die Pradikatenlogik die Struktur natiirlich-sprachlicher Sitze schon wesentlich
differenzierter darstellen kann als die primitiven Formeln der Aussagenlogik, geniigt
sie noch nicht einer Darstellung der komplexen Strukturzusammenhiinge, die in der
Syntax natiirlicher Sprachen auftreten.

Zudem besteht ein mathematisch motivierter Grund fiir die Entwicklung der
Typentheorie darin, da ohne diese Theorie Mengen ausgedriickt werden konnen, die
zu paradoxen Situationen fithren. Wir wollen uns dies an einem Beispiel verdeutlichen.

Wie wir bereits in der Mengenlehre gesehen haben, kénnen Mengen durch
definierende Eigenschaften beschrieben werden, wie dies etwa mit Hilfe der Pradikats-
notation geschieht. Die Menge aller Autos 148t sich wie in (2) notieren.

(2) () { x/xistein Auto },
(ii)) Die Menge aller x, fiir die gilt: x ist ein Auto.

Wenn Mengen durch die Eigenschaften ihrer Elemente definiert werden, kdnnen
paradoxe Situationen entstehen. So hat der Philosoph und Logiker Bertrand Russell
(1872-1970) festgestellt, daBl eine uneingeschrinkte Konstruktion von Mengen nach der
Mengenlehre des Mathematikers Georg Cantor (1845-1918) zu Paradoxien fiihrt. Eine
solche Paradoxie beschreibt das Beispiel in (3).

(3) Russells Paradox:
Bei der Konstruktion von Mengen kann nach der Cantorschen Mengentheorie der
Fall auftreten, daf eine Menge sich selbst enthilt, und es kann genausogut der
Fall auftreten, daB eine Menge sich selbst nicht enthilt.

Die Menge aller Mengen etwa wire eine Menge, die sich selbst enthilt.
Hingegen ist die Menge aller Autos kein Auto. Sie kann sich also nicht selbst
enthalten.

Da wir Mengen durch definierende Eigenschaften charakterisieren kdnnen,
wire es vorstellbar, daB die Eigenschaft ist in sich selbst enthalten (M € M) bzw.
ist nicht in sich selbst enthalten (M ¢ M) die definierende Eigenschaft einer
Menge ist. Wir konnten daher eine Menge P definieren, die aus allen Mengen M
besteht, die sich nicht selbst enthalten. P wire dann folgendermaBen gegeben:
P = {M /M ¢ M}. Beziiglich P kénnten wir nun fragen, ob P sich selbst enthélt
oder nicht. Diese Frage fithrt zu den beiden folgenden Uberlegungen:
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(i) Wenn P sich selbst nicht enthilt, so erfiillt P die definierende Eigenschaft
P ¢ P und miiite damit in P enthalten sein.

(ii) Wenn P sich selbst enthilt, so erfiillt P die definierende Eigenschaft P ¢ P
nicht und diirfte daher nicht in P liegen.

In beiden Fillen entsteht hier offensischtlich eine Paradoxie, und wir méchten gerne
eine Theorie, die derartige Mengenkonstruktionen ausschlieft. Wir werden sehen, daB}
die Typentheorie auch dazu geeignet ist.

6.1. Typen: Sétze, Priadikate, Terme

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele. Das transitive Verb kiissen wird als zweistel-
liges Pridikat kiissen' in die Sprache L, iibersetzt. Die syntaktische Regel (1) der
Pridikatenlogik sagt uns, daf8 dieses Pridikat mit zwei Individuen-Termen zu einer
Formel kombiniert werden kann wie in (4).

(4) (@) kiissen'(Peter,Maria)
(ii) kiissen'(x,y)

In der Formel (4)(i) sind die Argumente des Pridikats zwei Individuen-Konstanten,
und in (4)(ii) handelt es sich um Individuen-Variablen. Wir wollen nun sagen, daB
Ausdriicke, die (Individuen-) Terme denotieren, den Typ e haben. e ist die Abkiirzung
fiir entity (= Entitdt). Den Termen Peter, Maria, x und y ordnen wir also den Typ e
zu. Wir sagen dann, daB sich das Pridikat kiissen’ mit zwei Argumenten vom Typ e
zu einer Formel verbindet.

B @ kiissen’( Peter’ , Maria’)
Typ: e e
TYP(Peter') = e
TYP(Maria’) = e

(ii) kiissen’( X, y)
Typ: e e
TYP®) = e
TYP(y) = e

Nun ist der Satz Peter kiifit Maria eine Aussage, und fiir Aussagen gilt, daB sie wahr
oder falsch sein konnen. Da Aussagen also Wahrheitswerte denotieren, wollen wir
sagen, daB die Formel kiissen'(Peter’,Maria') dem Typ t zugeordnet wird. ¢ ist die
Abkiirzung fiir truth value (= Wahrheitswert).

(6) TYP(kiissen'(Peter’, Maria’)) = t

Damit haben wir fiir Terme den Typ e und fir Formeln den Typ t festgelegt. Wir
wissen aber noch nicht, von welchem Typ das Pradikat kiissen' ist. Offensichtlich kann
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es weder vom Typ e noch vom Typ t sein, da kiissen’ weder ein Individuum denotiert
noch eine vollstindige Aussage. Wir bendtigen also weitere Typen. Es bestiinde nun
die Moglichkeit, einen Typ p;, fiir das einstellige Pradikat schlafen’ anzunehmen, einen
Typ p, fiir das zweistellige Pradikat kiissen' und fiir jeden weiteren Ausdruck, der uns
begegnet, irgendeinen anderen Typ. In dieser Weise wollen wir aber nicht vorgehen,
da die Typen ja kompositionell aufgebaut sein sollen.

Wir nehmen vielmehr an, da8 kiissen’' eine Formel vom Typ t ist, der zwei
Argumente vom Typ e fehlen, so daB kiissen’ etwa dem Typ in (7) zuzuordnen ist, der
zu lesen wire als t minus e minus e.

(7) TYP(kiissen') t-e-e

Wenn dann Maria mit kiissen verbunden wird, so entsteht der Ausdruck kiis-
sen'(Maria’), dem nur noch ein Argument fehlt, so daB kiissen'(Maria) den Typ t - e
hat. Und wenn kiissen'(Maria') mit dem Argument Peter' verkniipft wird, dann fehlt
diesem Ausdruck kein Argument mehr, und er ist vom Typ t, d.h. eine vollstandige
Aussage.

|
|
[

(8) (i) TYP(kiissen'(Maria’))
(i) TYP(kiissen'(Peter, Maria))

Wir konstruieren die Typen von Pradikaten so, daB der Typ selbst ausdriickt, erstens
von welchem Typ die Argumente sein miissen, und zweitens welcher Typ entsteht,
wenn die Argumente mit dem Prédikat verbunden werden.

Das Pradikat behaupten’ ist zweistellig und bendtigt zwei Argumente: Erstens ein
Individuum x, welches irgendetwas behauptet, und zweitens eine Aussage p, die
behauptet wird.

(9) behaupten’'(x,p)

Die Variable x steht fiir das Individuum, welches die Behauptung aufstellt, etwa Peter,
und die Variable p steht fiir eine Aussage, z. B. daf8 Oslo die Hauptstadt von Nor-
wegen ist. Nun sehen wir leicht, daB die Variablen x und p zwei verschiedenen Typen
zuzuordnen sind. x denotiert ein Individuum und muf daher vom Typ e sein. p ist eine
Aussage, denotiert einen Wahrheitswert und ist somit vom Typ t. Wir kénnen sagen,
daB das Pridikat behaupten' ein Argument vom Typ e und ein Argument vom Typ t
benétigt und daB der Satz Peter behauptet, daf3 Oslo die Hauptstadt von Norwegen ist
selbst wieder eine Aussage vom Typ t ist. Das Pridikat behaupten wire demzufolge eine
Aussage vom Typ t, der ein Argument vom Typ e und ein Argument vom Typ t fehit.

(10) (i) TYP(behaupten) =t -e -t
(i) TYP(behaupten'([daB Oslo die Hauptstadt von Norwegen ist]) =t - e
(iii) TYP(behaupten’(Peter’,[daB Oslo die Hauptstadt von Norwegen ist]’) =t

Nach dieser informellen Kldrung unserer Vorgehensweise wollen wir nun systematisch
die Menge aller moglichen Typen definieren.



116 6. Typentheorie

6.2. Syntax der Typentheorie: Der Typengenerator

Grundsitzlich miissen wir uns fragen, welche und wieviele Typen wir neben den
beiden Basistypen e und ¢ noch benétigen. Da wir im Moment nicht libersehen kdnnen,
welche Typen wir im weiteren brauchen werden, wollen wir eine unendliche Menge
von Typen definieren. Wir gehen dabei von den zwei Basistypen e und ¢ aus und
definieren rekursiv die Menge aller moglichen Typen in (11).

(11) (i) e ist ein Typ.
(ii) t ist ein Typ.
(iii) Wenn a und b Typen sind, dann ist <a,b> ein Typ.
(iv) Nichts sonst ist ein Typ.

Wir verwenden in dieser Notation nicht mehr das Minuszeichen, sondern schreiben
einen komplexen Typ als ein Paar von zwei (mdglicherweise ebenfalls komplexen)
Typen und setzen es in spitze Klammern. Dies erinnert uns an geordnete Paare, und
gerade so konnen wir einen komplexen Typ auch auffassen. Wir werden gleich sehen,
dafB} dies eine ganz spezielle Bewandnis hat.

Die rekursive Regel in (11) besagt zunichst, daB <et> ein Typ ist, aber auch
<e,e>, <t,t>, <t,e>. Da die neu entstandenen Elemente wieder Typen sind, kénnen sie
selbst in der Regel verwendet werden, so daB auch <<e,t>t> ein Typ ist usw. Wir
kénnen also beliebige Typen erzeugen.

(12) (1) <e,t>; <e,<e,t>>; <e,<e,<e,t>>>; <t t>; <<e,jt>t>;
<<e,t>,<<e,t> t>>; <<e,t>,<e,t>>; <<<e,t>,<e,t>>,<<e,t>,<e,t>>>, usw.
(ii) <<e,<<et>,<te>>>e>; <<t,<e,<<e,t><t,e>>>><et>> usw.

Die Typen in (12)(i) sind tatsdchlich fiir die semantische Beschreibung natiirlich-
sprachlicher Ausdriicke notwendig, wihrend fiir die Typen in (12)(ii) sehr wahr-
scheinlich keine sinnvollen sprachlichen Ausdriicke existieren. Wir haben mit der
Menge in (11) aber auf jeden Fall ausreichend viele Typen definiert, und wir werden
uns ihrer bedienen, sobald wir Bedarf dazu haben.

Ein wesentliches Merkmal der Typen ist, daB8 sie bindr sind, d.h. jeder (kom-
plexe) Typ besteht im Prinzip aus zwei Komponenten, die ihrerseits aber wieder
komplex sein kénnen. Diejenigen Pridikate, die Terme als Argumente nehmen und
Ubersetzungen von natiirlich-sprachlichen Verben sind, zeigt (13).

(13) (@) <e,t> . einstellige Pradikate
(ii)) <e,<et>> . zweistellige Pradikate
(i) <e,<e,<ejt>>> : dreistellige Pradikate

Was bedeuten diese Typen nun im einzelnen? Beginnen wir mit dem einfachen Typ
<e,t>. Dies ist der Typ fiir einstellige Pradikate, die demzufolge ein Argument vom
Typ e fordern. Wenn ein solches Pradikat mit einem entsprechenden Argument
verbunden wird, so entsteht eine Aussage vom Typ t. Es ist bei den folgenden Darstel-
lungen unerheblich, in welcher Reihenfolge der Funktionsausdruck zu dem Argument
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steht. Wesentlich ist die hierarchische Struktur, die durch die jeweilige Kombination
zustandekommt.

(14) () <et> +e -t
(ii) t
—\

e <et>

Fiir zweistellige Pradikate ergeben sich zwei einander nachgeordnete Verkniipfungs-
schritte. In einem ersten Schritt wird die Argumentstelle fiir das direkte Objekt besetzt,
und es entsteht ein Ausdruck vom Typ <e,t>, also ein einstelliges Pradikat wie in
(15)(ii) mit der Struktur in (15)(iii).

(15) (i) kiissen + Maria’ - kiissen’'(Maria’)
(ii) <e,<e,t>> + e - <e,t>
(iii) <et>

[ <e,<et>>

In einem zweiten Schritt wird das Argument fiir das Subjekt des einstelligen Pradikats
kiissen'(Maria') mit dem Argument Peter’ besetzt wie in (16).

(16) (i) kiissen’'(Maria’) + Peter’ - kiissen'(Peter’,Maria’)
(ii) <e,t> + e - t
(iii) t
_——\
e <e,t>

Wir sehen, daB die Pridikate sukzessiv mit Argumenten aufgefiillt werden, und daB
sich nach jedem VerbindungsprozeB mit einem Argument die Stelligkeit des Pradikats
um eins reduziert, bis eine vollstdndige Formel vorliegt.

Da die Typen bindr strukturiert sind, haben wir die eingangs anvisierte Hierarchie
in der semantischen Beschreibung erreicht. Betrachten wir z. B. das dreistellige
Pridikat geben’, das dem Typ <e,<e,<et>>> zuzuordnen ist. Nach jeder Verbindung
mit einem Argument vom Typ e reduziert sich der Typ des neu entstehenden Aus-
drucks um den Typ des eingesetzten Arguments. Auf diese Art und Weise erhalten wir
fiir die Syntax und die Semantik parallele Strukturen, wie (17) zeigt.

(17 @) IP (ii) t
/\ —
sU VP e <et>
_—\
N\ e <e,<et>>
10 v

N\ e <e<e<et>>>
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In dem Typ <e,<e,<e,t>>> entspricht das am weitesten links stehende e dem direkten
Objekt DO, das folgende e entspricht dem indirekten Objekt IO und das innerste e
dem Subjekt SU.

Wir haben jetzt eine klare Definition von Typen und eine informelle Vorstellung
von deren Kombinatorik. Im néchsten Abschnitt wollen wir auch die Kombinations-
prinzipien fiir Typen mittels einer Definition formal festlegen.

6.3. Typen, Mengen, Funktionen und Argumente

Wir miissen dazu prézisieren, wie die Verbindung zwischen Typen hergestellt wird,
bzw. nach welchen Prinzipien sie funktioniert. Um eine Vorstellung von der Art dieser
Verbindung zu bekommen, vergegenwirtigen wir uns das Konzept der Funktion,
welches wir in einem fritheren Kapitel schon kennengelernt haben.

Eine Funktion bildet ein Argument auf einen Wert ab. Die Funktion f(x) = x?
bildet etwa die Zahl 3 auf die Zahl 9 ab. Dabei ist die Zahl 3 das Argument und die
Zahl 9 der Wert der Funktion, und wenn Zahlen Entitéten sind, dann sind sowohl 3 als
auch 9 Ausdriicke vom Typ e. Die Funktion f(x) = x? bildet einen Ausdruck vom Typ
e auf einen anderen Ausdruck vom Typ e ab. f selbst ist daher ein Ausdruck vom Typ
e, dem ein Ausdruck vom Typ e fehlt, so daB f vom Typ <e,e> ist. Diese Uberlegung
ist ganz #hnlich zu der Uberlegung, daB schnarchen’ ein Ausdruck vom Typ t ist, dem
ein Ausdruck vom Typ e fehlt, so daB8 schnarchen’ selbst vom Typ <e,t> ist. Wir sehen
eine enge Verwandtschaft zwischen dem Begriff Funktion und dem Begriff Prddikat, und
wir wollen nun dahin gelangen, da wir Pradikate als Funktionen auffassen konnen.

Wenn wir das einstellige Pradikat schnarchen’ als Funktion verstehen, so bendtigt
diese ein Argument, etwa Peter’. Da schnarchen’' den Typ <et> hat, muBl das Argu-
ment vom Typ e sein. Der Ausdruck Peter’ ist vom Typ e, so daB wir die Funktion
schnarchen’ auf das Argument Peter’ anwenden kénnen, womit wir den Ausdruck schnar-
chen'(Peter’) erhalten. Der Wert dieser Funktion ist vom Typ t, d.h. ein Wahrheitswert.
Wir erhalten die Funktion in (18), die das Argument Peter auf den (Wahrheits-) Wert 1
abbildet, falls Peter in M schnarcht, bzw. auf den Wert 0, falls Peter in M nicht schnarcht.

1, falls Peter in M schnarcht.

(18) schnarchen’(Peter’) = { 0, falls Peter in M nicht schnarcht.

Diese Funktion erinnert uns nun gerade an die charakteristische Funktion von Mengen.
Nehmen wir an, daB in einem Modell M in der Diskursdomine D die Individuen
Peter, Paula, Clara, Maria, Fritz, Luise, und Otto enthalten sind, und nehmen wir
weiterhin an, daB Peter, Paula und Maria schnarchen und daB alle anderen Individuen
nicht schnarchen. Dann entspricht dieses Modell der Abbildung in (19), wobei die
Menge aller Schnarcher eine Teilmenge von D ist.
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(19) Mengennotation:

T
[schnarchen’M#

Nun wissen wir aber, daB eine Menge auch durch ihre charakteristische Funktion
beschrieben werden kann, die jedes Element der Menge auf den Wert 1 abbildet, und
alle anderen auf den Wert 0. Wenn wir nun die (charakteristische) Funktion schnar-
chen’ nacheinander auf alle Individuen in D anwenden, so liefert sie zu jedem Element
aus der Menge der schnarchenden Individuen den Wert 1 und zu allen anderen Indivi-
duen aus D den Wert 0.

(20) Funktionsnotation:

Menge der
Individuen

IQ Menge der

Otto .

. Wahrheitswerte
Luise -
Fritz — T

[schnarchen’]™#: | Clara ——— 0

Wiy

1

Peter——

Paula /7

Maria

AW

Wenn wir dieses Resultat fiir alle Ausdriicke vom Typ <e,t> generalisieren, so konnen
wir diese Ausdriicke generell als Funktionen von Ausdriicken vom Typ e in Ausdriicke
vom Typ t interpretieren.

@2y <e t>
€ - t

Wir sehen jetzt, wie suggestiv die Notation der Typen ist. Da ein Typ eine Funktion
darstellt, die ein Argument von einem bestimmten Typ nimmt und auf einen Wert von
einem bestimmten Typ abbildet, sind sowohl der Argumenttyp als auch der Wertetyp
bereits in dem Typ der Funktion selbst enthalten. Insofern Typen prinzipiell binir sind,
gilt, daB der Teil links vom Komma der Typ des Arguments ist und der Teil rechts
vom Komma der Typ des Funktionswertes, auf den das Argument abgebildet wird.
Wir konnen einen komplexen Typ stets in die zwei folgenden Komponenten zerlegen:

(22) <a,b>: <Argument-Typ , Wert-Typ>
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Dies ist der Grund fiir den bindren Aufbau komplexer Typen, denn in jedem Typ ist
die Information iiber den Typ des Arguments und den Typ des Funktionswertes
enthalten.

Wir wollen diese Eigenschaft von Typen als Repridsentanten von Funktionen nun
als eine Regel definieren, die genau festlegt, welche Funktionen auf welche Argumente
angewendet werden diirfen, und welche Ergebnisse dabei jeweils entstehen. Die
Anwendung einer Funktion auf ein Argument wird Funktionale Applikation genannt
und definiert wie in (23).

(23) Regel der Funktionalen Applikation (FA):
Wenn f ein Ausdruck vom Typ <a,b> und o ein Ausdruck vom Typ a ist,
dann ist f(a) ein Ausdruck vom Typ b.

Zu beachten ist dabei, daB der Typ des Arguments genau dem linken Teil des Funk-
tionstyps entsprechen muf. Funktionale Applikation kann in diesem Sinne nicht auf
die beiden Typen <e,t> und t angewendet werden, da der Argumenttyp e von dem Typ
t verschieden ist. Es gilt also nicht: <et>(t) = e. (24) gilt ganz allgemein fiir beliebige
Typen a und b.

(24) (i) <a,b>(a)
(i) "<a,b>(b)

b (richtige Anwendung der Regel FA)
a (falsche Anwendung der Regel FA)

Wir haben mit dem Prinzip FA genau gesagt, unter welchen Bedingungen zwei Typen
kombiniert werden diirfen, und wir haben uns dabei nicht auf bestimmte Typen
festgelegt, sondern eine ganz allgemeine Formulierung gewihlt. Tatsdchlich gilt das
Prinzip FA fiir alle Funktionen, und wir werden in Kiirze sehen, wie niitzlich das
Konzept der Funktion fiir unsere Theorie sein wird. Bevor wir nun weitere Beispiele
besprechen, wollen wir die Interpretation der Typen als Funktionen ebenfalls in einer
ganz allgemeinen Form definieren. Dazu definieren wir zu den syntaktischen Regeln
in (11) parallele semantische Regeln.

6.4. Semantik der Typentheorie

Wihrend wir die Denotate von Priddikaten bisher als Mengen beschrieben haben,
wollen wir nun dazu iibergehen, sie als Funktionen aufzufassen. Fiir einstellige Pridi-
kate haben wir dies bereits mit Hilfe der charakteristischen Funktion durchgefiihrt.
Jetzt wollen wir fiir alle moglichen Ausdriicke vom Typ a festlegen, was ein mdgliches
Denotat vom Typ a ist. Dazu treffen wir die folgenden terminologischen Vereinbarungen.

(25) (i) Wenn o ein Ausdruck vom Typ a ist, dann ist D, die Menge der mdglichen
Denotate vom Typ a.
(ii) Wenn a und b Typen mit den méglichen Denotaten D, und D, sind, so ist die
Menge der Funktionen von D, nach D, ein mogliches Denotat vom Typ
<a,b>. Diese Funktionenmenge bezeichnen wir mit D, ™.
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Ein Ausdruck vom Typ <a,b> denotiert eine Funktion von der Menge D, in die Menge
D,, wobei D, die Menge der moglichen Denotate von Ausdriicken vom Typ a und Dy
die Menge der moglichen Denotate von Ausdriicken vom Typ b ist.

(26) <a,b>:
(@ Df” D, R\ D,

Wir gehen hier in genau der gleichen Weise vor, wie wir es fiir die Syntax und die
Semantik der bisher behandelten Logiksprachen getan haben. In (27) geben wir in
diesem Sinne parallel zu den Regeln zur Erzeugung der Typen in (11) mogliche
Denotate fiir die erzeugten Typen an.

@27 @) D, =D = die Diskursdomiine
(ii) D, ={0,1} = die Menge der Wahrheitswerte

(iii) Fiir beliebige Typen a und b ist D_,, = Dl? * die Menge der Funktionen von
D, nach D, und jedes Element dieser Menge ist ein mogliches Denotat fiir
einen Ausdruck vom Typ <a,b>.

(iv) Nichts sonst ist ein mogliches Denotat eines Ausdrucks vom Typ a.

(27)(i) ist die Menge der Individuen in D. Jedes Individuum ist ein mogliches Denotat
fiir einen Ausdruck vom Typ e. (27)(ii) gibt die Menge der méglichen Denotate von
Ausdriicken vom Typ t an. Jeder Wahrheitswert ist ein solches Denotat. (27)(iii)
spezifiziert die Menge aller anderen méglichen Denotate von Ausdriicken vom Typ
<a,b>. Jede Funktion von D, nach D, ist ein mogliches Denotat fiir einen Ausdruck
vom Typ <a,b>. (27)(iv) besagt, daB es keine anderen moglichen Denotate gibt als die
durch (27)(i) bis (27)(iii) definierten.

6.5. Beispiele fiir komplexe Typen
6.5.1. Typen von Pradikaten

Wir betrachten jetzt die Denotate von ein- bis dreistelligen Priadikaten als Funktionen.
Das Denotat eines einstelligen Pradikats kann als charakteristische Funktion derjenigen
Menge von Individuen aufgefafit werden, auf die das Pradikat zutrifft.

(28) Wenn P ein einstelliges Pridikat und a ein Individuenterm ist, dann wird P dem
Typ <e,t> zugeordnet. Das Denotat von P ist ein Element aus der Menge der
Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte ({0,13P). Es gilt:

[P = [PI**([al"*).

(28) besagt, daB das Denotat der Formel P(a) den gleichen Wert hat wie die Funktions-
anwendung der charakteristischen Funktion auf das Argument a. Wenn wir z.B. das
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Pridikat schlafen’ betrachten, so ist dessen Denotat die Menge derjenigen Individuen,
die schlafen.

(29) (i) D = {Peter, Maria, Otto}
(i) D]

Peter Maria

Otto

\
[schlafen’} ™

Die Formel schlafen'(Peter’) ist wahr, wenn gilt: [PeterT*® € [schlafenT*®. Als Funk-
tion aufgefaBt bildet [schlafen’T"® Individuen auf Wahrheitswerte ab.

(30) TYP(schlafen’) = <e,t>
(i) <et>e - t
(ii) <et>(e) = t (Funktionale Applikation)
D,
@ D, | D, |~ <D

t

Die charakteristische Funktion dieser Menge bildet jedes schlafende Individuum auf 1
ab und alle anderen auf 0, wie dies in (31) gezeigt ist.
G [schlafen’] ™#

Peter —_— |
oto —

0
Maria /

Indem wir die Werte der charakteristischen Funktion {0, 1} als Wahrheitswerte auf-
fassen, kénnen wir ein einstelliges Priadikat mit der charakteristischen Funktion
derjenigen Menge identifizieren, auf die das Pradikat zutrifft. Die charakteristische
Funktion ist vom Typ <e,t>, da sie Individuen auf Wahrheitswerte abbildet.

Wie 18t sich ein zweistelliges Prédikat als Funktion auffassen? Das Denotat von
zweistelligen Pridikaten haben wir bisher als Teilmenge des cartesischen Produkts D
x D angegeben. Das cartesische Produkt D x D iiber einer Menge D besteht aus allen
moglichen Paaren, die aus Elementen von D gebildet werden konnen. Wenn D die
Individuen Peter, Maria und Orto enthilt, dann ist D die Menge in (32)(i), und das
cartesische Produkt D x D die Menge in (32)(ii), die in (32)(iii) graphisch dargestellt ist.

(32) ) D = {Peter, Maria, Otto}
(ii) Dx D ={ <Peter,Peter>,<Peter,Maria>,<Peter,Otto>
<Maria,Peter>,<Maria,Maria>,<Maria,Otto>
<Otto,Peter>,<Otto,Maria>,<Otto,Otto> }
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(iii)

<Peter,Maria> m

<Peter,Peter> <Maria,Peter>

<Maria,Otto> <Maria,Maria>

<Otto,Peter>
’ <Peter,Otto>

<Otto,Otto> <Otto,Maria>

Wenn nun gilt, daB Maria Peter und Otto liebt und daB Otto Maria liebt, dann ist die
Menge der Liebespaare in (33)(i) eine Teilmenge des cartesischen Produkts D x D; die
graphische Darstellungsweise in (33)(ii) mag dies veranschaulichen.

(33) (i) [liebenT"® = {<Maria Peter>,<Maria,Otto>,<Otto,Maria>}
(ii)

DxD
<Peter,Maria>
<Maria,Peter> <Maria,Maria>
<Maria,Otto> | <Otto,Peter>
<Otto,Maria> <Peter,Peter>
< Otto,Otto>
<Peter,Otto>

[lieben’]™e

Um die Wahrheit des Satzes Otto liebt Maria zu ermitteln, haben wir den Satz in die
pradikatenlogische Formel lieben'(Otto’, Maria’) iibersetzt und gepriift, ob das Paar
<JottoT** [MariaT**> ein Element der Menge [liebenT"® ist. Die semantische Regel (1)
sagte uns, daB [lieben'(Otto’;Maria)["*® = 1 gdw. <[OttoT"[MariaT**> € [[lieben’ﬁq'g ist.

Wir fragen jetzt, wie diese Interpretation durch Funktionen vorgenommen werden
kann. Das zweistellige Priadikat lieben’ ist dem Typ <e,<e,t>> zugeordnet. Dieser Typ
ist eine Funktion von Ausdriicken des Typs e in Ausdriicke des Typs <e,t>, d.h. die
Funktion nimmt einen Ausdruck vom Typ e als Argument und ergibt einén Wert vom
Typ <e,t>. Wir sehen dies in (34)(i). Die relevante formale Operation ist die in (34)(ii)
aufgefiihrte funktionale Applikation. In (34)(iii) und (34)(iv) finden wir eine schema-
tische Darstellung dieser Abbildung von Individuen auf charakteristische Funktionen.
Dabei ist (34)(iv) eine differenziertere Darstellung von (34)(iv).
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(34) <e,<e,it>>:
(i) <e,<et>>: e -~
(i) <e,<e,t>>(e)

D.

<e,t>
= <e,t>

7~ D

(Funktionale Applikation)

vee D,
(iii) D ep:

De

(v) D, :

D. D,

Das Resultat dieser Funktionsanwendung ist ein einstelliges Pradikat vom Typ <e,t>,
dem syntaktisch eine VP-Konstituente wie z.B. [,, Maria lieben] entspricht. Die
Funktionale Applikation findet zundchst mit dem direkten Objekt statt. Jedes Indivi-
duum aus D wird also auf eine charakteristische Funktion abgebildet. Da charakteristi-
sche Funktionen dquivalent zu Mengen von Individuen sind, gibt es zu jedem Indivi-
duum y eine Menge von Individuen x, fiir die gilt, daB x y liebt. Das Denotat von
lieben'(Maria’) ist die Menge in (35)(i), da Otto Maria liebt. Da Maria Peter liebt, ist
das Denotat von lieben'(Peter') die Menge in (35)(ii). Und das Denotat von lie-
ben'(Orto’) ist die Menge in (35)(iii), da Maria Otto liebt.

(35) (i) Dieben’'Maria)I"® = {Otto}
(i) [lieben'(Peter)]*® = {Maria}
(iii) [lieben’(Otto)I™® = {Maria}

Es treten drei verschiedene Mengen auf, zu jedem Individuum eine. Das Priadikat
lieben’ - angewendet auf alle Individuen - liefert uns eine Menge mit drei verschiede-
nen Mengen von Individuen.

Wenn wir diese Mengen nun durch charakteristische Funktionen ersetzen, so
sehen diese folgendermaBen aus:

(36) ()
[lieben'(Otto’) &

(i)

[lieben'(Maria’)J"#

(iif)
[licben’(Peter) ¢

Peter >< : Peter Peter
! >< !
Maria/ 0 Maria 0 Man'a/ 0

Otto Otto Otto

Das Individuum [OttoT*® wird von [liebenT™® auf die charakteristische Funktion
abgebildet, die ihrerseits [MariaT"® auf 1 abbildet, da Maria Otto liebt. Fiir das
Individuum [MariaT*® ergibt sich entsprechend die charakteristische Funktion, die
[OttoT"® auf 1 abbildet, da Otto Maria liebt. Und weil Maria auBer Otto auch Peter
liebt, ermitteln wir fiir das Individuum [PeterT*® die charakteristische Funktion, die
[Maria’T"® auf 1 abbildet. Jedes Individuum wird also von der Funktion [liebenT*® auf
eine charakteristische Funktion abgebildet, die das dem Subjekt entsprechende Denotat
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auf 1 oder O abbilden muf. Fafit man die jeweiligen Abbildungen der Funktion
lliebenT"® wie in (37)(i) zu einem einzigen Funktions-Schema zusammen, so ergibt
sich die Graphik in (37)(ii).

37 O

De/\ Deth

(i) [licben’ 4

Peter
1
Maria>< 0
/ Otto —
Peter: Peter 1
Maria—» Maria}{ 0
Otto \ Otto
Peter
1
Maria><:
/

0
Otto

A A
Objekt Subjekt

Es ist zu beachten, daB die Reihenfolge der Funktionsanwendungen stets von aufien
nach innen geschieht, d.h. fiir den Typ <e,<e,t>> ist das linksstehende e das syntak-
tische Objekt, welches zuerst funktional appliziert wird. Das innere e entspricht dem
syntaktischen Subjekt, das wir zuletzt applizieren. Nach funktionaler Applikation des
syntaktischen Objekts verbleibt als resultierender Ausdruck ein einstelliges Pradikat,
welches syntaktisch der Konstituente VP entspricht. Diese VP ist ein einstelliges
Pridikat, das in einem zweiten Schritt funktional auf das dem Subjekt entsprechende
Argument appliziert wird. Da syntaktische VPn Ausdriicke vom Typ <e,t> sind, bilden
sie das Subjekt-Argument auf den Wahrheitswert desjenigen Satzes ab, der sich aus
der Verbindung zwischen Subjekt und VP ergibt. Wir halten die Interpretation eines
zweistelligen Pradikats in (38) fest.

(38) Wenn P ein zweistelliges Pradikat ist, und a und b Individuenterme sind, dann
wird P dem Typ <e,<e,t>> zugeordnet. Das Denotat von P ist ein Element aus
der Menge ({0,1}?)P der Funktionen von Individuen in Funktionen von Indivi-
duen in Wahrheitswerte. Es gilt: [P(a,b)["** = (PI**([bI"*){al"®).

Wir betrachten zur weiteren Illustration das dreistellige Pradikat geben’. Grundsétzlich
haben wir das Denotat eines dreistelligen Pridikats als Teilmenge des dreifachen
cartesischen Produkts D x D x D aufgefait. Am Beispiel geben’ wollen wir es jetzt
ebenfalls als Funktion darstellen. Als Konsequenz zu dem bereits Gesagten ergibt sich,
daB das Pridikat geben', indem es drei Argumente fordert, dem Typ in (39)(i) zuge-
ordnet werden muB und daher der Abbildung in (39)(ii) entspricht.
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(39) (i) TYP(geben') = <e,<e,<e,t>>>
(ii) <e,<e,<ejt>>>:

DDe © 1 De

<e,<et> 1

D, VZ“« D. 3 4D,

Wir haben es mit einer Funktion zu tun, die Individuen vom Typ e auf komplexe
Funktionen vom Typ <e,<e,it>> abbildet. Auch diese Funktionen bilden ihrerseits
Individuen e in komplexe Funktionen <e,t> ab, und letztere wiederum Individuen auf
Wahrheitswerte. Wir konnen somit sagen, daB es sich um Funktionen von Individuen
in (Funktionen von Individuen in (Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte))
handelt. Zwar mag diese Art der Formulierung durch ihre Wortschleife etwas verwirren,
hat man sich die Grundidee jedoch einmal klar gemacht, so ist die Notation der Typen
sehr hilfreich, um die Struktur der komplexen Funktionen zu erkennen.

Damit das Pradikat geben’ zu einer Formel wird, muf} es mit drei Argumenten
verbunden werden. Daher ist die Regel der Funktionalen Applikation dreimal anzu-
wenden. Wir konnen dies in einem Baumdiagramm wie in (40)(i) darstellen, wobei
sich der Ausdruck in (40)(iii) ergibt. Jede Anwendung der Regel fiihrt zu einer Funk-
tion, die um den Typ des angewendeten Arguments reduziert ist. In dem Baumdia-
gramm in (40)(i) sind die jeweiligen Funktionsanwendungen in der Reihenfolge
direktes Objekt, indirektes Objekt, Subjekt dargestellt. Die funktionale Darstellung in
(40)(iii) unterscheidet sich von der uns bekannten relationalen Darstellung in (40)(iv)
durch die Reihenfolge und die Art der Verbindung der Argumente. Beide Darstel-
Iungen sind aber dquivalent. (40)(iii) ist die Schonfinkel-Darstellung des Ausdrucks in
(40)(iv). Schonfinkel war ein deutscher Mathematiker, der 1924 entsprechende Darstel-
lungen aufeinander bezogen hat.

(40) @

t
((geben’(Geld’B)(Maria’))(Peter’)

<€t>
(geben’(Géld’))(Maria’)

<e<et>>  \o
gebenl(Geld’)
1
<e,<e,<et>>>e € €

geblen’ Geld Maria® Peter

(ii) ((geben'(direktes Objekt))(indirektes Objekt))(Subjekt)
(iii) ((geben'(Geld’))(Maria))(Peter’)
(iv) geben(Peter, Maria, Geld)

Wenn wir uns unsere Vorgehensweise bei ein- und zweistelligen Pridikaten vergegen-
wirtigen, sollte es an dieser Stelle nicht mehr schwerfallen zu ersehen, wie die Fest-
legung der Menge der moglichen Denotate fiir dreistellige Pridikate formuliert werden
muB. Dies geschieht in (41).
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(41) Wenn P ein dreistelliges Priadikat und t,, t,, t; Individuenterme sind, dann ist P
dem Typ <e,<e,<e,t>>> zugeordnet. Das Denotat von P ist ein Element aus der

Menge (({0,1}")'))D der Funktionen von Individuen in (Funktionen von Indivi-
duen in (Funktionen von Individuen)) in Wahrheitswerte. Es gilt:

[pct,, t,, t)I*® = (@I, A1) e, IM).

Wir haben damit das Ziel dieses Kapitels erreicht, indem wir den komplexen syntak-
tischen Kategorien eine hierarchisch gleiche semantische Reprisentation zuordnen
konnen, die sich im wesentlichen daraus ergibt, da die Typen binér aufgebaut sind.
Dariiber hinaus sind wir so weit gelangt, daB Pridikate als Funktionen aufgefaBt
werden konnen und daB diese Auffassungsweise zu den gleichen Resultaten fiihrt wie
unsere bisherige Charakterisierung der Denotate als Mengen. In den nichsten beiden
Abschnitten betrachten wir zwei weitere Klassen von sprachlichen Ausdriicken, die wir
bisher noch nicht behandelt haben, und zeigen, daB die Typentheorie ein universelles
Instrumentarium zur Verfiigung stellt, um semantische Ausdriicke zu kategorisieren.

6.5.2. Typen von Adverbien

Wir beginnen mit der Behandlung von Adverbien. Dazu wollen wir den Satz Peter
schnarcht laut verwenden. Betrachten wir etwa das Modell in (42), in dem Peter,
Maria, Clara, Luise, Otto und Petra Elemente der Diskursdoméne sind. Dabei gilt, daB
Peter, Maria und Clara schnarchen und Maria und Clara sogar laut schnarchen. Luise,
Otto und Petra hingegen schnarchen nicht.

(42)

M]

Luise

Otto

Petra

\
[schnarchen’ " [laut’(schnarchen’) "

Das Prédikat schnarchen'legt die Menge der Schnarchenden fest. Innerhalb dieser Menge
gibt es zwei Individuen, Clara und Maria, die laut schnarchen. Diese bilden eine Teil-
menge der schnarchenden Individuen. Das Adverb laut modifiziert das Préadikat schnar-
chen', indem es die Art und Weise des Schnarchens néher charakterisiert. Das Préadikat
schnarchen’ ist einstellig und daher vom Typ <eit>. Das (komplexe) Pradikat (laut
(schnarchen))’ ist aber ebenfalls einstellig und daher auch vom Typ <e,t>. Das Adverb
laut nimmt also einen Ausdruck vom Typ <et> als Argument, ndmlich das Pradikat
schnarchen’, und ergibt insgesamt wieder einen Ausdruck vom Typ <e,t>, namlich (laut
(schnarchen))'. Von welchem Typ muB das Adverb sein? Insofern es einen Ausdruck
vom Typ <e,t> als Argument nimmt und als Wert einen Ausdruck vom Typ <e,t> ergibt,
kann der Typ des Adverbs nur der in (43)(i) sein, der der Funktion in (43)(ii) entspricht.
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43) (i) TYP(Adverb) = <<et>,<et>>

(i) p Per: D™ WDy YDt YD

<et> €

Dieser Typ besteht aus zwei Komponenten <e,t>, die jeweils Funktionen von Indivi-
duen in Wahrheitswerte denotieren, die also jeweils charakteristische Funktionen sind.
Ein Adverb denotiert damit eine Funktion, die charakteristische Funktionen in charak-
teristische Funktionen abbildet, oder anders ausgedriickt: Adverbien denotieren Funk-
tionen von (Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte) in (Funktionen von Indivi-
duen in Wahrheitswerte).

Wenn wir die semantische Struktur in (44)(i) mit der syntaktischen Struktur in
(44)(ii) vergleichen, so sehen wir auch hier, daB beide Strukturen die gleichen hierar-
chischen Verhéltnisse aufweisen.

(CONY; t (ii)

|
laut Ve
schnlarcht

schnarcht

Die eingekreisten Typen in (44)(i) entsprechen den eingekreisten syntaktischen Katego-
rien in (44)(ii), was zeigt, daB die jeweiligen Knoten in der syntaktischen Struktur
direkte Entsprechungen in der semantischen Struktur haben. Zu jeder syntaktischen
Konstituente 148t sich damit ein Denotat angeben.

6.5.3. Typen von Gradpartikeln

Um zu sehen, daB die Typen, die wir zur Beschreibung natiirlich-sprachlicher Aus-
driicke bendtigen, noch komplexer werden kdnnen, betrachten wir Modifikatoren von
Adverbien. In dem Satz (45) modifiziert die Gradpartikel sehr das Adverb laut.

(45) Peter schnarcht sehr laut.

Da sowohl das Adverb als auch das modifizierte Adverb (sehr'(laut’)) vom Typ
<<e,t>,<e,t>> sind, miissen wir annehmen, daf die Gradpartikel sehr das Adverb als
Argument nimmt und auf ein Adverb als Wert abbildet. Die Partikel sehr graduiert ja
gerade die Lautstirke des Schnarchens. Der Typ der Gradpartikel ist daher:
<<<et>,<et>>,<<et><et>>>, s0 daB ein mogliches Denotat fiir sehr eine Funktion
von Funktionen von (Funktionen von Individuen in Wahrheitsw\erte) in (Funktionen
von Individuen in Wahrheitswerte) in Funktionen von (Funktionen von Individuen in
Wahrheitswerte) in (Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte) ist. Die Dinge
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klingen kompliziert, jedoch ist das zugrundeliegende Schema stets das gleiche, und wir
werden uns im weiteren auch nicht mehr mit derart komplizierten Sétzen versténdigen.
An dieser Stelle geht es aber darum, daB wir sehen, wie komplex die Typen werden
konnen und mit welchen Funktionen wir rechnen miissen. Etwas iibersichtlicher ist die
Funktion fiir eine Gradpartikel in (46) dargestellt.

(46)

B RPel e S ED

SchlieBlich zeigt auch die Konstruktion des Typs der Gradpartikel, daB zwischen der
syntaktischen und semantischen Struktur in (47)(i) und (47)(ii) ein Parallelismus
besteht, so daB} jeder Knoten in (47)(ii) in der Struktur in (47)(i) interpretiert werden
kann.

CONO; (ii)

-
£
g
S8

Gp sch]narcht

<<<e,t>,<e,t>I >, <<et><et>>
sehr

6.6. Die Auflosung von Russells Paradox

Zum AbschluB dieses Kapitels wollen wir die Typentheorie anwenden, um Russells
Paradox nicht entstehen zu lassen. Dort trat die Situation auf, daB fiir Mengen, die
iiber die Eigenschaft ihrer Elemente definiert sind, die Moglichkeit besteht, daB sich
diese Mengen selbst enthalten. Uberlegen wir nun, von welchem Typ Mengen sein
koénnen. Wenn in einer Menge Individuen enthalten sind, so kdnnen wir sie als charak-
teristische Funktion von Individuen in Wahrheitswerte auffassen, so daB eine solche
Menge einer Funktion vom Typ <e,t> entspricht. Wenn die Elemente einer Menge
Mengen sind - und dieser Fall interessiert uns hier -, so kénnen wir die Elemente
selbst als charakteristische Funktion von Individuen in Wahrheitswerte verstehen. Sind
die Elemente vom Typ <e,t>, so ist die Gesamtmenge vom Typ <<e,¢t>t>, d.h. eine
charakteristische Funktion von Mengen von Individuen in Wahrheitswerte. Sind die
Elemente der Gesamtmenge Mengen von Mengen von Individuen, so wird die Gesamt-
menge vom Typ <<<e,t>t>,t> sein und so weiter und so fort. In jedem Fall entspricht
einer Menge eine Funktion von Elementen vom Typ a in Wahrheitswerte, so daf§ wir



130 6. Typentheorie

fiir die Gesamtmenge M den Typ <a,t> annehmen kénnen. Wenn sich M nun selbst
enthilt, dann miiBte auBer den Elementen vom Typ a auch noch ein Element vom Typ
<a,t> in M enthalten sein, nimlich M selbst. Die charakteristische Funktion, die der
Menge M entspricht, bildet Ausdriicke vom Typ a auf einen Wahrheitswert ab, vermag
dies aber nicht fiir den Typ <at>, denn dazu miifite Funktionale Applikation wie in
(48) stattfinden koénnen. Dies ist aber - wie wir wissen - nicht definiert. Gerade dies
sollte aber moglich sein, wenn Mengen existieren, die sich selbst enthalten.

(48)
undefiniert
Funktionale Applikation
<a,t> <a,t>

Da die funktionale Applikation in (48) nicht definiert ist, verbietet die Russell'sche
Typentheorie, daB es Mengen gibt, die sich selbst enthalten, und sie begriindet dies wie
folgt: Eine Funktion muf} immer einen héheren Typ haben als ihr Argument.

Uberschauen wir dieses letzte Kapitel, so stellen wir fest, daB wir eine Art der
Kategorisierung fiir die semantischen Ausdriicke gefunden haben, die erstens alle
Ausdriicke nach ihrer Pradikat-Argument-Struktur einteilt, die zweitens die Komposi-
tion der zu verbindenden Ausdriicke festlegt, die drittens zu den syntaktischen Struk-
turen parallele semantische Strukturen abzuleiten gestattet, und die viertens Russells
Paradox auflGst.

Im Zentrum des Kapitels stand der Begriff Funktion. Da dieser Begriff fiir die
weitere Theorie von ganz zentraler Bedeutung sein wird, werden wir im ndchsten
Kapitel ein systematisches Verfahren kennenlernen, das es ermdglicht, aus beliebigen
Ausdriicken Funktionen zu konstruieren.

6.7. Ubungsaufgaben

1.  Welchem Typ miissen die kursiv gesetzten Worter in den folgenden Sétzen
zugeordnet werden:
(i) Peter singt.
(ii) Clara glaubt, daB Maria im Kino ist.
(iii) Otto gibt Maria einen Schnaps.
(iv) Maria lduft hastig.
(v) Wahrscheinlich ist Clara besoffen.

2.  Welche Funktionen sind die moglichen Denotate fiir Ausdriicke der folgenden
Typen?
(i) <et>
(i) <e,<e,t>>
(iil) <tt>
(iv) <<e,i><et>>
(V) <<e,j>t>
(vi) <<e,i><<et>t>>
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3.  Nimm an, daB NEG’ ein L,-Ausdruck ist, der die Eigenschaften der Negation -
hat. Von welchem Typ miifite NEG’ sein?

4. Nimm an, daB} die Worter des Satzes Ein grofler Hund bellt sehr laut den folgen-
den Typen zugeordnet sind. Wende funktionale Applikation an, um die Typen zu
kombinieren.

(i) TYP(ein') = <<g,t>,<<e,t> t>>
(i) TYP(groB) = <<et><et>>
(iii) TYP(Hund’) <et>
(iv) TYP(bellen’) <e,t>
(v) TYP(laut’) <<e,t>,<et>>
(vi) TYP(sehr) = <<<e t>,<e t>> <<et> <et>>>



7. A-Kalkiil

7.1. Funktionen und Funktionswerte

Im letzten Kapitel haben wir mit der Typentheorie eine Sichtweise eingefiihrt, die die
Verbindung semantischer Kategorien als eine Beziehung zwischen einer Funktion und
einem Argument begreift. Dabei haben wir Priadikatsausdriicke einem bestimmten Typ
zugewiesen, den wir als Funktion interpretieren konnten. In diesem Kapitel wollen wir
aus den Pridikatsausdriicken selbst Funktionen konstruieren. Diese Konstruktion soll
durch ein systematisches Verfahren geschehen, welches erlaubt, aus beliebigen L,-Aus-
driicken Funktionen eindeutig zu bestimmen.

Wenn wir von einer mathematischen Funktion f{x) oder x* + I sprechen, so ist
i.d.R. nicht klar, ob damit die gesamte Funktion oder nur der Funktionswert an einer
Stelle x gemeint ist.

1 @) fx)=x>-1

(if) £(x) = x-1

e 21=7

64

51

: x=2

2]

14

3 2 1 /1 2 3 x

/]

Der Ausdruck in (1)(i) konnte einerseits die gesamte Funktion bezeichnen, andererseits
aber auch den Funktionswert an der Stelle x, etwa fiir x = 2. Im ersten Fall bedeutet
die Darstellung in (1)(i) die gesamte Kurve in der Abbildung (1)(ii) und im zweiten
Fall nur den Funktionswert an der Stelle x, also fiir x = 2 die Zahl 7.

Diese Ambiguitét konnen wir auflosen, indem wir fiir die beiden Verwendungs-
weisen jeweils verschiedene Darstellungen wihlen. Dies war eine Motivation fiir
Alonzo Church, im Jahr 1941 den sog. A-Kalkiil zu entwickeln. (A [= Lambda] ist die
Entsprechung des kleinen 1 im griechischen Alphabet).

Fiir eine Differenzierung in zwei Darstellungen benétigen wir eine Notation, die
den Unterschied zwischen beiden Bedeutungen auszudriicken vermag. Die Notation in
(2)(@) wird verwendet, um den Funktionswert an der Stelle x anzugeben, und die
Notation in (2)(ii), um die gesamte Funktion zu bezeichnen. Der Unterschied zwischen
den beiden Darstellungen besteht lediglich darin, da8 in (2)(ii) der A-Operator Ax vor
den Ausdruck x’ - 1 geschrieben wird.
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(2) Notation fiir den Funktionswert und die gesamte Funktion:
G x*-1 Funktionswert an der Stelle x
(i) Ax[x®-1] gesamte Funktion

In der Abbildung (1)(ii) sehen wir, daB die Funktion f(x) = x*-1 (in A-Notation geschrie-
ben als: Ax[x>-1]) eine Zahl x (das Argument) auf eine andere Zahl (den Funktionswert)
abbildet. Wenn Zahlen den Typ e haben, so ist der Typ dieser Funktion <e,e>, denn er
nimmt eine Zahl als Argument und bildet diese auf eine andere Zahl ab.

(3) TYPOx[X®-1]) = <ee>

Es interessiert uns aber nicht immer nur die gesamte Funktion, sondern natiirlich auch
der Wert der Funktion an einer ganz bestimmten Stelle, d.h. der Wert der Funktion fiir
ein ganz bestimmtes Argument x, etwa x = 2. Diesen Wert ermitteln wir, indem wir
fiir x den Wert 2 einsetzen und das Ergebnis des Ausdrucks 2* - 1 ausrechnen. Man
schreibt dies iiblicherweise wie in (4)(i).

(4) Der Funktionswert an der Stelle x = 2:
G fQ)=23-1=7

() Ax[x*-12) = 2°-1 - 7
U

dquivalent ausrechnen

Ganz dhnlich geht man auch bei der Darstellung in (4)(ii) vor. Man gibt der Funktion
Ax[x? - 1] ein Argument, das den gleichen Typ hat wie die Variable x und wendet die
Funktion auf das Argument an. Den Funktionswert erhélt man, indem man die Funk-
tion Ax[x® - 1] auf das Argument 2 funktional appliziert. Dabei wird das Argument 2
fiir x eingesetzt, und der A-Operator fillt weg, so daB der Ausdruck jetzt tatsichlich
nur noch den Funktionswert an der Stelle 2 bezeichnet. Dieser 1Bt sich einfach
ausrechnen.

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, wie wir die hier explizierte Art der
Funktionskonstruktion und der Berechnung der Funktionswerte auch fiir die Beschrei-
bung der semantischen Struktur von sprachlichen Ausdriicken verwenden konnen.

7.2. Der A-Operator und L,-Ausdriicke

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir davon gesprochen, daB wir eine Darstellung fiir
Funktionsausdriicke suchen, die eindeutig ist. Dies ist uns mit Hilfe des A-Operators
gelungen. Wihrend x’ - 1 den Funktionswert an der Stelle x bezeichnet, steht der Aus-
druck Ax[x’ - 1] fiir die gesamte Funktion, die vom Typ <e,e> ist.

Wir wollen nun genau diese Art der Funktionskonstruktion auf L,-Ausdriicke
iibertragen, um sie als Funktionen darstellen zu konnen. Dazu betrachten wir das
Pridikat schnarchen'. In L, kann es mit einem Term (etwa einer Individuenvariable)
verbunden werden, so daB sich die Formel schnarchen'(x) ergibt, die vom Typ t ist.
Diesen Ausdruck konnen wir parallel zu der mathematischen Funktion als den Wert
der Funktion schlafen' an der Stelle x auffassen. Um nun zu der gesamten Funktion
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iiberzugehen, wollen wir auch hier den A-Operator verwenden, so dafl wir ganz
parallel zu der mathematischen Funktion den Ausdruck Ax/schlafen'(x)] erhalten.
Welche Funktion haben wir darunter zu verstehen? Wir wissen einerseits, daf das
Denotat des Pridikats schiafen’ die Menge derjenigen Individuen ist, die schlafen. Dies
haben wir in der Priadikatsnotation wie in (5) ausgedriickt.

(5 (@) {x/ x schnarcht}
(ii) Die Menge aller x, fiir die gilt: x schnarcht.

Zugleich wissen wir, daf§ diese Menge auch als charakteristische Funktion aufgefalt
werden kann, die jedes Individuum, das schlift, auf den Wert 1 abbildet und jedes
andere auf 0. Wenn wir nun diese Werte 1 (bzw. 0) als die Wahrheitswerte eines
Satzes interpretieren, so sagt uns die charakteristische Funktion, daB der Satz fiir jedes
Individuum in der Menge wahr ist und fiir alle anderen falsch. Die Funktion Ax/schla-
fen'(x)] ist nun genau die charakteristische Funktion, die der Menge der schlafenden
Individuen entspricht. Dabei stellt sich die Frage, wie diese Funktion mit dem Typ
<e,t> zusammenhingt, bzw. wie wir den Typ aus den Einzelbestandteilen des Funk-
tionsausdrucks ableiten kénnen. Mit der Typentheorie und speziell mit der Regel der
funktionalen Applikation haben wir schon die Grundlagen dafiir geschaffen, sprach-
liche Ausdriicke als Funktionen aufzufassen, indem sie einem bestimmten Typ zuge-
wiesen werden. Der Typ einer Funktion legt fest, von welchem Typ das Argument der
Funktion ist, und er legt auch fest, von welchem Typ deren Wert ist. Nun haben wir
dem Pridikat schnarchen’ den Typ <e,t> zugewiesen. schnarchen' ist zundchst aber nur
ein Prddikat, es ist noch keine Funktion. Wenn wir es mit einer Individuenvariable x
verbinden, so entsteht die L,-Formel: schnarchen'(x), die den Typ t hat. Wie (6) zeigt,
erhalten wir aus der Verbindung zwischen einem einstelligen Pridikat und einer
Individuenvariablen zunichst eine Formel, bzw. den Funktionswert an der Stelle x.

6
(6 ¢
I
schnarchen’(x) Funktionswert an der Stelle x

<e,t> e
I
schnarchen’ X

Um aus diesem Funktionswert die gesamte Funktion herzustellen, verwenden wir den
A-Operator und schreiben ihn vor die Formel. Wir haben also ganz analog zu unserem
mathematischen Beispiel in (1) die beiden Schreibweisen in (7).

(7) Notation fiir den Funktionswert und die gesamte Funktion:
(i) schnarchen’(x) Funktionswert an der Stelle x (etwa x = Peter)
(ii) Ax[schnarchen’(x)]  gesamte Funktion ( = charakteristische Funktion)

Insofern der Ausdruck schnarchen’(x) in (7)(i) vom Typ t ist, kommt es darauf an, die
Variable x aus dem Ausdruck zu abstrahieren, so daf§ die gesamte Funktion Ax/schnar-
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chen’(x)] vom Typ <e,t> ist, also eine Funktion von der Menge der Individuen in die
Menge der Wahrheitswerte. In (8)(ii) sehen wir die kompositonale Struktur des
Ausdrucks in (8)(i), der eine Funktion von der Menge der Individuen ( = D,) in die
Menge der Wahrheitswerte ( = D,) ist, wie dies (8)(iii) veranschaulicht.

(8) (i) Ax[schnarchen’(x)]

(ii)
<e,t>
[
Ax[schnarchen’(x)] gesamte Funktion
<«———— A-Abstraktion
t
|
schnarchen’(x) Funktionswert an der Stelle x
<«——— Verbindung zwischen Prddikatund Variable
<e,t> €
|
AX schnarchen’ X Pradikat und Individuenvariable
A |
 E—

Gi) D>*: | D, |~ 4D,

Es scheint, als wiirden wir in der Struktur (8)(ii) zuerst eine Funktion mit einer
Variablen verbinden, um diese dann wieder zu abstrahieren. Wir miissen uns aber
klarmachen, daB der Ausdruck schnarchen’ ein Prddikat ist, das zwar dem Typ <e,t>
zugewiesen werden kann, aber deshalb noch keine Funktion darstellt. Eine Funktion
stellt stets den Bezug zwischen einem Argument und einem Wert her, in dem Aus-
druck schnarchen’ ist aber die leere Stelle fiir das Argument gar nicht sichtbar. Erst
wenn schnarchen’ mit einer Variablen verbunden wird, wissen wir, wo ein Argument
eingesetzt werden kann. Verbinden wir aber das Pridikat mit einer Variablen, so ist
der dabei entstehende Ausdruck vom Typ t, also eine Formel und keine Funktion. Um
tatsichlich eine Funktion zu erhalten, verwenden wir den A-Operator und abstrahieren die
Variable, ganz parallel zu unserer Vorgehensweise bei der mathematischen Funktion.
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse kurz zusammen. Wir hatten die Absicht,
priadikatenlogische Ausdriicke als Funktionen in dem gleichen Sinne aufzufassen, wie
wir dies im Beispiel (1) gesehen haben. Diese Funktionen kdnnen mit Hilfe von Typen
in solcher Weise charakterisiert werden, daB ein (komplexer) Typ gerade aus dem
Argumenttyp und dem Wertetyp der Funktion besteht. Das Denotat des einstelligen
Priidikats schnarchen' haben wir bisher als die Menge der Individuen charakterisiert,
die schnarchen. Eine solche Menge 1dft sich (in dquivalenter Weise) als charakte-
ristische Funktion auffassen, die Individuen auf Wahrheitswerte abbildet. Da schnar-
chen' ein einstelliges Pradikat ist, hat es den Typ <e,t>, ist aber als solches nur ein
Pradikat und keine Funktion. Wenn wir das Pradikat schnarchen' mit einer Individuen-
Variablen x vom Typ e mittels funktionaler Applikation verbinden, so entsteht ein
Ausdruck vom Typ t (der Funktionswert an der Stelle x). Um aus diesem Ausdruck
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eine Funktion zu konstruieren, abstrahieren wir die Variable x mit Hilfe des A-Opera-
tors gerade so, wie wir es in (2) fiir die mathematische Funktion durchgefiihrt haben.
Dabei ist, was den Aufbau der Funktion anbelangt, zu bemerken, da8 die Funktion
gerade so gebaut sind, daB sie genau der Interpretation der Typen entspricht. Dieses
Ergebnis wollen wir mit dem einfachen Prinzip in (9) festhalten.

(9) A-Abstraktion:
Wenn x eine Variable vom Typ a und ¢ ein Ausdruck vom Typ b ist, in dem die
Variable x frei vorkommt, dann ist der Ausdruck Ax[¢] vom Typ <a,b>.

A-Abstraktion besagt, daff ein Ausdruck vom Typ b, in dem eine (freie) Variable vom
Typ a auftritt, durch Voranstellung eines A-Operators zu einem Ausdruck vom Typ
<a,b> wird. Mittels A-Abstraktion wird der Ausdruck zu einer Funktion. GemiB der
Interpretation der Typen handelt es sich um eine Funktion von der Menge D, (der
Ausdriicke vom Typ a) in die Menge D, (der Ausdriicke vom Typ b). Zu beachten ist
hierbei, daB A-Abstraktion fiir beliebige Typen a und b definiert wird, was es ermog-
licht, Variablen mit beliebigem Typ a aus Ausdriicken von beliebigem Typ b zu
abstrahieren. Dies geschieht nach einem ganz allgemeinen Verfahren. In (10) ist dieses
Verfahren fiir Ausdriicke mit beliebig komplexem Typ dargestellt.

(10) () Ax[o()]

(i)
<ab>
I
Ax[@(x)] allgemeine Funktion
<«——— A-Abstraktion
b
|
Ax [016.9) Funktionswert an der Stelle x
_~"\.<—— Funktionale Applikation
<ab> 2|l
|
0] X allgemeiner Funktor allgemeines Argument
A 4 |
1

i) Dy : | D, |~ 4D,

Verdeutlichen wir uns, was (10) besagt. Wir wollen eine kompositionelle Herleitung
des Ausdrucks in (10)(i) erreichen. Dazu verwenden wir einen Ausdruck ¢ vom Typ
<a,b> und eine Variable vom Typ a. Funktionale Applikation ergibt den Ausdruck
¢(x) vom Typ b, der dem Funktionswert an der Stelle x entspricht. Um von diesem
Funktionswert zu der gesamten Funktion zu gelangen, abstrahieren wir die Variable x
mittels A-Abstraktion, so daB wir den Ausdruck Ax/@(x)] erhalten, der wieder vom
Typ <a,b> ist.

Da die interessante Eigenschaft von Funktionen darin besteht, Argumente auf
Werte abzubilden, haben wir bisher nur die erste Halfte unseres Programms erledigt.



7.2. Der A-Operator und L;-Ausdriicke 137

Offengeblieben ist die Frage, wie eine Funktion auf ein Argument angewendet wird
und wie sich der Funktionswert ergibt. Dies haben wir fiir die Typen zwar schon
durchgespielt, miissen es aber fiir die A-Ausdriicke noch anpassen. Die Funktion
Ax[schnarchen’(x)] wollen wir auf das Argument Peter’ in der gleichen Weise anwen-
den, wie wir es bereits bei der mathematischen Funktion in (4) gesehen haben. Unsere
Vorgehensweise wiederholen wir in (11).

(11) Der Funktionswert an der Stelle x = 2:
@ fQ)=22-1=7

() Ax[x*-102) = 2-1 - 7

dquivalent ausrechnen

Der Wert der Funktion Ax[schnarchen'(x)] fiir das Argument Peter’ 148t sich nun
vollig parallel berechnen, wie aus (12) ersichtlich wird.

(12) Der Funktionswert an der Stelle x = Peter’:
(i) Ax[schnarchen’(x)](Peter’)

(i1) = schnarchen’(Peter’)

4quivalent

-

(iii) _ 1, falls Peter schnarcht.
T 0, falls Peter nicht schnarcht.

ausrechnen

In (12)(i) wird die Funktion Ax/schnarchen'(x)] auf das Argument Peter' angewendet.
Dies ist dquivalent mit dem Ausdruck in (12)(ii), in dem der A-Operator weggefallen
ist und an der Stelle x das Argument Peter’ eingesetzt wurde. Der gesamte Ausdruck
entspricht dem Funktionswert an der Stelle Peter, der wie in (12)(iii) ausgerechnet
werden kann. Die Funktion liefert den Wert 1, falls Peter in M schnarcht, sowie den
Wert 0, falls Peter in M nicht schnarcht.

Der Ubergang, der in (12) durch das Aquivalenzzeichen ‘=’ dargestellt ist, wird
A-Konversion genannt und gilt ebenso wie die A-Abstraktion fiir Variablen beliebigen
Typs. Wiahrend A-Abstraktion eine Argumentstelle offnet, kann diese mittels A-Kon-
version besetzt werden; beide Operationen sind gewissermafien Umkehrungen vonein-
ander. Wir definieren A-Konversion in (13).

(13) A-Konversion:
Wenn @ ein Ausdruck vom Typ b und x eine Variable vom Typ a ist, dann gilt:
@(a) ist vom Typ b, und Ax[@(x)](@) ist dquivalent zu dem Ausdruck @(a),

oder: Ax [@(x)] (a) : ¢(a).

aquivalent

Das Prinzip besagt, daB die Variable x im Skopus ¢ des A-Operators durch o ersetzt
wird. Es kann auch eine mehrmalige Ersetzung stattfinden, wenn die Variable x mehr-
mals im Skopus des A-Operators auftritt. Wird von dem komplexen Ausdruck in
(14)(ii) die Variable x (vom Typ e) abstrahiert, so ergibt sich die Funktion vom Typ
<e,t> in (14)(iii), in der die Variable x zweimal im Skopus des A-Operators auftaucht.
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(14) (i) Wenn x schlift, dann schnarcht x.
(ii) schlafen’(x) - schnarchen’(x)
(iii) Ax[schlafen’(x) - schnarchen’(x)]
(iv) Ax[schlafen’(x) - schnarchen’(x)] (Peter’)
=  schlafen’(Peter’) — schnarchen’(Peter’)

A-Konversion

Wendet man -wie in (14)(iv)- die Funktion auf das Argument Pefer’ an, und fiihrt
anschlieBfend A-Konversion durch, so mul x an beiden Stellen durch Peter’ ersetzt
werden und der A-Operator fallt weg.

7.3. Anwendungen des A-Operators

Wir wollen den Gebrauch des A-Operators noch ein wenig einiiben und betrachten
daher, wie aus dem zweistelligen Pridikat streicheln’ eine Funktion vom Typ
<e,<e,t>> konstruiert wird. Zunichst miissen wir das Pradikat streicheln’ mit den
Variablen x und y verbinden. Dies geschieht durch zweifache funktionale Applikation,
aus der ein Ausdruck vom Typ t entsteht.

(15) ¢

(streicheln’(y))(x)  Funktionale Applikation

<€t>
streicheln’(y) Funktionale Applikation

<e,<et>> ¢ e

I 1

streicheln” 'y X

Nun miissen wir zweimal A-Abstraktion anwenden. Dabei haben wir allerdings darauf
zu achten, daB das erste e in dem Typ <e,<e,t>> fiir das direkte Objekt steht und das
zweite e fiir das Subjekt. Obwohl die Reihenfolge, in der die A-Abstraktionen durchge-
fiihrt werden, nicht durch logische Prinzipien festgelegt ist, wollen wir uns darauf
einigen, daB} zuerst die Variable, die syntaktisch dem Subjekt entspricht, abstrahiert
wird und dann erst die Variablen, die den Objekten entsprechen. Diese Mafinahme ist
durch die syntaktische Konstituenten-Struktur von Sitzen motiviert, derzufolge wir
erreichen wollen, daf§ zundchst die Objekte mit dem Verb zu der Konstituente verbun-
den werden; erst anschliefend kann die Verkniipfung von VP und Subjekt den voll-
stindigen Satz zu ergeben. Die analoge hierarchische Ordnung erreichen wir hier
genau dann, wenn wir die Subjekt-Variable zuerst abstrahieren, denn in diesem Falle
wird sie entsprechend als letzte A-konvertiert.

Die Regel der A-Abstraktion sagt uns, da$ wir wir aus einem Ausdruck vom Typ
t, in dem die Variable x vom Typ e (frei) auftritt, die Variable x abstrahieren diirfen
und einen Ausdruck vom Typ <e,t> erhalten.
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(16) Abstraktion der Subjekt-Variablen:

<et>
|
Ax[(streicheln’(y))(x)] A-Abstraktion von x
)
Ax (streicheln’(y))(x)

In dem resultierenden Ausdruck verbleibt die freie Variable y (fiir das Objekt), die wir
ebenfalls mittels der Regel der A-Abstraktion abstrahieren diirfen. Insofern wir jetzt von
einem Ausdruck des Types <e,t> ausgehen, aus dem wir eine Variable vom Typ e abstra-
hieren, sagt uns die Regel der A-Abstraktion, daB der neu entstehende Typ <e,<e,t>> sein
wird. Dabei ist der Typ b des Ausdrucks ¢ gleich <e,t>, und der Typ a der zu abstrahie-
renden Variablen ist e. Wenn wir in den Resultatstyp der A-Abstraktion <a,b> fiir a den
Typ e einsetzen und fiir b den Typ <e,t>, so erhalten wir den Typ <e,<et>>.

(17) Abstraktion der Objekt-Variablen:
<e,<e,t>>
Ay[Ax[(sltreicheln’(y))(x)]] A-Abstraktion vony
<e,t>
Ay Ax[(stre}cheln’(y))(x)]

Wie wir an dem obersten Knoten des Baumes ablesen konnen, resultiert die zweifache
A-Abstraktion in einer Funktion, die den Typ des urspriinglichen Pradikats aufweist.
Die beiden A-Abstraktionen in (16) und (17) stellt der Baum in (18) zusammen dar.
A-Abstraktion ist also iterativ anwendbar.

(18)
<e,<et>>

Ay[Ax[(s’lcreicheln’(y))(x)]] (A-Abstraktion von y)

<e,t>

|
Ay Ax[(streicheln’(y))(x)] (A-Abstraktion von x)

e

AX (streilcheln’(y))(x)

Das Denotat dieses Ausdrucks ist eine Funktion von Individuen in Funktionen (von
Individuen in Wahrheitswerte) und damit ein Ausdruck vom Typ <e,<e,t>>. Mittels
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A-Konversion konnen wir die Funktion auf ein Argument vom Typ e funktional
applizieren und erhalten einen Ausdruck vom Typ <e,t>.

(19) (@) Ay[Ax[(streicheln’(y))(x)]](Maria’) T Ax[(streicheln’(Maria'))(x)]

A-Konversion
. D,
(i) D : D. |~ ©\||D, | \D,
(iii) VP
/\
Ny
Maria streichelt

Die Funktion in (19)(i) nimmt als Argument einen Ausdruck vom Typ e und bildet
diesen in die Menge der Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte (D, ~ D) ab,
wie in (19)(ii) zu sehen ist. Der Wert der Funktion ist also selbst wieder eine Funk-
tion. Diese neue Funktion bildet einen Ausdruck vom Typ e auf einen Wahrheitswert
ab. Sie entspricht der syntaktischen Konstituente VP in (19)(iii). Wenn die Funktion
auf ein Argument vom Typ e angewendet wird, so ergibt sich ein Wahrheitswert.

(20) (1) Ax[(streicheln’(Maria’))(x)]] (Peter’) T (streicheln’ (Maria’)) (Peter’)

A-Konversion

@ D: | D, I 4D,

(idi) S
N

NP VP

/‘\
Peter N|P Y°
Maria  streichelt

In (20)(ii) sehen wir, daB die Funktion aus (20)(i) ein Individuum auf einen Wahrheits-
wert abbildet, der das Denotat einer Aussage ist. Der rechte Teil der Aquivalenz in
(20)(i) ist eine Aussage, deren Denotat relativ zu einem Modell der Wert wahr oder
falsch ist. Die entsprechende syntaktische Struktur zeigt (20)(iii).

Wir sehen, daf} auch A-Konversion iterativ angewendet werden kann, wobei der am
weitesten links stehende A-Operator gegen das am weitesten links stehende Argument
konvertiert wird. Eine vollstindige Ableitung zeigt das Baumdiagramm in (21)(ii).
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(21) (i) Peter streichelt Maria.
(ii)
i
(streicheln’(Maria’) )(Peter’)

<e,t>
I

Ax[(streicheln’(Maria’))(x)]

<e,<et>>
|

Ay[Ax[(streicheln’(y))(x)]]

<et>

Ax[(streicl;eln’(y))(x)]

t
I

(streicheln’(y))(x)

<e,t>
]
streicheln’(y)
<e,<e,t>> e e € 3
I 1 | I |
Ay [Ax [ streicheln’ y x 1] (Maria’) (Peter’)

In der untersten Reihe dieser Struktur stehen die Basiseinheiten, also A-Operatoren,
Pradikate, Individuen-Konstanten und -Variablen. In der Reihe dariiber findet sich der
den Ausdriicken der unteren Reihe zugeordnete Typ. Die A-Operatoren selbst haben
keinen Typ, da wir den Typ des komplexen Ausdrucks, der mittels A-Abstraktion
entsteht, in der Regel A-Abstraktion formuliert haben. Die Strukturen 1) und 2) werden
iiber Funktionale Applikation gebildet. Die Strukturen 3) und 4) ergeben sich nach der
Regel der A-Abstraktion, und die Strukturen 5) und 6) werden mittels A-Konversion
hergeleitet.

Die Regel der A-Abstraktion haben wir so formuliert, daB eine Variable von
beliebigem Typ abstrahiert werden kann, so da$ wir uns nicht auf die Abstraktion von
Individuen-Variablen (Typ e) beschriinken miissen. Dies machen wir uns an dem deut-
schen Verb behaupten klar, das eine Relation zwischen einem Individuum x, das etwas
behauptet, und einer Behauptung (etwa daBl Rom die Hauptstadt Italiens ist) darstellt.
Wenn wir das Pridikat behaupten’' mittels A-Abstraktion zu einer Funktion machen
wollen, so miissen wir an zweiter Stelle eine Variable vom Typ t abstrahieren, denn
behaupten' ist ein Pridikat, welches einerseits ein Individuum (vom Typ e), anderer-
seits aber eine Aussage (vom Typ t) fordert, selbst also vom Typ <t,<e,t>> ist.
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(22) ¢

(behauptén’(p))(x) Funktionale Applikation

<e,t>
|
behaupten’(p) Funktionale Applikation
/\
<t,<e,(t>> t e
| | |
behaupten’ P X

Die Abstraktion der beiden Variablen p und x geschieht in der gleichen Weise wie
oben. Wir abstrahieren zuerst die Variable x fiir das Subjekt.

@3 <et>

|
Ax{(behaupten’(p))(x)] A-Abstraktion

t
Ax (behau;;ten’(p))(x)

Im zweiten Schritt abstrahieren wir die Variable p (vom Typ t). Der Typ des Aus-
drucks, in dem die Variable p auftritt, ist <e,t>, so daB nach A-Abstraktion von p der
Typ <t,<e,t>> entsteht.

24
@4 <t,<e,t>>

Ap[Ax[(blehaupten’(p))(x)]] A-Abstraktion
<e,t>
Ap )ux[(behlmpten’(p))(x)]

Auf diese Weise haben wir nach zweifacher A-Abstraktion wiederum den Typ des
zugrundeliegenden Pradikats abgeleitet.

Bei den soeben erdrterten Beispielen haben wir Variablen unterschiedlichen Typs
abstrahiert, jedoch handelte es sich dabei in jedem Fall um einfache Typen, d.h. e oder
t. Die Regel der A-Abstraktion erlaubt aber auch, Variablen von beliebig komplexem
Typ zu abstrahieren. Dies wollen wir uns am Beispiel von Adverbien verdeutlichen.
Adverbien wie schnell, innig usw. modifizieren die Bedeutung von Verbalphrasen.

(25) @) Peter lauft schnell.
(ii)) Otto liebt Maria innig.

Den Sitzen in (25) entsprechen demnach die syntaktischen Strukturen in (26). In
beiden Fillen wird ein Adverb an eine VP adjungiert, woraus sich mittels Adjunktion
wieder ein VP-Knoten ergibt.
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(26) () s (i) s
/\ /\

NP @ NP

I
1
Peter = Otto ad T~
Adv . I.v @
hIII 1 innig _~__
schne! \l/ NP Y
I

Jiuft Maria  liebt

Wie lassen sich diese syntaktischen Strukturen semantisch deuten? Das Adverb schnell
muB als Funktion konstruiert werden, die ein VP-Denotat als Argument nimmt und
dieses auf ein VP-Denotat als Wert abbildet. Da VP-Denotate vom Typ <e,t> sind,
muB das Adverb-Denotat eine Funktion vom Typ <<e,t>,<et>> sein.

27) (i) TYP(Adverb') = <<et>,<et>>

iy 1y Deess
() Dep™t | D™ D, | Dt~ YD

€ €

Damit erhalten wir die Typenbéume in (28), die parallel zu den syntaktischen Struk-
turen in (26) aufgebaut sind, was die eingekreisten syntaktischen und semantischen
Kategorien zeigen.

(28)(1) t (ii) t
— é

¢ L Gt
Peter’ — T Otto %
<<e’t>i<e’t>> <<e,t'>,<e,t @

schnell’ laufen’ innig’ e/<\e, <et>>
- |
Maria’”  jiepen’
Die Frage ist nun, wie die Funktion fiir das Adverb konstruiert werden muB, damit sie
ein VP-Denotat auf ein VP-Denotat abbildet. Um eine Vorstellung davon zu erhalten,
was die Funktion leisten soll, betrachten wir das Modell in (29). In der Diskursdoméne
befinden sich die fiinf Individuen Peter, Fritz, Maria, Clara und Otto. Peter und Fritz
laufen, Maria, Clara und Otto schwimmen. Dariiber hinaus lduft Peter schnell und
Maria schwimmt schnell.
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&=
G )\

/ ’
' [schwimmen’}*# [laufen’®
[schnell’(schwimmen’) ¢ [schnell’(laufen’) P

29

Das Adverb soll als Argument das VP-Denotat [laufen’T*® = {Peter, Fritz} nehmen und
auf das Denotat [[schnell’(laufen’)]]m = {Peter} abbilden, und es soll das Denotat
[schwimmenT*® = {Maria, Clara, Otto} auf das Denotat [schnell'(schwimmen)[**® =
{Maria} abbilden. Die Denotate [laufenT"® und [schwimmenT*® sind in (30) als
charakteristische Funktionen dargestellt.

30)(@) (ii)
[ Peter ] [ Peter ]
Fritz kl Fritz >: 0
Ax[laufen’(x)] : Maria— 0 Ax[schwimmen'(x)] : Maria — I
Clara7 Clara 7
Otto Otto

Diese beiden Funktionen sind die moglichen Argumente der Adverb-Funktion. Wir
wissen, daB letztere vom Typ <<e,t>,<e,t>> sein muB, und rechnen daher damit, daB
eine Variable vom Typ <e,t> abstrahiert ist. Diese Variable, nennen wir sie P, steht fiir
das VP-Denotat, welches die Funktion als Argument nimmt. Die Variable P ist vom
Typ <e,t>. Weiterhin erwarten wir eine abstrahierte Variable vom Typ e, fiir die spéter
das Subjekt konvertiert werden soll. Nennen wir diese Variable z. Und schlieBlich
wissen wir, daB das VP-Denotat vor dem Subjekt-Denotat A-konvertiert wird. Fiir das
Adverb schnell ergibt sich insgesamt die Ubersetzung in (31)(i), mit der internen
Struktur in (31)(i).
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(31) (i) AP[Az[schnell'(P(z))]]
(i)

<<et>,<et>>

t

<<et>,<et>> <et> e
| | |
AP [ Az [ schnell ( P (z))

Soll diese Funktion etwa auf das Argument Ax/laufen’(x)] funktional appliziert werden,
so sind dazu die folgenden Schritte auszufiihren.

(32) (i) AP[Az[schnell'(P(z))]] (Ax[laufen'(x)])
(ii) Az[schnell’(Ax[laufen’(x)](z))]

<=l

>
=
g

P
Az[schnell’(laufen’(z))]

on X

(iii)

Piadl

A-K

Beim Ubergang von (32)(i) nach (32)(ii) wird die Variable P gegen das Argument
Ax[laufen’'(x)] A-konvertiert. Dieses Argument ist selbst eine Funktion mit der Argu-
mentstelle x. Es wird an die Stelle von P gesetzt, und der A-Operator AP fillt weg. Da
das Argument eine charakteristische Funktion ist, die als Argument einen Ausdruck
vom Typ e haben muB, kann die Variable x gegen die Variable z konvertiert werden,
was beim Ubergang von (32)(ii) nach (32)(iii) geschieht. Der resultierende Ausdruck
ist eine Funktion, die Individuen in Wahrheitswerte abbildet, also gerade ein VP-Deno-
tat, wie gewlinscht. Von dieser neuen Funktion werden alle Individuen, die schnell
laufen, auf 1 abgebildet und alle anderen auf 0. In der gleichen Weise gehen wir vor,
wenn wir die Adverb-Funktion auf die Funktion Ax/schwimmen’(x)] anwenden wollen,
so daB sich die beiden Funktionen in (33) als Denotate von Az/(schnell'(laufen’))(z)]
und Az[(schnell'(schwimmen'))(z)] ergeben.

(33) () (ii)
Peter Peter
Fritz s . Frig 0
Az[schnell’(laufen’(z))] : Maria —— Az[schnell’(schwimmen'(z))] : oto——"

1
Clara 7 Clara 71
Otto Maria

Wenn wir diese beiden Funktionsanwendungen zusammenfassen, so sieht die Funktion
AP[Az[schnell'(P(z))]] relativ zu dem Modell in (29) aus wie in (34)(i) und ist gra-
phisch dargestellt wie in (34)(ii).
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(34) ®
p . [Ax[laufen’(x)] — Az[schnell’(laufen’(z))]
AP[Az[schnell'(P(z)]] : {Ax [schwimmen'(x)] — Az[schnell’(schwimmen’(z))]
(i)
Ax[laufen’(x)] Az[schnell’(laufen’(z))]
[Peter ] [Peter
Fritz l‘»l Fritz \
Maria — 5 0 Maria ;g
Clara7 Clara /
Otto Otto
AP[Az[schnel’(P(z)]]: | — - — —
[Peter 7 [Peter 7
Fritz s: 0 Friz— 3 0

Maria — 5. 1 —> | Otto / 1
Clara 7 Clara /
Otto Maria

L — L —J
L f f _

Ax[schwimmen’(x)] Az[schnell’(schwimmen’(z))]

Wenn wir Adverbien so iibersetzen, wie wir es in (31) getan haben, so ergibt sich aus
ihrer internen Struktur nicht nur der angemessene Typ, sondern nach funktionaler
Applikation mit einem VP-Denotat wieder ein VP-Denotat.

Als weiteres Beispiel fiir die Abstraktion von Variablen, die einen komplexen
Typ haben, betrachten wir das einstellige Pradikat trinken’ in der Ubersetzung (35)(ii)
des Satzes (35)(i) mit dem Typ <e,t>. Wenn das Individuum Peter’ auf den Wahrheits-
wert 1 abgebildet wird, so besagt dies, daB Peter trinkt.

(35) (i) Peter trinkt.
(i) trinken’(Peter’)

Nun mag es aber sein, daB Peter auch noch andere Dinge tut, etwa daB er it oder
raucht oder redet oder Maria liebt oder irgendetwas anderes. Wenn wir all die Tatig-
keiten, Prozesse und Zustiinde, die Peter gerade ausfiihrt oder in denen er sich gerade
befindet, gemeinsam ausdriicken wollen, so miissen wir von der speziellen Tétigkeit
des Trinkens abstrahieren. Genau dies konnen wir ebenfalls mit dem A-Operator
ausdriicken, indem wir fiir trinken’ eine Variable einsetzen. Diese Variable, wir wollen
sie P nennen, steht nun fiir ein beliebiges, aber feststehendes VP-Denotat.

(36) P(Peter’)



7.4. Syntax und Semantik des A-Operators 147

Der Ausdruck in (36) ist keine Funktion, sondern ein Funktionswert an der Stelle P.
Erst wenn wir die Variable P A-abstrahieren, wird daraus eine Funktion, die jedes
VP-Denotat, das auf Peter zutrifft, auf 1 abbildet und jedes andere auf 0.

(37) () AP[P(Peter)]

53 D<el>
(i) D, " : D. v~ 4D, |77 4D

Da P den Typ <e,t> hat, ist die Funktion in (37)(i) vom Typ <<e,t>t>, d.h. sie ist eine
Funktion von (Funktionen von Individuen in Wahrheitswerte) in Wahrheitswerte, wie
dies in (37)(ii) graphisch dargestellt ist. Sie nimmt einen Ausdruck vom Typ <e,t> als
Argument, d.h. ein VP-Denotat, und bildet es auf einen Wahrheitswert ab. Mégliche
Argumente dieser Funktion sind daher VP-Denotate wie schlafen’, (die Katze strei-
cheln)', trinken', rauchen', (Maria lieben)’ usw. Indem VP-Denotate Mengen von
Individuen sind, bildet ein Subjekt-Denotat Mengen von Individuen auf Wahrheits-
werte ab. Da das Denotat von schlafen’ die Menge der Individuen ist, die schlafen,
bildet die Funktion in (37)(i) diese Menge auf den Wert 1 ab, wenn Peter in ihr
enthalten ist. Ist Peter in der Menge nicht enthalten ist, so wird sie auf O abgebildet.

Diese Art von Funktionen werden uns im néchsten Kapitel iiber die Semantik von
Nominalphrasen wieder begegnen, und wir werden sehen, daf sie die Grundlage fiir
eine kompositionelle Theorie der Quantifikation bilden.

7.4. Syntax und Semantik des A-Operators

Nachdem wir einige Anwendungen mit dem A-Operator betrachtet und ein Verstéindnis
fiir seine Wirkungsweise entwickelt haben, wollen wir seine Verwendung formal
definieren. Dazu schreiben wir zunéchst eine syntaktische Regel, die festlegt, welche
Ausdriicke mit einem A-Operator wohlgeformt sind. Diese Regel ist im wesentlichen
eine Definition fiir die A-Abstraktion, die wir bereits kennengelernt haben.

(38) Syntaktische Regel fiir den A-Operator: (A-Abstraktion)
Wenn x eine Variable vom Typ a und ¢(x) ein wohlgeformter Ausdruck vom
Typ b ist, in dem x frei vorkommt, dann ist Ax[@(x)] ein wohlgeformter Aus-
druck vom Typ <a,b>.

Da wir unserer Tradition treu bleiben wollen, daB jeder syntaktischen Regel eine
semantische Regel zuzuordnen ist, miissen wir uns iiberlegen, in welcher Weise
A-Ausdriicke in einem Modell interpretiert werden. Wir machen uns dies an dem
einfachsten Fall einer Funktion vom Typ <e,t> klar, den wir anschlieBend fiir beliebige
Funktionen vom Typ <a,b> verallgemeinern. Wir wissen bereits, daB eine Funktion
vom Typ <e,t> eine charakteristische Funktion ist und daB eine solche Funktion alle
Individuen auf einen Wahrheitswert abbildet. Im folgenden soll sie dariiber hinaus in
jedem Modell die semantischen Werte liefern, die der Modellstruktur jeweils ent-
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sprechen. Wir miissen also fragen, wie Funktionen, die mit Hilfe des A-Operators
konstruiert sind, relativ zu einem gegebenen Modell aussehen. Der Ausdruck in (39)(i)
ist eine allgemeine Funktion, die wir als Ubersetzung des Verbs schlafen annehmen.
Relativ zu verschiedenen Modellen bildet diese Funktion i.d.R. nicht stets die gleichen
Individuen auf die gleichen Wahrheitswerte ab, denn die Modelle kdnnen ganz unter-
schiedlich strukturiert sein. Um eine semantische Regel zu formulieren, die uns zu
jedem Modell die konkrete Abbildung zu der allgemeinen Funktion in (39)(i) angibt,
miissen wir festlegen, wie die allgemeine Funktion relativ zu einem Modell aussieht.
Dies wird durch die Funktion h in (39)(ii) ausgedriickt.

(39) (i) Ax[schlafen’(x)]
(i) h = |I)»x[schlafen’(x)]]|Mg
(iii) h: D, - D,

Die Variable x in Ausdriicken der Art schlafen'(x) haben wir in der Pridikatenlogik
mittels der Variablen-Belegungsfunktion g und ihren Alternanten interpretiert. Wir
versuchen jetzt, die Funktion h mit Hilfe von Variablen-Belegungen anzugeben. Dazu
iiberlegen wir uns, daB fiir ein beliebiges Individuum u € D (40) gilt.

0) [schlafen' )™ = [schlafen’@)™.

Das Denotat dieses Ausdrucks ist ein Wahrheitswert. Die Funktion h soll nun jedes
Element von D, auf einen Wahrheitswert abbilden, so daB fiir die Funktion h (41)
gelten muB.

(41) h(u) = [schlafen'x)I"™® , fiir alle u € D.

Dies bedeutet, daB die Funktion h jedem Individuum aus D gerade den Wahrheitswert
zuordnet, den das Individuum als Argument des Pridikats schlafen’ in M hat. Das ist
aber genau die charakteristische Funktion Ax/schlafen’(x)], mit dem Unterschied, daB
wir deren Werte mit Hilfe der Variablen-Belegungen g festgelegt haben.

Die Regel in (38) behandelte speziell den Typ <e,¢t>. Wir formulieren nun in
(42) eine korrespondierende semantische Regel fiir einen A-Ausdruck mit dem allge-
meinen Typ <a,b>.

(42) Semantische Regel fiir den A-Operator:
Wenn x eine Variable vom Typ a und ¢(x) ein Ausdruck vom Typ b, in dem x
frei vorkommt, dann ist [l[l)nx[q)(x)]]]M'g diejenige Funktion h von D, nach D,, fiir

die gilt: hu) = [p() "™, fiir alle u € D,.

Die Regel scheint kompliziert, ist es aber nicht. Ewas verkiirzt gesagt, legt sie als
Funktionswerte eines A-Ausdrucks gerade dessen Denotat bezgl. eines bestimmten
Modells fest.
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Betrachten wir zur Kldrung dieser Prinzipien ein weiteres Beispiel mit einer Funktion
vom Typ <<e,t>t>. Den Ausdruck in (43)(i) iibersetzt die Funktion in (43)(ii). Die
Variable P ist vom Typ <e,t> und steht fiir ein VP-Denotat.

(43) () [ Alle Kinder]
(i) h = AP[Vx[Kind'(x) ~ P&x)]]
(iii) h: D, ~ D,

Wir iiberlegen uns, wie die Funktion h aussieht. In dem Modell in (44) gilt, daB Peter
und Luise Kinder sind und sonst niemand. Beide Kinder schlafen, aber nur Luise

schnarcht. Maria und Clara sind Erwachsene; beide wandern, aber nur Clara raucht.

(44) fwandern’® [schlafen’}# [schnarchen’®
\ |

o) (2

[Erwachsene’® [rauchen’]*® [Kind’[M®

Da die Funktion h in (43)(ii) vom Typ <<e,t>,t> ist, bildet sie Mengen von Individuen
(charakteristische Funktionen) auf Wahrheitswerte ab. Diejenigen Mengen, in denen
alle Kinder enthalten sind, werden auf 1 abgebildet, die anderen Mengen auf 0. Wenn
wir diesen Sachverhalt nun im Sinne von (42) mittels der Variablen-Belegungen g’
ausdriicken, so muB die Funktion g der Variablen P nacheinander jede charakteristische
Funktion zuweisen. Da in M das Denotat von vier einstelligen Pridikaten festgelegt ist,
erhalten wir vier Variablen-Belegungen g’. Wenn wir von drei Variablen P, Q, R fiir
einstellige Pridikate ausgehen, dann lassen sich die P-Alternanten von g folgender-
maBen definieren.

(45)

P — schlafen P — schnarchen
g = g;chlafen : |Q — schnarchen g;chnarchen : |Q — schnarchen
R — wandern R — wandemn
P — wandemn P — rauchen
;/andem : |Q — schnarchen gi,aUChen : |Q — schnarchen
R — wandemn R — wandern

Die Regel fiir den A-Operator besagt, daB der Ausdruck AP[Vx[Kind'(x) ~ P(x)]]
gerade diejenige Funktion von D.,,. nach D, ist, fiir die gilt:

(46) h(u) = [¥x[Kind'(x) - PeO]T™? | fiir alle u aus D,
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Wir miissen daher die Funktion h fiir alle u € D.,,, betrachten. Die Argumente u sind

jeweils charakteristische Funktionen. Die Funktion h bildet diese auf einen (Wahr-

heits-) Wert aus D, ab, und da h iiber der gesamten Menge D_,,. definiert ist, tut sie

dies fiir jede charakteristische Funktion.

schlafen

@47) () h(schlafen) = [Vx[Kind'x) ~ Px)] TP

= [vx[Kind'(x) ~ schlafen’(x)]I =1

schnarchen

(i) h(schnarchen’) = [vx[Kind'(x) ~ Pe)]T P
= [vx[Kind'(x) ~ schnarchen'(x)] " =0

wandern

(iii) h(wandern) = [vx[Kind'x) ~ Pe)] TP
= [vx[Kind'(x) - wandern'(x)]I" =0

rauchen

(iv) h(rauchen’) = [Vx[Kind'(x) - Pe0)]T P
= [vx[Kind'(x) -~ rauchen’(x)]]]M =0

In dem Modell M gilt, daB alle Kinder schlafen. Nach der Definition von h wird das
Denotat von schlafen’ auf den Wert 1 abgebildet. Da nicht alle Kinder schnarchen
(sondern nur Luise), bildet h das Denotat von schnarchen’ auf 0 ab, und da in den
Denotaten von wandern’ und rauchen’ iberhaupt kein Kind enthalten ist, werden auch
diese beiden Mengen auf 0 abgebildet. Die Funktion h ist gerade so beschaffen, da§
sie alle Mengen von Individuen in D, in denen alle Kinder enthalten sind, auf 1 und
alle anderen Mengen auf O abbildet. Sie driickt also genau das aus, was im Modell der
Fall ist.

Wir sind eben etwas salopp vorgegangen, um die doch recht komplizierte Kon-
zeption der Funktion h deutlich zu machen. Strikt gesprochen miifiten wir auch die
Denotate von Kind' und Erwachsene’ mit betrachten, da auch sie Mengen von Indivi-
duen und damit Funktionen vom Typ <e,t> sind. Was dabei herauskommt, ist, da fiir
alle Individuen x gilt, wenn x ein Kind ist, dann ist x ein Kind, was trivialerweise
wahr ist, wie (48)(i) zeigt. Genauso erhalten wir in (48)(ii) das richtige Resultat fiir
den offensichtlich falschen Satz: Fiir alle Individuen x gilt, wenn x ein Kind ist, dann
ist x ein Erwachsener.

Kind
(48) (i) h(Kind') = [Vx[Kind'(x) ~ P(x)] 1P
= [vx[Kind'(x) -~ Kind'x)]I"* =1

Erwachsene
(ii) h(Erwachsene’) = [Vx[Kind'(x) ~ P(x)]T"%
= [vx[Kind'(x) -~ Erwachsene’(x)]]]M =0

Nachdem wir uns ausgiebig mit der Typentheorie, dem A-Operator und Funktionen
beschiftigt haben, wollen wir die dabei vertraut gewordenen formalen Methoden und
Prinzipien zusammen mit den Regeln der Pradikatenlogik zu einer neuen Sprache
zusammenfassen, die wir La: nennen.
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7.5. Ubungsaufgaben

1.

A-abstrahiere in den folgenden Ausdriicken die Variablen x, y, z und p in der
Reihenfolge, so daB die spiteren A-Konversionen der Abfolge
direktes Objekt < indirektem Objekt < Subjekt
entsprechen.
(i) schlafen’(x)
(ii) (streicheln'(y))(x)
(iii) (glauben'(p))(x)
(iv) ((entnehmen’(z))(y))(x)
(v) (verfiihren'(x))(y)

Von welchem Typ sind die Funktionen in (i)-(vi), wenn x, y jeweils vom Typ e,
p vom Typ t und P, Q jeweils vom Typ <e,t> sind:
(i) Ax[schlafen’(x)]
(iiy Ay[Ax[(streicheln'(y))(x)]]
(iii) Ap[Ax[(glauben’(p))(x)]]
(iv) AQ[Ayl[klein'(y) A Q(y)]]
(v) AQ[Zx[Hund'(x) A Q(x)]]
(vi) AP[P(Peter’)]

Wende A-Konversion bei den folgenden Ausdriicken an:

(i) Ax[schlafen’(x)] (Peter’)

(i) Ay[Ax[(streicheln’(y))(x)]] (Katze’) (Maria’)
(iii) Ap[Ax[(glauben'(p))(x)]] ([daB Schnee weiB ist]) (Clara’)
(iv) AQ[Ay[klein'(y) A Q(y)]] (Ax[Hund'(x)])

(v) AQ[3x[Hund'(x) A Q(x)]] (Az[bellen'(z)])
(vi) AP[P(Peter)] (AQ[Ax[schnell'(Q(x))]] (Az[trinken'(z)]))
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Bevor wir beginnen, wollen wir uns verdeutlichen, da8§ La, eine wesentlich ausdrucks-
stérkere Sprache ist als L,. In L, hatten wir die Quantoren so definiert, da wir iiber
Individuen-Variablen (bzw. liber Variablen vom Typ e) quantifizieren konnten. Eine
Sprache, in der genau dies mdglich ist, nennt man eine Sprache erster Ordnung. In
diesem Sinne ist die 1 in dem Namen L, zu verstehen. Eine Sprache, in der Quantifi-
kation iiber Funktionen von Individuen mdglich ist, nennt man eine Sprache zweiter
Ordnung, und eine Sprache, in der Quantifikation iiber Funktionen von Funktionen von
Individuen moglich wird, heifit eine Sprache dritter Ordnung usw. Die Sprache La, ist
eine Sprache n-ter Ordnung fir beliebig wihlbares n. Dies beruht im wesentlichen
darauf, da wir mit dem A-Operator Variablen beliebigen Typs abstrahieren koénnen,
so daB Funktionen beliebigen Grades konstruierbar sind. In diesem Sinne werden auch
die Quantoren 3 und V der Pradikatenlogik fiir Variablen beliebigen Typs definiert.

Wir iiberlegen uns nun, welche Ausdriicke in der Sprache La. auftreten sollen.
Eine erste Zusammenstellung findet sich in (1).

(1) (i) alle Ausdriicke, die mit der Pradikatenlogik gebildet werden kénnen
(ii) alle Typen
(iii) alle Ausdriicke, die mit dem A-Operator gebildet werden kdnnen

Analog zu unserer Vorgehensweise in L, werden wir zunichst das Vokabular unserer
neuen Sprache festlegen. Sodann formulieren wir die syntaktischen Regeln, und
schliefilich geben wir die Denotate fiir die einzelnen Ausdriicke relativ zu einem
Modell M an.

8.1. Die Basiseinheiten von La

Zu L, soll die Menge der Typen gehoren, so daB jeder Ausdruck einem Typ zuge-
wiesen werden kann.

(2) Die Menge T der Typen definieren wir rekursiv, wie gehabt:
(i) e,t €T.
(ii) Wenn a, b € T, dann ist <a,b> € T.
(iii) Nichts sonst ist in T.

Dariiber hinaus legen wir fest, da die Ausdriicke in (3) zum Vokablar gehoren.

(3) andere elementare Ausdriicke:
(i) zu jedem Typ a eine Menge KONST, von Konstanten vom Typ a
(ii) zu jedem Typ a eine Menge VAR, von Variablen vom Typ a
(iii) die Konnektoren der Aussagenlogik: -, A, V, -, «
(iv) die Quantoren der Pridikatenlogik: V, 3
(v) der Lambda-Operator: A
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Mit (2) gehoren alle Typen zum Vokabular. Mit (3)(i) kénnen wir Ausdriicke wie
Adverbien vom Typ <<et>,<e,t>> in La: aufnehmen, was in der Priadikatenlogik nicht
moglich war. Dort konnten Pradikate nur mit Termen, also Individuen-Konstanten oder
-Variablen, kombiniert werden. In Li, diirfen Ausdriicke vom Typ <a,b> mit Ausdriicken
vom Typ b kombiniert werden, wobei a und b aber jeweils beliebig komplex sein
kénnen. Da Adverbien keine Terme, sondem Funktionen iiber Individuen als Argumente
nehmen, war diese Art der Kombinatorik in der Pradikatenlogik iiberhaupt nicht definiert.
Mit (3)(ii) haben wir die Mdglichkeit, Variablen beliebigen Typs in Li: aufzunehmen. In
der Sprache L, standen uns nur Variablen fiir Individuen zur Verfiigung. Die Elemente
in (3)(iii) bis (3)(v) sind uns inzwischen hinreichend bekannt und miissen nicht mehr
erdrtert werden. Wir konnen uns somit den syntaktischen Regeln zuwenden.

8.2. Die Syntax von Li,

Um alle komplexen Ausdriicke von L, festzulegen, definieren wir rekursiv die Menge
ME, (:= meaningfull expressions of type a) der bedeutungstragenden Ausdriicke vom
Typ a, gerade so, wie wir es mit der Menge der wohlgeformten Formeln der Aus-
sagenlogik und der Menge der Formeln der Pridikatenlogik getan haben. Wir defi-
nieren die Menge ME, rekursiv in (4).

(4) Syntaktische Regeln von L,
Fiir alle Typen a und b gilt:
(i) Jede Konstante und jede Variable vom Typ a ist Element von ME,.
(i) Wenn @ € ME, und x € VAR,, dann ist Ax[@] € ME_,..
(iii) Wenn @ € ME_,,, und x € ME,, dann ist @(x) € ME,.
(iv) Wenn ¢, € ME, Formeln sind, dann sind die folgenden Ausdriicke Ele-
mente von ME: 7@, @ Ay, @ VY, ¢ =~ ¢, ¢ - .
(v) Wenn @ € ME, und x € VAR, ist, dann sind
a. Vx@
b. Ixo
Elemente von ME,
(vi) Nichts sonst ist in ME,.

(4)(i) sagt uns, daB alle Konstanten und Variablen von beliebigem Typ a bedeutungs-
tragende Ausdriicke sind. (4)(ii) entspricht der Regel der A-Abstraktion und erlaubt
uns, Variablen beliebigen Typs von Ausdriicken beliebigen Typs zu abstrahieren. Die
dabei entstehenden Funktionen sind wieder bedeutungstragende Ausdriicke mit ent-
sprechendem Typ. (4)(iii) entspricht der Regel der Funktionalen Applikation. Eine
Funktion vom Typ <a,b> darf auf ein Argument vom Typ a angewendet werden, und
der Funktionswert ist ein bedeutungstragender Ausdruck vom Typ b. Mit (4)(iv)
nehmen wir die Konnektoren der Aussagenlogik in die Sprache L, auf und mit (4)(v)
die Quantoren der Pradikatenlogik. Fiir letztere ist zu beachten, daB die Variablen, iiber
die quantifiziert wird, nicht mehr Individuen-Variablen sein miissen, sondern ebenfalls
einen beliebigen Typ haben diirfen. Damit wird L., zu einer Sprache héherer Ordnung.
(4)(vi) besagt schlieBlich, da in ME, nur Ausdriicke enthalten sein diirfen, die in
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(4)(i) bis (4)(v) definiert sind. Wir sehen, daB Lx. wesentlich mehr Ausdriicke enthal-
ten kann als die Sprache L,. Im folgenden Abschnitt stehen wir erneut vor der Auf-
gabe, zu den syntaktischen Regeln die semantischen Interpretationsregeln anzugeben.

8.3. Die Semantik von L

Dazu behandeln wir zunéchst die moglichen Denotate fiir Ausdriicke eines bestimmten
Typs. Auch hierbei gehen wir rekursiv, gemi$ der syntaktischen Definition der Typen
in (2) vor. Wenn D die (nicht-leere) Diskursdoméne und a der Typ eines beliebigen
Ausdrucks von L, ist, dann nennen wir D, die Menge der méglichen Denotate von
Ausdriicken vom Typ a. Auch diese Menge definieren wir rekursiv, wobei T die Menge
aller semantischen Typen ist.

(5) @& D.=D
(ii) D, = {0,1}
(ili) Fiir alle a, b € T ist D, = DbDa , d.h. die Menge der Funktionen von D,
nach D,.

Ein mogliches Denotat fiir einen Ausdruck vom Typ e ist ein Element der Diskurs-
domine. Die Menge der mdglichen Denotate eines Ausdrucks vom Typ e ist folglich
die Menge aller Individuen, also D. Die Menge der méglichen Denotate fiir einen
Ausdruck vom Typ t ist die Menge der Wahrheitswerte, also {0,1}. Damit haben wir
fiir die beiden elementaren Ausdriicke e und t die Menge der moglichen Denotate
festgelegt. Fiir jeden beliebigen Typ <a,b> ist die Menge der Funktionen von D, nach
D, ein mogliches Denotat.

Wir wissen jetzt zu jedem Ausdruck eines bestimmten Typs, was dessen mdg-
liches Denotat ist. Mit Hilfe der nun zu formulierenden semantischen Regeln legen wir
fest, was gewissermaBen ein wirkliches Denotat eines Ausdrucks ist, indem wir fiir ein
Modell M = <D,F> bestimmen, was der in Frage stehende Ausdruck in M denotiert.

(6) Semantische Regeln von L
(i) Wenn o eine nicht-logische Konstante ist, dann ist [a]"* = F(«).
Wenn x eine Variable ist, dann ist [x]"e = g(x).
(ii) Wenn x eine Variable vom Typ a ist und ¢(x) ein Ausdruck vom Typ b, in
dem x frei vorkommt, dann ist |[)»x[(p(x)]]]Mg diejenige Funktion h von D,
nach D, fiir die gilt: u
h@) = [o "™ fiir alle u € D,.
(iliy Wenn ¢ € ME.,,, und x € ME,, dann ist: [ex)I"® = [oI"*(xI"*).
(iv) Wenn ¢,y € ME,, dann ist:

[-I™® = Al™
[p Aol = [oI** ALyl
[o vuyl™ = [l vIyI™

[p - ¢l = [oI* -[yI™
lo - ¢ = [oI" - [yI"®
wobei die Wahrheitswert-Tabellen der Aussagenlogik gelten.
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(v) Wenn @ € ME, und x eine Variable vom Typ a ist, dann gilt:
a. [vx@I"® = 1, gdw. fiir alle Variablen-Belegungen g, die genauso definiert
sind wie g, auler daB sie an der Stelle x alternieren diirfen, gilt: [[(p]]M’g' = 1.
b. [[E!x(p]]M’g = 1, gdw. fiir (mindestens) eine Variablen-Belegung g', die genau-
so definiert sind wie g, auBer daB sie an der Stelle x alternieren darf, gilt:

[oI"® = 1.

Die Funktion F weist den nicht-logischen Konstanten ihr jeweiliges Denotat gema8 der
Regel (6)(i) zu. Die Denotate der Variablen, die jetzt von beliebigem Typ sein diirfen,
werden wieder mit Hilfe der Variablenbelegung g festgelegt. A-Abstraktion in (6)(ii)
wird genauso interpretiert, wie wir es bereits im letzten Kapitel kennengelernt haben,
namlich als diejenige Funktion h, die jedem Ausdruck vom Typ a genau denjenigen
Ausdruck vom Typ b zuordnet, den der Ausdruck in M hat. Funktionale Applikation
wird gemiB (6)(iii) so interpretiert, daf} sich das Denotat einer Funktionsanwendung
aus dem Denotat der Funktion und dem Denotat des Arguments ergibt. Die Regeln
(6)(iv) und (6)(v) sind uns bekannt. Die Denotate der aussagenlogischen Konnektoren
ergeben sich ebenfalls kompositionell aus den Denotaten der Ausdriicke vom Typ t,
verbunden mit dem jeweiligen Konnektor. Die Quantoren der Prédikatenlogik quantifi-
zieren iiber Variablen beliebigen Typs in Ausdriicken vom Typ t, also Formeln. Die
Variablen-Belegungen g’, die wie g definiert sind, aber in u alternieren diirfen, weisen
den Variablen vom Typ a jetzt Konstanten vom Typ a zu.

Ein Resiimee und ein Ausblick auf das Kommende scheint an dieser Stelle
angebracht. Wir haben im Kapitel iiber Mengenlehre kennengelernt, welche formalen
Mittel zur Beschreibung von Welt-Modellen verfiigbar sind, und haben Individuen-
Mengen und die Beziehungen, die zwischen Individuen und Mengen bestehen konnen,
mengentheoretisch erfafit. Mit den Mitteln der Aussagenlogik und der Pradikatenlogik
waren wir in der Lage, einfache Sétze des Deutschen in eine formale Sprache zu
iibersetzen und die formalisierten Ausdriicke relativ zu Modellen von der Welt zu
interpretieren. Mit der Einfithrung der Typentheorie haben wir schlieflich die Kombi-
natorik von Ausdriicken durch Funktionen und Argumente festgelegt, und mit Hilfe
des A-Kalkiils ist es uns dariiber hinaus gelungen, zu jedem Ausdruck eine Funktion
zu konstruieren. Grundsitzlich konnten wir erreichen, daB die semantischen Strukturen
stets parallel zu den syntaktischen Strukturen des Deutschen konstruiert wurden. Zu
guter Letzt haben wir all diese Ergebnisse in der Sprache Li: zusammengefaft.

In den vorherigen Kapiteln standen die semantischen Strukturen von verbalen
Ausdriicken im Zentrum unserer Betrachtungen, und die nominalen Ausdriicke sind im
Verhiltnis dazu relativ vernachléssigt geblieben. In dem néchsten Kapitel werden wir
daher die Struktur von Nominalphrasen eingehend untersuchen und bis zu einer
kompositionellen Theorie der Quantifikation vordringen. Damit wird es mdoglich sein,
auch die Quantifikation mittels funktionaler Applikation zu behandeln. Im AnschluB
daran werden wir den Faktor Zeit in unsere Theorie integrieren, um auch Sitze mit
einem anderen Tempus als dem Prdsens zu interpretieren. Wir bendtigen dazu Konzep-
te, die es uns erlauben, iiber unsere Welt zu anderen Zeiten zu reden. Hierbei gilt es
zu beachten, daf wir in jeder natiirlichen Sprache nicht nur {iber unsere Welt, wie sie
war, ist und sein wird, reden kénnen, sondern auch dariiber, wie die Welt hitte anders
sein kénnen, aber nicht ist. Die damit verbundenen Fragen erdrtern wir in den Kapiteln
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Temporalsemantik und Modallogik. In dem darauffolgenden und letzten Kapitel iiber
intensionale Logik werden wir ein formales Konstrukt angeben, welches alle Eigen-
schaften einer Bedeutung hat, wie wir sie intuitiv verstehen. Wenn wir in diesem Sinne
davon ausgehen, daf} wir wissen, was ein Satz bedeutet, wenn wir wissen, wie die
Welt beschaffen sein muf}, damit er wahr ist, so benétigen wir ein Konstrukt, das uns
zu einem Satz in jeder Situation sagt, ob er wahr ist oder nicht. Dieses Konstrukt ist,
wie nicht anders zu erwarten, eine komplexe Funktion. Wir werden sie im letzten
Kapitel kennenlernen.



9. Semantik der Nominalphrasen

Bisher haben wir zur Bezeichnung von Individuen in unseren Modellen stets Eigennamen
wie Peter', Maria', Otto' usw. verwendet. Diesen Ausdriicken haben wir den Typ e
zugewiesen, so daB eine VP-Ubersetzung vom Typ <e,t> auf einen solchen Ausdruck
funktional appliziert werden kann und zu einem Ausdruck vom Typ t fiihrt. Wir wieder-
holen diesen Zusammenhang in (1)(i). Syntaktisch gesehen entspricht er der Verbindung
einer Subjekt-NP mit einer VP zu einem Satz, wie dies in (1)(ii) dargestellt ist.

1 @ t (ii) S

/\ /\
e <e,t> NP VP

Nun gibt es in natiirlichen Sprachen und insbesondere im Deutschen auch ganz andere
Typen von Nominalphrasen, etwa solche wie in (2).

(2) (i) der Hund
(ii) der braune Hund
(iii) der schwarze Hund von Baskerville
(iv) der Hund, der die Katze gejagt hat

In diesem Kapitel wollen wir die Semantik solcher Nominalphrasen genauer betrach-
ten. Wir gehen so vor, daB§ wir zunéchst die Determinatoren (Artikelworter) ignorieren
und uns nur die nominalen Ausdriicke mit den zugehdrigen Modifikatoren ansehen. Im
Anschluf} daran werden wir die Semantik der Determinatoren behandeln, um auch die
Interpretation komplexer Nominalphrasen kompositionell herzuleiten. Wir beschréinken
uns zu Beginn auf Subjekt-Nominalphrasen, um die relevanten Uberlegungen deutlich
zu machen. In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels wenden wir uns dann der
Behandlung von Objekt-Nominalphrasen zu.

9.1. Modifikatoren in Nominalphrasen

Wir fragen zunéchst, welches Denotat die nominalen Ausdriicke in (3) haben, in denen
kein Determinator auftritt.

(3) (i) Hund
(ii) brauner Hund
(iii} schwarzer Hund von Baskerville
(iv) Hund, der die Katze gejagt hat

Der Ausdruck Hund' denotiert die Menge aller Individuen x, fiir die gilt, daB x ein
Hund ist. So gesehen ist Hund' also ein Pradikatsausdruck, der fiir genau diejenigen
Individuen gilt, die Hunde sind. Diese Individuen bilden die Menge in (4)(i), die in
(4)(iii) graphisch dargestellt wird. Die entsprechende charakteristische Funktion dieser
Menge, die wir jetzt mit Hilfe des A-Operators formulieren kénnen, ist eine Funktion
von Individuen in Wahrheitswerte und damit vom Typ <e,t> wie in (4)(ii), so daB die
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Denotate gewohnlicher Nomina wie Hund, Katze, Auto, Tisch usw. Mengen von
Individuen bzw. charakteristische Funktionen denotieren.

@) (i) [HundT"® = {x/ x ist ein Hund}
(i) Ax[Hund'(x)]

(iii)
[Hund'™# M

Jedes Individuum, das von dieser Funktion auf 1 abgebildet wird, hat die Eigenschaft,
ein Hund zu sein, und jedes auf 0 abgebildete Individuum hat diese Eigenschaft nicht.

Wenn wir den nominalen Ausdruck in (3)(ii) (brauner Hund)' betrachten, so
konnen wir dessen Denotat als den Durchschnitt der Menge [HundT"® mit der Menge
all derjenigen Individuen auffassen, die braun sind. Diese Menge ist in (5)(i) dar-
gestellt und kann entsprechend mit der charakteristischen Funktion in (5)(ii) ausge-
driickt werden. In dem Mengendurchschnitt in (5)(iii) befinden sich alle braunen Hunde.

(5) () [(brauner HundyT*®* = [HundT"*  [braunT"®
= {x/ x ist ein Hund und x ist braun}
(ii) Ax[Hund'(x) A braun’(x)]
(iii) ™
[Hund’ s [braun’j*#

[(brauner Hund)'[*#

Die mit Hilfe des A-Operators dargestellte Funktion in (5)(ii) bildet jedes Individuum
auf den Wert 1 ab, das sowohl die Eigenschaft, ein Hund zu sein, als auch die Eigen-
schaft, braun zu sein, aufweist. Alle Individuen, die nicht beide Bedingungen gemein-
sam erfiillen, werden auf 0 abgebildet.

Das Denotat des nominalen Ausdrucks in (3)(iii) (schwarzer Hund von Basker-
ville)' ist der Durchschnitt aus den drei Mengen [HundT"%, [schwarzI™® und der
Menge aller Individuen, die auf Baskerville leben. Die entsprechende charakteristische
Funktion sowie eine graphische Darstellung findet sich in (6)(ii) und (6)(iii).
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(6) () [(schwarzer Hund von Baskerville)T"
= [schwarzI** A [HundT"® N [(von Baskerville)T"
= {x/ x ist schwarz und x ist ein Hund und x von (= lebt auf) Baskerville}
(ii) Ax[schwarz'(x) A Hund'(x) A (von Baskerville)'(x)]
(iif)

[M]

[(schwarzer Hund von Baskerville)'[V#

[schwarz/[M¢ [Hund' M

[(von Baskerville)[M#

In dem nominalen Ausdruck in (3)(iv) (Hund, der die Katze gejagt hat)’, tritt ein
Relativsatz-Modifikator auf. Dabei denotiert der Ausdruck den Durchschnitt der Menge
[HundT"® mit der Menge aller Individuen, die die Katze gejagt haben. (7) zeigt die
relevanten Darstellungen fiir das Denotat.

(7 (i) [(Hund, der die Katze gejagt hat)T"®
= [HundT"®  [(hat die Katze gejagt)T"*
= {x/ x ist ein Hund und x hat die Katze gejagt}
(i) Ax[Hund'(x) A (hat die Katze gejagt)(x)]
(iii)

M]

[Hund™#  [(hat die Katze gejagt)TM®

[(Hund, der die Katze gejagt hat)TM®

Wie wir an den Graphiken leicht sehen kénnen, bilden die Denotate der Modifikatoren
Schnittmengen mit dem Denotat des Hauptnomens in der NP, so daB auch die kom-
plexen Ausdriicke wieder Mengen von Individuen denotieren. Die mengentheoretische
Durchschnittsbildung entspricht der logischen Verkniipfung mit der Konjunktion.

Bei den Modifikatoren handelt es sich jeweils um ein attributives Adjektiv, ein
Pripositional-Attribut und einen Relativsatz. Diesen Modifikationsarten entsprechen
- syntaktisch gesehen - die Strukturen in (8).
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® O (i) PP (iif) CP

In allen drei Féllen sind die Modifikatoren an die untere NP adjungiert. Mit Hilfe der
Typentheorie konnen wir zu diesen syntaktischen Strukturen die parallelen semanti-
schen Strukturen in (9) angeben.

(6] (i) (i)
Get> Czet> Czet>
<<e,t>,<et> > (=<et> <<et><et>> @ <<et>,<et>>

<e,t> <e,t> <e,t>

Da die eingekreisten unteren NPn in (8) jeweils eine Menge von Individuen denotieren
und damit vom Typ <e,t> sind, die oberen NPn aber ebenfalls Mengen von Individuen
denotieren und demselben Typ <et> zugeordnet werden, miissen die adjungierten
Modifikatoren AP, PP, CP den Typ <<e,t>,<eit>> haben. Dies wird anhand der
korrespondierenden Einkreisungen in (9) deutlich. NP-Modifikatoren sind in diesem
Sinne Funktionen von NP-Denotaten in NP-Denotate. Attributive Adjektive, Priposi-
tional-Attribute und (restriktive) Relativsitze miissen wir daher als Funktionen von
Mengen von Individuen in Mengen von Individuen auffassen.

Wir betrachten erneut die charakteristische Funktion des nominalen Ausdrucks
(brauner Hund)', hier wiederholt als (10)(i). Wollen wir eine unabhingige Ubersetzung
fiir das attributive Adjektiv braun erhalten, so dréingt sich die Uberlegung auf, da8 wir
in dem Gesamt-Ausdruck (10)(i) von dem N-Ausdruck Hund' abstrahieren miissen.
Nun haben wir in der Sprache Li« Variablen von beliebigem Typ vorgesehen, also
insbesondere Variablen vom Typ <e,t> Um die Intuition von der Abstraktion des
N-Ausdrucks Hund' zu formalisieren, ersetzen wir diesen Ausdruck durch eine Varia-
ble P vom Typ <e,t> und fiihren an P A-Abstraktion durch wie in (10)(ii) und (10)(iii).

(10) (i) Ax[braun’(x) A Hund'(x)] Typ: <e,t>
(ii) Ax[braun'(x) A P(x)] Typ: <et>
(iii) AP[Ax[braun’(x) A P(x)]] Typ: <<e,t>,<et>>

Mit der Abstraktion der Variablen P vom Typ <e,t> erhalten wir eine Funktion vom
Typ <<e,t>,<e,t>> als Denotat des artributiven Adjektivs braun. Diese Funktion nimmt
als Argument ein N-Denotat (vom Typ <e,t>) und bildet es wieder auf ein N-Denotat
(vom Typ <e,t>) ab.

Wie uns die A-Konversionen in (11) zeigen, erhalten wir durch funktionale
Applikation wieder den Anfangsausdruck in (10)(i). Wir A-konvertieren in einem
ersten Schritt die kursiv gesetzte Variable P gegen den Ausdruck Ay/Hund'(y)], was
beim Ubergang von (11)(i) nach (11)(ii) zu sehen ist, und in einem zweiten Schritt
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)t—konvertieren wir die kursiv gesetzte Variable y gegen die Variable x; dies zeigt der
Ubergang von (11)(ii) nach (11)(iii).

(11) (@ AP[Ax[braun’(x) A P(x)]] (Ay/Hund'(y)])
(ii) Ax[braun’(x) A (Ay[Hund'()])(x)]

<=

>
=
g

P
(iii) Ax[braun’(x) A Hund'(x)]

<=1l

>
=
g
<

Indem wir das attributiv verwendete Adjektiv braun iibersetzen wie in (10)(iii),
handeln wir uns nun aber ein Problem mit dem prddikativ verwendeten Adjektiv braun
ein. Der Satz in (12)(i) muB ibersetzt werden wie in (12)(ii), und er ist genau dann
wahr, wenn alle Hunde in der Menge der braunen Individuen enthalten sind.

(12) (i) Alle Hunde sind braun.
(ii) Vx[Hund'(x) - braun’(x)]

Das pradikativ verwendete Adjektiv braun denotiert eine Menge von Individuen und
ist daher vom Typ <e,t>, wie unser Ausgangstyp. Um den Bezug zwischen der attri-
butiven und der pradikativen Verwendung herzustellen, formulieren wir den folgenden
Zusammenhang.

(13) (i) Wenn A ein prddikativ verwendetes Adjektiv ist, dann wird A iibersetzt als
AX[A(X)].
(i) Wenn A ein attributiv verwendetes Adjektiv ist, dann wird A iibersetzt als
AP[AX[A(x) A P(x)]].

Die Ubersetzung in (13)(ii) enthilt die Konjunktion, so daB die Durchschnittsmenge
mit dem NP-Denotat gebildet werden muB}, wahrend dies bei pradikativ verwendeten
Adjektiven nicht erforderlich ist. Wie wir uns leicht klar machen kénnen, miissen
Pripositional-Attribute und Relativsitze eine dhnliche Bedingung erfiillen. Tatséchlich
sind mit diesen Konstruktionen aber weitere Probleme verbunden, die wir an dieser
Stelle nicht erértern wollen. Wir wenden uns im nichsten Abschnitt denjenigen
nominalen Phrasen zu, in denen Determinatoren (Artikelworter) auftreten.

9.2. Generalisierte Quantoren
9.2.1. Quantifikation in L; vs. Quantifikation im Deutschen

Die Sprachen L, und L, verfiigen iiber die zwei Quantoren 3 und V, mit deren Hilfe
sich die natiirlich-sprachlichen Determinatoren (mindestens) ein und alle iibersetzen
lassen. Ein Blick auf die Daten in (14) zeigt uns allerdings, daB im Deutschen weitaus
mehr Mdglichkeiten der Quantifikation bestehen. Wir wollen in diesem Abschnitt nach
einem Weg suchen, wie eine kompositionelle Analyse dieser Nominalphrasen vorge-
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nommen werden kann und wie die Wahrheitsbedingungen von Sitzen, in denen
entsprechende NPn auftreten, zu formulieren sind.

(14) (i) [y (Mindestens) ein Student] raucht.

(ii) [wp Jeder Student] raucht.

(iii) [yp Kein Student] raucht.
(iv) [wp Zwei Studenten] rauchen.
(v) [xp Mehr als die Hilfte der Studenten] rauchen.
(vi) [wp Die meisten Studenten] rauchen.

(vii) [y Viele Studenten] rauchen.

(viii) [y Wenige Studenten] rauchen.
(ix) [wp Der Student] raucht.

Wie sich aus den Wahrheitsbedingungen des Allquantors ergibt, muB der Satz (15)(i)
wie in (15)(ii) {ibersetzt werden und der Satz (15)(iii) wie in (15)@iv).

(15) (i) Alle Kinder lachen.
(ii) Wx[Kind'(x) - lachen’(x)]
(iii) Ein Kind lacht.
(iv) 3x[Kind'(x) A lachen’(x)]

Um die Struktur dieser L,-Formeln herzuleiten, schreiben wir den Quantor vor den
Ausdruck, in dem die Variable auftritt, iiber die quantifiziert wird. Wir kénnen uns
iiberlegen, ob es moglich ist, einfach einige weitere Quantoren zu definieren, um die
Wahrheitsbedingungen der Satze in (14) auszudriicken. Ein Versuch konnte etwa sein,
die Sitze in (16) derart zu iibersetzen, daB wir einen Quantor MEIST fiir den Aus-
druck die meisten und einen anderen Quantor MADH fiir den Ausdruck mehr als die
Hdlfte definieren und diese beiden neu definierten Ausdriicke vor eine Formel schrei-
ben, in der die Variable auftritt, {iber die quantifiziert wird.

(16) (i) Die meisten Kinder lachen.
(ii) Mehr als die Hélfte der Kinder lachen.

(17) (i) MEIST x [Kind'(x) A lachen’(x)]
(i) MADH x [Kind'(x) A lachen’(x)]

Diese Vorgehensweise fiihrt aber nicht zu den gewiinschten Resultaten, denn die
beiden Ubersetzungen wiren zu paraphrasieren wie in (18).

(18) (i) Die meisten Individuen sind lachende Kinder.
(ii) Mehr als die Hilfte der Individuen sind lachende Kinder.

Natiirlich entsprechen diese Paraphrasen nicht der Bedeutung der beiden Sétze in (16),
so daB die Ubersetzungen in (17) nicht angemessen sind. Auch die Ersetzung des
Konnektors ‘A’ durch die Implikation hilft nicht weiter, denn diese wiirde zu den
Paraphrasen in (19) fithren.
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(19) (i) Fiir die meisten Individuen x gilt: Wenn x ein Kind ist, dann lacht x.
(ii) Fiir mehr als die Halfte der Individuen x gilt: Wenn x ein Kind ist, dann
lacht x.

Der Grund, warum diese Art der Quantifikation nicht zu den gewiinschten Ergebnissen
fithrt, liegt darin, da8 die neu definierten Quantoren -geradeso wie 3 und V- iiber die
gesamte Diskursdomédne und nicht nur iiber die Menge der Kinder quantifizieren.
Bisher haben wir keine Moglichkeit kennengelernt, eine solche restringierte Quantifi-
kation auszudriicken. Um die richtige Quantifikation fiir die Sétze in (16) vorzuneh-
men, miissen wir zuerst die Menge der Kinder aus der Diskursdomine aussondern, um
dann zu entscheiden, ob die meisten bzw. mehr als die Hilfte der Individuen dieser
Menge lachen. Da wir mit den Quantoren von L; nur in der Lage sind, iiber die gesamte
Diskursdoméine zu quantifizieren, kdnnen wir derartige Quantifikationen nicht ausdriicken.

Ein weiterer Faktor, der eine andere Behandlung der Quantifikation wiinschens-
wert erscheinen 148t, besteht darin, da$f in den syntaktischen Strukturen in (20)(i) und
(20)(iii) die quantifizierenden Ausdriicke alle und ein jeweils eine Konstituente mit
einem Nomen bilden. Diese Konstituenz wird in den semantischen Strukturen in
(20)(ii) und (20)(iv) aber nicht ausgedriickt, denn der fiir die angemessene Interpreta-
tion des Quantorenausdrucks wichtige Konnektor steht an einer anderen Stelle als der
Quantor selbst.

(20) (@ S (iii) S
N NP/\VP
NP VP
| P N
Ein Kind lacht Alle Kinder lachen
(ii) (iv)

T =
Ix[Kind’(x) A lachen’(x)] Vx[Kind'(x) — lachen’(x)]

Da wir bestrebt sind, die semantischen Ausdriicke nach Moglichkeit strukturidentisch
mit den syntaktischen Ausdriicken zu formulieren, miissen wir uns iiberlegen, wie wir
unsere semantischen Strukturen modifizieren kdnnen. Dabei wollen wir einen Weg
beschreiten, der auch die eingangs genannten anderen Nominalphrasen adéquat behan-
delt. Wir halten die Hauptkritikpunkte an der Quantifikation in L, gegeniiber der
Quantifikation in natiirlichen Sprachen nochmals gesondert fest.

(21) (i) Es gibt Sitze, die nicht mit Hilfe der Quantoren 3 und V iibersetzt werden
konnen.
(ii) Eine Erweiterung des Quantoren-Vokabulars fiihrt mit den herkémmlichen
Methoden nicht zu angemessenen Interpretationen.
(iii) Die syntaktische Struktur von Sitzen mit quantifizierten NPn in natiirlichen
Sprachen ist verschieden von der semantischen Struktur quantifizierter For-
meln in L,.
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Wir wollen nun von den Ausdrucksmoglichkeiten von Li: Gebrauch machen und
betrachten dazu nochmals die Sitze in (20). Wenn wir uns vorstellen, da wir nichts
Spezielles iiber alle Kinder aussagen mdchten, sondern vielmehr all die Tétigkeiten,
Prozesse und Zustinde, die alle Kinder gerade ausfithren oder in denen sie sich
befinden, so miissen wir von der speziellen Tatigkeit des Lachens abstrahieren. Um
dies formal nachzubilden, ersetzen wir das Pradikat lachen' (vom Typ <e,t>) durch
eine Variable gleichen Typs wie in (22)(ii). Nennen wir diese Variable P. Wenn wir
die Variable P A-abstrahieren, so erhalten wir den Ausdruck in (22)(iii).

(22) () Vx[Kind'(x) - lachen’(x)]
(i) Vx[Kind'(x) -~ Px)]
(i) AP[Vx[Kind'(x) ~ Px)]]

@) pPe: || D, YD, |74 D

Da die Variable P vom Typ <e,t> und die Formel in (22)(i) vom Typ t ist, hat der
Ausdruck in (22)(iii) also den Typ <<e,t>t>, d.h. er denotiert eine Funktion, die als
Argument einen Ausdruck vom Typ <e,t> nimmt und diesen auf einen Ausdruck vom
Typ t abbildet. Die Funktion bildet diejenigen VP-Denotate, in denen alle Kinder
enthalten sind, auf 1 und diejenigen VP-Denotate, in denen nicht alle Kinder enthalten
sind, auf O ab. Sie ist also eine charakteristische Funktion, die Mengen von Individuen
(VP-Denotate) auf 0 oder 1 abbildet. Wenn es in einem Modell M der Fall ist, daf} die
Menge aller Kinder in der Menge der lachenden Individuen enthalten ist, so ist der Wert
der Funktion AP[Vx[Kind'(x) - P(x)]] fiir das Argument lachen’ gleich 1. Wenn nicht
alle Kinder in der Menge der lachenden Individuen enthalten sind, so ist ihr Wert 0.

Dies 14Bt sich mittels der Regel der A-Konversion formal nachspielen. Die
Funktion AP/Vx[Kind'(x) ~ P(x)]] bendtigt ein VP-Denotat als Argument. Wenn wir
nun Azflachen'(z)] einsetzen und zweimal A-Konversion durchfiihren, erhalten wir
wieder die Ausgangsformel (22)(i), wie uns die Aquivalenzen in (23) zeigen.

(23) (i) AP[Vx[Kind'(x) = P(x)]] (Az[lachen'(z)])
(ii) = Vx[Kind'(x) - Az[lachen'(z)](x)]

A-K Tvon P
(iii) = Vx[Kind'(x) - lachen'(x)]

A-K von z

Der Ausdruck AP[Vx[Kind'(x) ~ P(x)]] ist das Denotat der NP alle Kinder und wir
sehen, daB sowohl der Quantor als auch der Konnektor in dem NP-Denotat enthalten
sind. Damit haben wir das Ziel erreicht, daB sich diese beiden Elemente parallel zur
syntaktischen Struktur in einer semantischen Konstituente befinden.

Diese Vorgehensweise bedeutet aber gleichermaBen, daB wir das Denotat einer
Subjekt-NP (vom Typ <<e,t>t>) als Funktion auffassen, die ein VP-Denotat (vom
Typ <e,t>) als Argument nimmt und auf einen Wahrheitswert (vom Typ t) abbildet.
Bisher sind wir stets von einer umgekehrten Funktionsanwendung ausgegangen, daB
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niamlich ein VP-Denotat (vom Typ <e,¢t>) ein NP-Denotat (vom Typ e) als Argument
fordert und auf einen Wahrheitswert (vom Typ t) abbildet. Wir haben also zwei Moglich-
keiten, die Kombinatorik zwischen Subjekt und VP zu erfassen. Entweder die VP ist ein
Argument des Subjekts oder das Subjekt ist ein Argument der VP. Diese zwei recht
verschiedenen Vorgehensweisen illustrieren die Darstellungen in (24)(i1) und (24)(ii).

(24) (i) <<ep>t>(<et>) =t (ii) <et>(e) =t
t t
N
<<et>t>  <et> <et> e

Obwohl sich jeweils der Typ t ergibt, geschieht die Funktionale Applikation in beiden
Fillen doch auf ganz unterschiedliche Weise. Im folgenden werden wir der Auffassung
folgen, daB das Denotat einer Subjekt-NP ein VP-Denotat als Argument nimmt, und
wir werden sehen, daB diese Betrachtungsweise zu interessanten Ergebnissen iiber die
Eigenschaften von NP-Denotaten fiihrt. NP-Denotate dieser Art werden Generalisierte
Quantoren genannt.

(25) Generalisierte Quantoren:
(i) NP-Denotate sind Funktionen von charakteristischen Funktionen in Wahr-
heitswerte. Sie denotieren Mengen von Mengen von Individuen in D.

(i)) Degpe = Dy = (0,1}

<<et>t>

(idi) D{D«,»; De /—\ Dt ™ Dt

Mit der Vorgehensweise in (24)(i) haben wir erstens erreicht, daB das Denotat einer
quantifizierenden NP in Ubereinstimmung mit der syntaktischen Konstituentenstruktur
angegeben werden kann.

26) © vx[Kind'(x) > lachen’(x)] ) s

NP VP

AP[vx[Kind’(x) = P(x)]] ) lachen’

Alle Kinder /lachen

Wir haben zweitens erreicht, daBf die Diskontinuitidt zwischen dem Quantor vor der
Satzformel und dem Konnektor in dieser Formel nicht mehr besteht, denn nun befin-
den sich beide Elemente innerhalb des NP-Denotats. Wir werden drittens in den
folgenden Abschnitten sehen, daf sich andere Quantoren-Ausdriicke - insbesondere
auch MADH und MEIST aus (17) - unter der gleichen Betrachtungsweise sehr gut
analysieren lassen.
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9.2.2. L,;-definierbare Quantoren

In den folgenden Abschnitten werden wir Quantoren-Ausdriicke, die sich mit den
syntaktischen Mitteln von L, ausdriicken lassen, als generalisierte Quantoren analy-
sieren. Dazu betrachten wir zunichst nominale Proformen wie jemand, niemand,
Jedermann. Sodann weiten wir deren Analyse auf komplexe Nominalphrasen, wie ein
Kind, kein Kind, jedes Kind aus, und schlieBlich analysieren wir auch andere Quanto-
renausdriicke in der gleichen Weise. Zu guter Letzt verwenden wir die gleiche Analy-
sestrategie, um auch Denotate fiir die Quantoren selbst anzugeben. Nachdem wir diese
Aufgaben erledigt haben, sind wir in der Lage, eine kompositionelle Analyse quantifi-
zierter Formeln anzugeben. Um auch Skopusambiguititen kompositionell herzuleiten,
bedarf es spiter noch einiger Zusatziiberlegungen.

9.2.2.1. Denotate fiir nominale Proformen

Um uns klar zu machen, welche semantischen Objekte fiir NP-Bedeutungen anzusetzen
sind, betrachten wir zundchst die drei Proformen: jemand, niemand, jedermann. Dabei
interessiert uns zu diesem Zeitpunkt nur die Verbindung zwischen einer pronominali-
sierten Subjekt-NP und einer VP. Der Satz in (27)(i), semilogisch paraphrasiert in
(27)(ii), erhilt die Ubersetzung in (27)(iii).

(27) (i) Jemand liebt Maria.
(ii) Es gibt ein x, fiir das gilt, x liebt Maria.
(iii) Ix[(lieben'(Maria’))(x)]

Die Variable x entspricht dem Argument fiir das Subjekt, und der Ausdruck (lie-
ben'(Maria’)) entspricht der VP. Wenn wir in der Formel in (27)(iii) den Ausdruck
(lieben'(Maria')) durch eine Variable P des gleichen Typs ersetzen, so erhalten wir die
Formel (28)(i). Da A-Abstraktion fiir Variablen von beliebigem Typ gilt, kénnen wir
die Variable P abstrahieren und erhalten den Ausdruck in (28)(ii), der wegen des Typs
von P ( = <et>) vom Typ <<e,t>,t> ist. Diesen Ausdruck fassen wir nun als Denotat
des Pronomens jemand auf. Das Pronomen denotiert eine Funktion, die VP-Denotate
auf Wahrheitswerte abbildet. Wie sich mittels A-Konversion mit dem VP-Denotat (lie-
ben'(Maria’)) leicht priifen 14Bt, ergibt sich mit (28)(iii) der gleiche Gesamtausdruck
wie in (27)(iii).

(28) (1) Ix[P(x)] Typ: t
(i) AP[Ex[P(x)]] Typ: <<e,t>t>
(iii) AP[Ix[P(x)]] (lieben'(Maria')) Ix[(lieben’(Maria’))(x)]

= Il

A-K von P

Da VP-Denotate Mengen von Individuen sind, werden diejenigen Mengen auf 1 abgebil-
det, die mindestens ein Individuum als Element enthalten. Diese Bedingung wird durch
den Existenzquantor ausgedriickt. Die Mengen diirfen demzufolge nicht leer sein. Der
Ausdruck in (28)(ii) denotiert also eine Menge von nicht-leeren Mengen, so daB wir
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sagen konnen, daB} der Ausdruck AP[3x[P(x)]] 4quivalent zu der Menge aller Teilmengen
von D ist, die nicht leer sind. Wir erhalten als Denotat fiir jemand' (29).

(29) [jemandT"®; AP[3x[P(x)]] = {X c D/ X # o}

Ganz genauso gehen wir vor, um das Denotat der Proform niemand zu ermitteln. Wir be-
trachten den Satz (30)(i) mit der Paraphrase (30)(ii) und der Ubersetzung (30)(iii).

(30) (i) Niemand liebt Maria.
(ii) Es ist nicht der Fall, daB es ein x gibt, fiir das gilt, x liebt Maria.
(iii) ~(3x[(lieben'(Maria’))(x)])

Wenn wir das Pronomen niemand analog zu jemand behandeln, d.h. wenn wir das
Pridikat (lieben'(Maria')) durch eine Variable P von gleichem Typ ersetzen, wie in
(31)(i), und diese dann A-abstrahieren, so erhalten wir den Ausdruck in (31)(ii). Diese
Funktion ist natiirlich auch vom Typ <<e,t>,t>, und wenn man sie auf das Argument
(lieben'(Maria’)) anwendet, so ergibt sich wieder die Ausgangsformel in (30)(iii), wie
die rechte Seite der Aquivalenz in (31)(iii) zeigt.

(B @) ~Ex[Px)D Typ: t
(ii) AP[~(Ix[Px)]] Typ: <<e,t>t>
(iii) AP[~(Ix[P(x)])] (lieben'(Maria’)) = 7(3x[(lieben'(Maria’))(x)])
A-K von P

Die Funktion in (31)(ii) enthdlt eine negierte Existenzquantifikation. Jede Menge, in
der kein Individuum existiert, die also leer ist, wird auf 1 abgebildet, jede andere
Menge auf 0. Wir konnen in diesem Sinne das Denotat von niemand’ als die Menge
aller Teilmengen von D interpretieren, die leer sind.

(32) [niemandT™®:  AP["Ex[Px)])] = {X <D/ X = o}

Auf die gleiche Weise konnen wir nun auch die Proform jedermann behandeln. Der
Satz (33)(i) mit der Paraphrase (33)(ii) wird iibersetzt wie in (33)(iii).

(33) (i) Jedermann liebt Maria.
(ii) Fiir alle x gilt, x liebt Maria.
(iii) Vx[(lieben'(Maria’))(x)]

Wenn wir wiederum das Pridikat (lieben'(Maria')) durch eine Variable P von gleichem
Typ ersetzen und diese A-abstrahieren, erhalten wir ein ganz dhnliches Ergebnis, nur
daB diesmal anstelle des Existenzquantors der Allquantor auftritt.

(34) () Yx[P()]
(i) AP(VX[P(x)])
(iii) AP[VX[P(x)]] (lieben'(Maria’)) = Vx[(lieben'(Maria’))(x)]

A-K von P

Il
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Das Pronomen jedermann' ist ebenfalls vom Typ <<e,t>,t> und denotiert eine Funktion
von Mengen von Individuen in Wahrheitswerte. Auf ein VP-Denotat angewendet
liefert die Funktion den Wert 1 genau dann, wenn die durch das VP-Denotat spezifi-
zierte Menge gleich D ist, d.h. wenn diese Menge die gesamte Diskursdoméne umfaft,
und der Funktionswert ist 0 genau dann, wenn es Elemente in D gibt, die nicht in
dieser Menge enthalten sind. Wir koénnen daher das Denotat von jedermann' als die
Menge aller Teilmengen von D interpretieren, die gleich D sind.

(35) ljedermannT™®: AP[Vx[P(x)]] = {X <D/ X = D}

9.2.2.2. Denotate fiir komplexe Nominalphrasen

Wir wollen im folgenden die etwas komplexer quantifizierenden Ausdriicke: jeder
Student, einige Studenten, kein Student betrachten. Obwohl diese aus einem Determi-
nator und einem Nomen zusammengesetzt sind, sollen die entsprechenden NP-Denotate
- genau wie die Denotate der Proformen - Mengen von Mengen von Individuen sein,
d.h. den Typ <<e,t>,t> haben, denn syntaktisch gesehen sind beide Typen von Nomi-
nalphrasen gleich verteilt. Der Unterschied zwischen nominalen Proformen und
komplexen NPn besteht ledigich darin, daB die einen eine interne syntaktische Struktur
haben ((36)(i)), die anderen hingegen nicht ((36)(ii)).

(36) (i) S (i) S
NP VP I\{P VP
PN P N PN
'
Dlet ITI jemand
ﬁin Student niemand
i o jedermann

Das Verhéltnis zu den VPn ist allerdings identisch. In diesem Sinne werden wir die
Denotate der komplexen NPn so bestimmen, daf sich deren Verbindung mit einer VP
analog zu den Proformen behandeln 14Bt. Dazu betrachten wir die Sétze in (37), deren
Ubersetzungen uns inzwischen gelaufig sind.

(37) () [w Ein Student] schnarcht.
(i) Ix[Student'(x) A schnarchen’(x)]
(iii) [y Kein Student] raucht.
(iv) ~(3x[Student’(x) A rauchen’(x)])
(v) [w Jeder Student] schlaft.
(vi) Vx[Student'(x) - schlafen’(x)]

Wir ersetzen in diesen Formeln das VP-Denotat durch eine Variable P von gleichem
Typ, so daB wir damit die Denotate der Nominalphrasen Ein Student, Kein Student und
Jeder Student erhalten.
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(38) (i) Ein Student: AP[3x[Student’'(x) A\ P(x)]]
(ii) Kein Student: AP[(3x[Student'(x) A P(x)])]
(iii) Jeder Student: AP[Vx[Student'(x) ~ P(x)]]

Daf} diese Ableitung richtig ist, sehen wir, wenn wir A-Konversion mit den jeweiligen
Priidikaten ausfithren. Wie die rechten Seiten der Aquivalenzen in (39) zeigen, ergeben
sich wieder die Ausgangsformeln in (37).

(39) (i) AP[3x[Student'(x) A P(x)])(schnarchen’)= 3x[Student’(x) A schnarchen’(x)]
(ii) AP[~(3x[Student'(x) A Px)D](rauchen’y=-(3x[Student'(x) A rauchen’'(x)])
(iii) AP[Vx[Student'(x) - P(x)]](schlafen’) = Vx[Student'(x) - schlafen’(x)]

Wie sind diese Ausdriicke zu deuten? Der Ausdruck Student’ denotiert die Menge aller
x, fiir die gilt, da x ein Student ist. Das NP-Denotat von [Ein Student]’ ist aber eine
Funktion, die VP-Denotate in Wahrheitswerte abbildet. Da VP-Denotate Mengen von
Individuen sind, bildet die Funktion in (39)(i) jede Menge, in der mindestens ein Student
enthalten ist, auf 1 ab, und jede Menge, in der kein Student enthalten ist, auf 0. Wir
kénnen somit sagen, daB das Denotat des Ausdrucks /ein Student]’ eine Funktion ist, die
zu jedem VP-Denotat entscheidet, ob mindestens ein Student in diesem Denotat enthalten
ist oder nicht. Da die bevorstehenden Uberlegungen recht kompliziert erscheinen und die
Begriffe NP-Denotat, VP-Denotat usw. relativ abstrakte Mengen charakterisieren, verwen-
den wir im folgenden den Begriff Eigenschaft. Obwohl dieser Begriff ein Terminus der
intensionalen Logik ist, wollen wir ihn hier in seiner normalsprachlichen Bedeutung
verwenden, miissen ihn aber noch etwas prézisieren. Unter einer Eigenschaft wollen wir
das Denotat eines einstelligen Pradikats verstehen. Wenn der Satz Ein Student schldft
wahr ist, dann gibt es ein Individuum, das die Eigenschaften hat, Student zu sein und zu
schlafen; und wenn der Satz Ein Student liebt Maria wahr ist, dann gibt es ein Indivi-
duum, das die Eigenschaften hat, Student zu sein und Maria zu lieben. Das Denotat der
NP ein Student ist in dieser Terminologie die Menge aller Eigenschaften, von denen gilt,
daB mindestens ein Student eine dieser Eigenschaften hat. Anders formuliert: Das Denotat
der NP ein Student ist diejenige Funktion, die jede Eigenschaft, die mindestens ein
Student hat, auf 1 abbildet und alle Eigenschaften, die kein Student hat, auf 0. Wir
erinnern uns kurz: Eigenschaften sind VP-Denotate und damit Mengen von Individuen,
so daB wir jetzt sagen konnen, daB die Menge aller Eigenschaften, von denen gilt, daB
mindestens ein Student eine dieser Eigenschaften hat, identisch ist mit der Menge von
Mengen von Individuen, deren Durchschnitt mit der Menge [Student'T*® nicht leer ist.
Zur Illustration dieser Uberlegungen betrachten wir ein Beispiel. Nehmen wir an,
daB trinken', lieben'(Maria’), arbeiten', Student', schlafen' mogliche Eigenschaften
(VP-Denotate) sind. Das Denotat der NP ein Student ist die folgende Funktion.

(40)
trinken’
lieben’(Maria’)———= 1

AP(Ex(Student () A PN |schlafers ———
Student’
arbeiten’ /
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Die Funktion liefert den Wert 1,

(41) (i) wenn es mindestens ein Individuum gibt, das Student ist und trinkt,
(ii) wenn es mindestens ein Individuum gibt, das Student ist und Maria liebt,
(iii) wenn es mindestens ein Individuum gibt, das Student ist und schlaft,
(iv) wenn es mindestens ein Individuum gibt, das Student ist und Student ist.

Die Funktion liefert den Wert 0, wenn es kein Individuum gibt, das Student ist und
arbeitet. Das Denotat von arbeiten' ist die Menge all derjenigen Individuen, die
arbeiten. Das Denotat von Student’ ist die Menge all derjenigen Individuen, die
Studenten sind. Wenn es kein Individuum gibt, welches zugleich Student ist und
arbeitet, dann bildet die Funktion in (40), die Menge der Arbeiter auf O ab, da ihr
Durchschnitt mit der Menge der Studenten leer ist. Wir miissen dazu von einem
Modell ausgehen, in dem die Menge der Arbeiter keinen Studenten enthlt, und da8§
deshalb die Anwendung der Funktion in (40) angewendet auf das Pradikat arbeiten’ zu
einer falschen Aussage fiihrt.

Die Funktion entspricht damit einer Menge, in der all diejenigen Mengen enthal-
ten sind, fiir die gilt, da ihr Durchschnitt mit dem Denotat von Student’ nicht leer ist.
Dies konnen wir wie in (42) darstellen.

(42) (i) AP[3x[Student'(x) A P(x)] = {X < D / [StudentT™ n X # o}
(ii)

[(ein Student)’]™# = Menge aller Mengen, deren Durchschnitt mit
[Student’]™# nicht leer ist.
[M]

Tt
(PR
/ 4 I~

[schlafen’]™® [trinken’]™®  [Student’]™® [lieben'(Maria’)] & [arbeiten’] M*

Diese Konstruktion nennt man die Existentielle Sublimierung des Ausdrucks Student’.

Ganz analog zu diesem Vorgehen konnen wir mit den beiden anderen Quantoren-
Phrasen verfahren. Fiir den Ausdruck [Kein Student]' ergibt sich die Negative Subli-
mierung als die Menge derjenigen Teilmengen von D, deren Durchschnitt mit dem
Denotat von Student’ leer ist. Das Denotat von [Kein Student]’ bildet alle Teilmengen
von D, in denen kein Student ist, auf 1 ab und alle anderen auf 0. Die Negative
Sublimierung des Ausdrucks [Kein Student]' ist somit die Menge aller Eigenschaften,
die kein Student hat.
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(43) (i) AP[~(3x[Student'(x) A P)])] = {X < D / [StudentT"® n X = o}
(ii)

[(kein Student)’]™# = Menge aller Mengen, deren Durchschnitt
mit [Student’]™# leer ist.

l

[schlafen’] ™#

— [Student’] M®

7 / \
[arbeiten’] M& [lieben'(Maria")] ™ [trinken’] &

Das Denotat von (jeder Student)’ ist eine Funktion, die jede Teilmenge von D, in der die
Menge aller Studenten enthalten ist, auf 1 abbildet und jede andere Teilmenge auf 0, d.h.
das Denotat von [Jeder Student]' ist die Menge aller Obermengen von [Student'T"¢, oder
anders ausgedriickt, die Menge aller Eigenschaften, die jeder Student hat.

(44) (i) AP[vx[Student'(x) - Px)]] = {X < D / [StudentT"® ¢ X}
(ii)

[(jeder Student)’]™# = Menge aller Mengen, in denen
[Student’]™# enthalten ist.

— [trinken’] M&

| [arbeiten’] M#

[schlafen’]™¢ [Student’]™¢ [lieben'(Maria’)] ¢

Diese Konstruktion, die Menge aller Teilmengen von D, in denen alle Studenten
enthalten sind, wird die Universelle Sublimierung des Ausdrucks Student’ genannt.

9.2.3. Andere Quantoren

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie sich die Auffassung eines NP-Denotats als Menge
von Mengen von Individuen auf andere NP-Denotate iibertragen 148t, und dazu die
Sitze in (45) betrachten.
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(45) (@) [wp Zwei Studenten] rauchen.
(ii) [np Mehr als die Hilfte der Studenten] rauchen.
(iii) [y Die meisten Studenten] rauchen.
(iv) [y Mehr Studenten als Dozenten] rauchen.
(v) [wp Viele Studenten] rauchen.
(vi) [y Wenige Studenten] rauchen.
(vii) [w Der Student] raucht.

Die NP in (45)(i) wiirde nach unserem jetzigen Versténdnis die Menge aller Teilmen-
gen von D denotieren, deren jeweilige Schnittmengen mit dem Denotat von Student’
genau zwei Elemente enthélt. Um dies auszudriicken, bendtigen wir den Begriff der
Kardinalitdt einer Menge, den wir bereits im Kapitel iiber Mengenlehre kennengelernt
haben. Wir wiederholen die Definition hier kurz in (46).

(46) Die Kardinalitit IMI einer Menge M ist die Anzahl der Elemente von M.

Die NP zwei Studenten kann bedeuten, daf genau zwei Studenten gemeint sind oder
daB mindestens zwei Studenten gemeint sind. Im ersten Fall mu8 die Schnittmenge
eines VP-Denotats mit dem Denotat von Student’ genau zwei Elemente enthalten,
wihrend im zweiten Fall auch mehr Elemente in der Schnittmenge auftreten diirfen.
Die formale Ubersetzung fiir die erste Interpretation finden wir in (47)(i), die der
zweiten in (47)(ii).

@47) (@) [((genau) zwei Studenten)T": {X < D/ [StudentT"® N XI = 2}
@ii) [((mindestens) zwei Studenten)T**: {X < D/ [StudentT"® N XI > 2}

Der Unterschied zwischen den beiden Mengenkonstruktionen besteht darin, daB bei
genauer Gleichheit die Kardinalititét der jeweiligen Schnittmenge gleich ('=") zwei ist,
wihrend fiir das Denotat von [mindestens zwei Studenten]’ die Relation groBer gleich
('2") verwendet wird, so daB hier die Schnittmenge auch mehr als zwei Studenten
enthalten darf.

Die NP mehr als die Hilfte der Studenten denotiert die Menge derjenigen Teil-
mengen von D, in deren Durchschnitt mit dem Denotat von Student’ mehr als die
Hilfte aller Studenten enthalten sind.

(48) [(mehr als die Halfte der Studenten)T":
{X c D/ [StudentT™® N XI > 0.5 * [StudentT**}

Ahnliche Uberlegungen fithren zu dem Denotat von die meisten Studenten.

(49) [(die meisten Studenten)T™®:
{X c D/ [StudentT™® N XI = 0.75 * [StudentT"}

Je nachdem, wie diese NP verstanden wird, bedeutet die meisten Studenten zum einen
deutlich mehr als die Hilfte der Studenten, so daB wir deren Anzahl etwa mit 0.6
multiplizieren miissen. Wird die NP hingegen so verstanden, daB nur mehr als die
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Hilfte der Studenten damit gemeint sind, so sind die Sétze in (45)(ii) und (45)(iii)
synonym, und in beiden Fillen muB mit dem Wert 0.5 multipliziert werden.

Fiir die Satze (45)(v) und (45)(vi) bendtigen wir eine kontextuell zu spezifizie-
rende GroBe, um festzulegen, was viele bzw. wenige Studenten sind, die rauchen.
Wemn es - wie etwa derzeit in den USA - der Fall ist, daB Nicht-Rauchen das
Standardverhalten der Studenten ist, so kann der Satz (45)(v) in den USA wabhr sein,
wenn von hundert Studenten zehn rauchen. In der Bundesrepublik Deutschland hin-
gegen, in der es noch zum Standardverhalten von Studenten gehort, daB sie rauchen,
kann der Satz falsch sein, wenn von hundert Studenten zwanzig rauchen. Wir miissen
daher eine Variable c einfiihren, deren Wert durch den Kontext festgelegt ist und mit
dem die Anzahl der Studenten multipliziert wird. Die Variable c steht fiir einen
Standardwert, den ein gegebener Kontext jeweils spezifiziert und relativ zu dem sich
bewerten 148t, wie die Ausdriicke viel bzw. wenig gedeutet werden. In (50) finden wir
die entsprechenden Denotate fiir viele bzw. wenige Studenten.

(50) (i) [(viele Studenten)T*®: {X < Dy [StudentT"® N XI > ¢ * [StudentT""}
(i) [(wenige Studenten)T"*: {X < D/ [StudentT** N XI < ¢ * [StudentT"8}

Die beiden Denotate dhneln einander, variieren aber in der Bestimmung der Relation
von ¢ und der Schnittmengen-Kardinalitit. In (50)(i) miissen die Schnittmengen mehr
Elemente enthalten als die kontextuelle Festlegung von ¢ multipliziert mit der Anzahl
der Studenten, und in (50)(ii) weniger.

9.2.3.1. Der bestimmte Artikel

Etwas ausfiihrlicher wollen wir jetzt den definiten Artikel betrachten und die NP
[xp der Student] aus (45)(vii) behandeln. Wir hatten bereits festgestellt, daB [der Stu-
dent]’ ein eindeutig bestimmtes Element aus der Menge der Studenten denotiert. Wie
148t sich dieses Individuum formal spezifizieren? Eine Analyse wurde 1905 von dem
Mathematiker Bertrand Russell vorgeschlagen. Sie beruht darauf, daB ein Ausdruck
wie der Konig von Frankreich hochstens und mindestens ein Individuum denotiert, und
das bedeutet genau ein Individuum. Wir konnen diese Existenz- und Einzigkeits-
Bedingung formal ausdriicken, indem wir sagen, daB ein Individuum x aus D genau
dann der eindeutig bestimmte Konig von Frankreich ist, wenn x existiert, und wenn fiir
alle Individuen y aus D gilt, wenn y K6nig von Frankreich ist, dann ist x = y.

(51) Existenz- und Einzigkeitsbedingung:
(i) Ix[Vy[(Konig von Frankreich)'(y) « (x = y)]
(i) Es gibt ein x, so daB fiir alle y gilt: y ist der K6nig von Frankreich, gdw.
X =y ist.

(51) driickt einerseits die Existenz durch den Existenzquantor aus und andererseits,
mittels des Allquantors, da8 alle Individuen y, die ebenfalls die Bedingung fiir x
erfiillen, nur dieses x selbst sein kénnen. Als Ubersetzung des Satzes (52)(i) kénnen
wir daher (52)(ii) annehmen, mit der entsprechenden Paraphrase in (52)(iii).
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(52) (i) Der Konig von Frankreich schnarcht.
(ii) 3x[Vy[(Kénig von Frankreich)'(y) « (x = y)] A schnarchen’(x)]
(iii) Es gibt ein x, so daB fir alle y gilt: y ist Konig von Frankreich, gdw. x =y
ist und x schnarcht.

Abstrahieren wir nun aber in der bewéhrten Weise von der speziellen Eigenschaft
schnarchen’, und ersetzen wir diese wieder durch die Variable P, so erhalten wir den
Ausdruck in (53) fiir eine definite NP.

(53) [(der Konig von Frankreich)T"%:
AP[3x[Vy[(K6nig von Frankreich)(y) -« (x = y)] A P(x)]]

Der Ausdruck stellt diejenige Funktion von charakteristischen Funktionen in Wahr-
heitswerte dar, die jede Menge, in der es genau einen Konig von Frankreich gibt, auf
1 abbildet und jede andere Menge auf 0.

Aus dieser Analyse ergibt sich allerdings ein Problem, welches darin besteht, daB
in M mindestens und hochstens ein Individuum existieren darf, welches sowohl im
N-Denotat als auch im VP-Denotat enthalten ist. Der Satz (54) kann aber durchaus
wahr sein, auch wenn es in M mehrere rauchende Studenten gibt.

(54) Der Student raucht.

Wenn in dieser Situation der Allquantor iiber alle Studenten quantifiziert, so ist der
Satz (54) falsch, da es keinen anderen Studenten auf der Welt geben diirfte, der raucht.
Dies scheint zunéchst eine recht widersinnige Annahme zu sein. Wir kdnnen uns aber
klarmachen, daB der Effekt nicht speziell auf der Verwendung des definiten Artikels
beruht, sondern auch bei anderen quantifizierten Ausdriicken vorkommt. Wenn wir den
folgenden Kontext K betrachten, so zeigt sich, daB auch die Quantoren in den Sétzen
in (55)(i)-(55)(iii) nicht iiber alle Messer, Tabletts oder Gabeln auf dieser Welt, sondern
iiber eine (wie auch immer) durch den Kontext beschrankte Menge quantifizieren.

(55) K: A und B sind in der Mensa der Universitit zu Kdln.
A sagt zu B:
(i) Kein Messer ist scharf.
(ii) Alle Tabletts sind beschadigt.
(iii) Mehr als die Hélfte der Gabeln sind verbogen.

Offensichtlich handelt es sich bei dieser beschriankten Menge um die Messer, Gabeln
bzw. Tabletts in der Mensa der Universitdt zu Koln, so daBf pragmatische Faktoren fiir
die Restriktion der Diskursdoméne auf eine bestimmte Untermenge verantwortlich
gemacht werden sollten. Ganz &hnlich 146t sich nun auch fiir den bestimmten Artikel
argumentieren. Um diesen angemessen zu gebrauchen, muf} der Kontext die Menge,
iiber die gerade geredet wird, so einschrinken, daB das bezeichnete Individuum
eindeutig bestimmbar ist. Treten in der von dem Kontext bereitgestellten Menge
mehrere bzw. kein Individuum auf, auf welche das NP-Denotat zutrifft, so sind diese
Sétze nicht sinnvoll zu verwenden, wie man an den Beispielen in (56) sieht.
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(56) (i) Das Mdrchen der Briider Grimm beginnt mit: "Es war einmal...”.
(ii) Karl besucht den Kaiser von Amerika.

Ohne spezifizierten Kontext kann der definite Artikel in dem Satz (56)(i) nicht inter-
pretiert werden, da es mehr als ein Méarchen der Briider gibt, die besagte Einleitung
aufweisen. Ist hingegen kontextuell festgelegt, iber welches Mérchen geredet wird, so
ist der Satz (56)(i), etwa als Antwort auf die Frage: “"Wie beginnt das Marchen vom
Aschenputtel?”, ein durchaus sinnvoller Satz. Dies liegt allein daran, daB aus dem
Fragekontext klar erkennbar wird, daB ein eindeutig zu bestimmendes Mirchen
gemeint ist.

Das Beispiel in (56)(ii) ist eine unangemessene AuBerung, insofern es in der
Jetzt-Zeit, in der dieses Buch geschrieben wird, keinen Kaiser von Amerika gibt, den
Karl besuchen kénnte. Man spricht in diesem Fall von leeren Kennzeichnungen, eine
Kennzeichnung - wie etwa Kaiser von Amerika - ist leer, wenn es kein Individuum
gibt, auf das die Kennzeichnung zutrifft.

9.2.3.2. Eigennamen

Wir sind bei der Behandlung quantifizierter Subjekt-NPn davon ausgegangen, daB
diese vom Typ <<et>,t> sind. Damit haben wir die Sichtweise verfolgt, daB ein
NP-Denotat eine Funktion ist, die ein VP-Denotat als Argument nimmt. In diesem
Zusammenhang stellt sich erneut die Frage, welches Denotat Eigennamen haben. Wir
haben bisher angenommen, daB ein Eigenname dasjenige Individuum denotiert,
welches diesen Namen hat. Da wir den Ausdriicken Peter’, Maria', Clara’ usw. den
Typ e zugewiesen haben, befinden wir uns in der ungiinstigen Situation, daB wir
einerseits fiir komplexe NPn annehmen, da8§ es sich um Funktionen handelt, die ein
VP-Denotat als Argument nehmen, und andererseits, da Eigennamen Argumente von
VP-Denotaten sind. Damit stecken wir allerdings in einem Dilemma: Entweder ist die
Verbindung Subjekt-NP und VP immer gleich, aber dann passen die Eigennamen nicht
in das Konzept, oder wir miissen verschiedene Arten der Verbindung zwischen
Subjekt-Denotaten und VP-Denotaten annehmen, was der einheitlichen syntaktischen
Verbindung zwischen diesen Ausdriicken nicht entspricht. Da einheitliche Regeln
vorzuziehen sind, wollen wir das Denotat von Eigennamen so verdndern, daB es
ebenfalls eine Funktion darstellt, die ein VP-Denotat als Argument nehmen kann. Dazu
miissen wir den Typ e der Eigennamen zu dem Typ <<e,t>t> der komplexen Nomi-
nalphrasen anheben.

Nichts hindert uns daran, auch in der Formel (57)(ii) das Pridikat schlafen’ durch
eine Variable P gleichen Typs zu ersetzen und zu abstrahieren, geradeso, wie wir es
bei den anderen NPn auch getan haben.

(57) (@) Clara schlaft.
(ii) schlafen’(Clara’)
(iii) P(Clara’)

(iv) AP[P(Clara’)]
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Die Funktion in (57)(iv) hat damit ebenfalls den Typ <<e,t>t> und bildet jede Eigen-
schaft, die Clara hat, auf 1 ab und jede Eigenschaft, die Clara nicht hat, auf 0. Wir
konnen daher sagen, daB Clara’ nicht direkt das Individuum [Clara’T"® denotiert,
sondern die Menge der Eigenschaften, die Clara hat. Allerdings konnte bei dieser Form
der Analyse der Fall auftreten, da§ relativ zu einem bestimmten Modell Clara und
Maria in allen Mengen gleichzeitig auftreten. Dann wire die Menge aller Eigen-
schaften, die Clara hat, die gleiche Menge von Eigenschaften, die Maria hat, und beide
Individuen wiren nicht mehr zu unterscheiden, so daB das Denotat von Maria’ iden-
tisch mit dem Denotat von Clara’ wire. Nun gibt es aber eine Eigenschaft, die fiir
jedes Indiviuum in typischer Weise nur fiir jeweils dieses Individuum gilt, und diese
besteht darin, mit sich selbst identisch zu sein. Wenn wir annehmen, daB diese Eigen-
schaft fir jedes Individuum in eindeutiger Weise gilt, so konnen wir Individuen
anhand der Menge aller Eigenschaften, die auf das Individuum zutreffen, stets ein-
deutig identifizieren, so da uns nichts mehr daran hindert, ein Individuum mit der
Menge aller Eigenschaften dieses Individuums zu identifizieren. Dies fiihrt aber gerade
zu genau der gleichen Mengenkonstruktion, die wir fiir die komplexen NPn bereits
angegeben haben: einer Menge von Teilmengen von D. Angewendet auf Clara’ ergibt
sich die Individuelle Sublimierung von Clara’ als die Menge aller Teilmengen von D,
von denen Clara ein Element ist.

(58) (i) AP[P(Clara)] = {X < D/ [ClaraT"® € X}
ii
o [Clara]™& = Menge aller Mengen, in denen
[Clara’]™# enthalten ist.

— [arbeiten’] M2

\
{schlz’tfen']] Mg [Clara’]™® [lieben’(Maria’)] & [trinken’] M8

Wir haben damit erreicht, daB wir Subjekt-NPn durchgéngig als Funktionen vom Typ
<<e,t>,t> behandeln kénnen, die Mengen von Mengen von Individuen denotieren und
VP-Denotate auf Wahrheitswerte abbilden.

9.3. Determinatoren

Nun haben wir zwar verschiedene Typen von NPn als generalisierte Quantoren analy-
siert, wir haben aber noch keine kompositionelle Analyse komplexer NPn selbst
angegeben. Insbesondere wissen wir noch nicht, von welchem Typ die Determinatoren
sind und welche Funktion ihnen entspricht. Um dies zu ermitteln, machen wir uns klar,
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daB ein Determinator eine Funktion sein muB, die das Denotat eines Nomens als
Argument nimmt und auf einen generalisierten Quantor abbildet.

In der Syntaxtheorie werden komplexe Nominalphrasen nicht mehr einfach als
NPn analysiert, sondern als Determinatorphrasen (DPn). Der Grund dafiir liegt in der
Einsicht, daf der Determinator der Kopf der entsprechenden Phrase ist. Die syntak-
tische Struktur einer DP ist in (59) dargestellt.

(59) DP

/\
SpD D’

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie die strukturelle Entsprechung dieser Phrase in der
semantischen Theorie aussieht und wie wir sie kompositionell herleiten kénnen. Wir
wissen, daB ein NP-Denotat (frither N-Denotat) ein einstelliges Pradikat vom Typ <e t>
ist. Wir wissen weiterhin, daB eine DP ein generalisierter Quantor vom Typ <<e,t>,t>
sein soll. Von welchem Typ muB also ein Determinator sein, wenn er ein NP-Denotat
als Argument nimmt und auf einen generalisierten Quantor abbildet?

(60) <<et>,t>
(DP)

‘.I' <e,t>
D°) (NP)

Die Frage ist fiir uns inzwischen leicht zu beantworten, denn der Determinator muf
natiirlich vom Typ <<e,t>,<<e,t>t>> sein. Wie aber sieht dessen interne Struktur aus,
so daB sich besagter Typ auch kompositionell aus den Elementen ergibt, die in dem
Determinator auftreten? Dazu betrachten wir nochmals die generalisierten Quantoren
in (61), die wir jetzt als DP-Denotate auffassen.

(61) (i) [pp ein Student]: AP[3x[Student'(x) A\ P(x)]]
(ii) [pp kein Student]: AP[(3x[Student'(x) A P(x)])]
(iii) [pp jeder Student]:  AP[¥x[Student'(x) - P(x)]]
(iv) [pp der Student]: AP[3x[Vy[Student'(y) « (x = y)] A P()]]

Wir haben in den vollstdndigen Formeln das VP-Denotat durch eine Variable P ersetzt
und diese A-abstrahiert. Wir gehen einen Schritt weiter und abstrahieren auch von dem
spezifischen NP-Denotat Student’, indem wir es durch eine Variable Q vom Typ <e,t>
ersetzen und A-abstrahieren. Daraus ergeben sich die Denotate der jeweiligen Determi-
natoren. Fir den Ausdruck (mindestens) ein N erhalten wir die Darstellung in (62).

(62) leinT™®:  AQIAP[IX[Q(x) A PX)]]] = {X < D /INPI™® N X # o}
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Das Denotat des Determinators ein' wird damit zu einer Funktion vom Typ
<<e,t>,<<e,t>t>> und das Denotat dieses Ausdrucks ist die Menge all derjenigen
Teilmengen von D, deren Durchschnitt mit dem NP-Denotat nicht leer ist. Diese
Konstruktion unterscheidet sich von der Mengenkonstruktion eines generalisierten
Quantors dadurch, daB fiir das spezielle NP-Denotat von Student’ ein beliebiges
NP-Denotat eingesetzt werden kann. Die Funktion nimmt also als Argument ein
NP-Denotat (vom Typ <e,t>) und bildet es auf einen generalisierten Quantor (vom Typ
<<e,t>t>) ab. Genauso verfahren wir jetzt mit dem Ausdruck in (61)(ii). Wir abstra-
hieren wieder das spezifische NP-Denotat von Student’ und erhalten das Denotat fiir
den Determinator kein'.

(63) [keinT*®: AQIAP[(3x[Q(x) A PGON]] = {X < D / INPI** n X = o}

Dies ist die Menge aller Teilmengen von D, deren Durchschnitt mit einem beliebigen
NP-Denotat leer ist. Analoges gilt fiir die Behandlung von jeder' und der".

(64) [jederT"™®: AQIAP[VX[Q(x) - P()]]] = {X < D/ [NPI*® ¢ X}
[derT*™®:  AQIAP[ExX[VY[Q() = (x = y)] A PX)]] = {X < D/ INPI*® A XI = 1}

Wir konnen uns stets vergewissern, ob die Umformungen, die wir mit Hilfe der
A-Abstraktion durchgefiihrt haben, dquivalent zu den Ausgangsformeln sind. Und da
die Formeln inzwischen vergleichsweise komplex geworden sind, wollen wir exempla-
risch eine kompositionelle Ableitung fiir die Formel in (65)(ii), die den Satz (65)(i)
iibersetzt, graphisch darstellen. Dies mag uns dabei helfen, eine Vorstellung von den
relevanten Konstruktionen zu erhalten.

Die Struktur fiir den Quantor jeder' ist klar. Die erste funktionale Applikation
(FA) betrifft das Argument Student, d.h. die Funktion AQ/AP[Vx[Q(x) - P(x)]]] wird
auf das Argument Az/Student'(z)] angewendet. Mittels A-Konversion wird das Argu-
ment fiir die Variable Q eingesetzt, so daB wir den Ausdruck AP/Vx[Az[Student'(z)](x)
- P(x)]] erhalten. In diesem Ausdruck kann wiederum A-Konversion fiir die Variable
z stattfinden, was zu dem generalisierten Quantor AP[Vx[Student'(x) - P(x)]] fiihrt.
Der Quantor wird nun funktional auf das VP-Denotat Ay/schlafen'(y)] appliziert und
mittels A-Konversion fiir die Variable P eingesetzt, so daf§ wir den Ausdruck Vx/Stu-
dent'(x) - Ay[schlafen'(y)](x)] erhalten. In diesem Ausdruck wird die Variable y gegen
die Variable x konvertiert. Das Resultat ist der Ausdruck Vx/Student'(x) - schlafen'(x)]
in (65)(ii)) vom Typ t.

(65) (i) Jeder Student schlift.
(ii) Vx[Student'(x) - schlafen’(x)]
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(iii)

t
V)([Student’(x)I —> schlafen’(x)]
Vx[Student’(x) ally[schlafen’(y)](x)]
AP[vx[Student’(x) — ls(x)]] (Ay[schlafen’(y)])

A-Konversionvony: —3»
A-Konversion von P: —3»
FA: _ >
<<e,t>t>
AP[¥x[Student’
A-Konversion von z: —3 AP VX[ZX[Sttuje?t’(X) - P(X)I])]
A-Konversion von Q: —» [Vx([Az[Stu e? @) > P]]
AQ[AP[YX[Q(x) — P(x)]]] (Az[Student’(z)])

FA: —_
<<et>,<<e t>t>>

<<e,t>,t>

t

/\<t,t> <et> <et>

t /\ t t t
VA /N N AN
1> e <t, <tt>><e,t>e <e,t> e <e,t> e
I | | | 1 | |

AQ [AP [[Q (x) — P (Ix)]]] Az[Student’(z)] Ay[schlafen’(y)]
[s [oe [o Jeder ] [xe Student]] [ve Schlft] ]

<

-0

9.3.1. Eigenschaften von Determinatoren

Die Analyse der Determinatoren hat uns zu der Annahme gefiihrt, daB ein Determi-
nator eine spezifische Relation zwischen einem NP-Denotat und einem VP-Denotat
herstellt. Die beiden Denotate sind jeweils vom Typ <e,t> und charakterisieren Men-
gen von Individuen. Die verschiedenen Determinatoren spezifizieren jeweils unter-
schiedliche Relationen zwischen diesen beiden Mengen. Der Determinator (mindestens)
ein legt fest, daB die Schnittmenge in (66)(i) nicht leer sein darf, wihrend der Deter-
minator der festlegt, daB in dieser Schnittmenge genau ein Element sein muB. Und
auch syntaktisch gesehen stellt ein Determinator als Kopf einer DP (vgl. die Struktur
(66)(ii)) gerade eine Beziehung zwischen der Subjekt-NP und der VP her, wobei der
Determinator selbst zusammen mit der NP eine Konstituente bildet und erst iiber den
Satzknoten S mit der VP verbunden ist.
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(66) (i) (ii)
INP] [VP]

In der Theorie der Generalisierten Quantoren, die bis ca. 1970 ein Zweig der mathe-
matischen Logik war, untersuchte man unter rein logischen Fragestellungen, welche
Arten von Quantoren neben den pradikatenlogischen Quantoren 3 und V méglich sind
und welche Eigenschaften diese Quantoren haben. Da aber auch natiirliche Sprachen
eine sehr grofe Vielfalt an Quantifikationsmdoglichkeiten aufweisen, wendeten Jon
Barwise und Robin Cooper 1981 diese logische Theorie konsequent auf quantifizie-
rende Ausdriicke in natiirlichen Sprachen an, wobei sich zeigte, daB natiirlich-sprach-
liche Determinatoren viele Eigenschaften mit den Quantorenausdriicken, die man aus
der Logik kennt, gemeinsam haben.

Wir wollen nun einige dieser Eigenschaften betrachten, um uns klarzumachen,
welche spezifischen Relationen Determinatoren zwischen NP-Denotaten und VP-Deno-
taten herstellen kénnen, so daB wir anhand dieser Eigenschaften in der Lage sind,
Generalisierungen iiber zuldssige Denotate von Determinatoren in natiirlichen Sprachen
zu finden. Fiir den folgenden Abschnitt wollen wir vereinbaren, da$ unter dem Begriff
Determinator ein natiirlich-sprachliches Element der Kategorie D° zu verstehen ist,
wihrend unter dem Begriff Quantor alle logisch mdglichen Quantoren subsumiert
werden. Der Begriff Quantor ist in diesem Sinne ein Oberbegriff zu Determinator. Wir
wollen nun anhand bestimmter Eigenschaften, die Quantoren haben konnen, aus der
Menge der logisch moglichen Quantoren die Menge der natiirlich-sprachlich gegebenen
Determinatoren aussondern. Wir werden sehen, daf nur Quantoren mit bestimmten
Eigenschaften Determinatoren in natiirlichen Sprachen sein kénnen.

9.3.1.1. Konservativitét
Eine erste Eigenschaft, die Quantoren haben konnen, ist die Konservativitdt.

(67) Konservativitit:
Seien A und B Teilmengen der Diskursdoméne D, und sei Q das Denotat eines
Quantors. Ein Quantor ist konservativ, gdw. gilt: B € Q(A) « (A N B) € Q(A).

Was besagt diese Eigenschaft? Nehmen wir an, daB die Teilmenge A ein NP-Denotat
und die Teilmenge B ein VP-Denotat ist. Q(A) ist dann ein generalisierter Quantor
oder ein DP-Denotat. Die Eigenschaft der Konservativitéit besagt nun, daB ein Quantor
genau dann konservativ ist, wenn gilt: Wenn das VP-Denotat ein Element des
DP-Denotats ist, dann ist der Durchschnitt zwischen NP- und VP-Denotat ein Element
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dieses DP-Denotats und umgekehrt. Da die Schnittmenge zwischen zwei beliebigen
Mengen A und B stets eine Teilmenge sowohl von A als auch von B ist, scheint die
Eigenschaft der Konservativitét zundchst trivial zu sein. Denn wenn schon B in Q(A)
enthalten ist, dann ist erst recht jede Teilmenge von B (speziell A N B) in Q(A)
enthalten. Diese scheinbare Trivialitit gilt aber nicht fiir alle Quantoren, wie wir
sogleich an einem Beispiel zeigen werden. Sie besagt vielmehr, daf das NP-Denotat
gewissermaBen der Tréiger des Determinators ist, oder etwas metaphorisch ausgedriickt,
daB das NP-Denotat die Biihne ist, auf der der Determinator spielt. Wir konnen jetzt
die Beziehung eines konservativen Quantors zu der syntaktischen Struktur in (66)(ii)
erkennen, in der der Determinator D® mit der NP eine syntaktische Konstituente bildet.
Die Eigenschaft der Konservativitét hat zur Folge, daB das Denotat einer DP nur vom
Denotat der in ihr enthaltenen NP abhéingt. Das Denotat von (Alle Studenten)’ kann in
diesem Sinne unabhéingig von allen anderen Individuen berechnet werden, die nicht die
Eigenschaft haben, Student zu sein. Das Denotat ist unabhéngig davon, ob es in D
Professoren, Séugetiere oder Tische gibt.

Konservativitdt scheint nun eine Eigenschaft von natiirlich-sprachlichen Quan-
toren zu sein, die universell gilt. Diese Hypothese halten wir in dem Satz (68) fest.

(68) Konservativitits-Bedingung:
Jeder Quantor in natiirlichen Sprachen ist konservativ.

Um diese Hypothese plausibel zu machen, betrachten wir einen logisch méglichen
Quantor, der nicht konservativ ist und demnach (68) zufolge auch kein Determinator
sein kann. Ein solcher Quantor koénnte etwa zu einem gegebenen NP-Denotat gerade
das Komplement dieses Denotats denotieren. Fiir den Quantor wiirde dann gelten, daB
B € Q(A) <« D - A € Q(A), was bedeutet, daB alle Individuen, die nicht zum NP-De-
notat A gehdren, die Eigenschaft B haben.

69 { X<D/D-INP™* c X}

Angewendet auf das NP-Denotat von Student’ und das VP-Denotat von ligen’ ergibt
sich der Ausdruck (Q(Student'))(liigen’), der zu interpretieren wire: Alle Individuen
aufer den Studenten liigen, bzw. als Alle Nicht-Ns V-en. Allerdings gibt es im Deut-
schen keinen Ausdruck mit der Bedeutung Alle-Nicht. Der in (69) definierte Quantor
ist kein Determinator des Deutschen, da ein D°-Element mit einem solchen Denotat
nicht nicht zur Verfiigung steht. Und nach der Hypothese (68) kann es einen solchen
Determinator auch gar nicht geben, auch nicht in irgendeiner anderen natiirlichen
Sprache, eben weil der Quantor in (69) nicht konservativ ist.

(70) (i) [pp [p Alle-Nicht] [yp Studenten]]
(ii) [pp [p Alle] [wp Nicht-Studenten]]

Wie die Struktur in (70)(ii) zeigt, liegt dies aber nicht daran, da$ ein solches Denotat
nicht ausgedriickt werden kénnte, sondern nur, da$ es nicht durch einen Determinator
ausgedriickt werden kann. Die Konservativitdts-Bedingung macht also eine scharfe
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Voraussage iiber die Struktur und das Denotat von moglichen Determinatoren in
natiirlichen Sprachen.

9.3.1.2. Monotonie

Eine weitere Eigenschaft von natiirlich-sprachlichen Determinatoren ist die Monotonie.
Betrachten wir dazu die Interpretation der Sétze in (71) in einem Modell.

(71) (i) Alle Politiker liigen.
(ii) Einige Politiker liigen.

Wir wissen, daB der Satz (71)(i) genau dann wahr ist, wenn die Menge aller Politiker
in der Menge der Liigner enthalten ist. Verallgemeinert man diese Situation, so 148t
sich sagen, daB ein allquantifizierter Satz genau dann wahr ist, wenn das NP-Denotat
des Subjekts in dem VP-Denotat vollstindig enthalten ist. Wir fragen nun, was mit
dem Wahrheitswert eines solchen Satzes geschieht, wenn wir das NP-Denotat verklei-
nern, indem wir etwa nur iiber alle klugen Politiker reden. Die Menge der klugen
Politiker bildet eine Teilmenge aller Politiker, und wir sehen, daB der Satz (71)(i) bei
Verkleinerung des NP-Denotats notwendigerweise wahr bleibt.

Erweitert man hingegen das NP-Denotat, indem man von der Menge aller Staats-
diener redet, dann ist die Menge der Politiker eine Teilmenge der Staatsdiener. In
diesem Fall konnen wir nicht mehr notwendigerweise davon ausgehen, daB der all-
quantifizierte Satz wahr bleibt, da es durchaus Staatsdiener geben kann, die nicht
liigen. Wir wollen sagen, daB§ ein Quantor links-monoton fallend (oder: subjekt-mono-
ton fallend) ist, wenn die Einschriankung des Subjekt-Denotats nicht zu einer Ver-
anderung des Wahrheitswertes des Satzes fiihrt.

Fiir den Satz (71)(ii) gilt gerade die Umkehrung dieser Uberlegung. Wenn wir das
NP-Denotat verkleinern, so kann der Fall auftreten, daB gerade die klugen Politiker
nicht mehr zum Denotat von liigen’ gehéren, so daB nicht gilt, daB der Satz notwen-
digerweise wahr bleibt. Erweitert man hingegen das NP-Denotat wieder zur Menge der
Staatsdiener, so verdndert sich der Wahrheitswert des Satzes in (71)(ii) nicht. In
diesem Fall nennen wir einen Quantor links-monoton steigend (oder: subjekt-monoton
steigend), da eine VergroBerung des NP-Denotats nicht zu einer Verdnderung des
Wabhrheitswertes fithren kann.

Nun kénnen wir auch fragen, was geschieht, wenn wir das VP-Denotat erweitern
oder verkleinern. Damit fragen wir nach der Rechts-Monotonie. Wie wir uns leicht
klarmachen, ist der Quantor alle rechtsmonoton steigend, denn eine Erweiterung des
VP-Denotats enthilt immer noch alle Politiker, so daB diese im VP-Denotat enthalten
bleiben. In dem Satz Alle Politiker liigen oder sind betrunken ist das VP-Denotat gegen-
tiber dem Satz (71)(i) erweitert, aber dennoch enthélt es nach wie vor alle Politiker.
Verkleinert man hingegen das VP-Denotat durch Verwendung des Adverbs schamlos, so
kann es sein, daB einige Politiker nicht mehr im relevanten VP-Denotat enthalten sind
und die Wahrheit des Satzes (71)(i) nicht erhalten bleibt. Der Satz Alle Politiker liigen
schamlos muB nicht die gleichen Wahrheitsbedingungen haben wie der Satz (71)().
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Es ist nicht immer so, daB ein links-monoton fallender Quantor rechts-monoton
steigend ist bzw. umgekehrt, wie wir an dem Quantor einige’ sehen. Dieser Quantor ist
links-monoton steigend, er ist aber zugleich auch rechts-monoton steigend. Wenn wir
namlich das VP-Denotat erweitern, so bleiben einige Politiker immer noch im
VP-Denotat. Verkleinern wir hingegen das VP-Denotat, so kann es mdoglicherweise
sein, daB der Durchschnitt zwischen der Menge der Politiker und der Menge der
Liigner leer ist; in einem solchen Fall bliebe der Wahrheitswert von (71)(ii) unter
Verkleinerung des VP-Denotats nicht erhalten.

Mit Hilfe eines einfachen Implikationstests 148t sich leicht priifen, welche Mono-
tonie-Eigenschaft ein Determinator hat. In dem Satz (72)(i) verwenden wir den Quan-
tor einige’, der rechts-monoton steigend ist. Die Kardinalitit des Denotats der kom-
plexen VP auf der linken Seite ist sicherlich kleiner oder gleich der Kardinalitét des
einfachen VP-Denotats auf der rechten Seite der Implikation, denn die Anzahl der
Studenten, die rauchen und blond sind, ist sicherlich kleiner oder gleich der Anzahl der
Studenten, die blond sind.

(72) rechts-monoton steigend: (Q(N))(A A B) ~ (Q(N))(A)
(i) Einige Studenten rauchen und sind blond. - Einige Studenten sind blond.
(ii) Kein Student raucht und ist blond. # Kein Student ist blond.

Verwendet man hingegen den Quantor kein’, so zeigt sich, daff diese Implikation nicht
gilt, wie (72)(ii) zeigt. Die Tatsache, daB es keinen blonden Studenten gibt, der raucht,
impliziert nicht, daB} es keinen Studenten gibt, der blond ist.

Der Verwendung des rechts-monoton fallenden Quantors wenige’ in (73)(i) erhélt
die Wahrheit der Implikation, wenn das VP-Denotat verkleinert wird, der Quantor
Jjeder’ hingegen nicht.

(73) rechts-monoton fallend: (QN))(A) - (Q(N))(A A B)
(i) Wenige Student sind intelligent. -~ Wenige Studenten rauchen und sind intel-
ligent.
(ii) Jeder Student ist intelligent. # Jeder Student raucht und ist intelligent

Gleiche Erwégungen zeigen, daB entsprechende Implikations-Verhdltnisse auch fiir
links-monotone Quantoren gelten, wie (74) und (75) deutlich machen.

(74) links-monoton steigend: (QN A B))(A) ~ (Q(N))(A)
(i) Einige intelligente Studenten rauchen. ~ Einige Studenten rauchen.
(ii) Alle intelligenten Studenten rauchen. # Alle Studenten rauchen.

(75) links-monoton fallend:  (Q(N))(A) - (Q(N A B))(A)
(i) Wenige Studenten rauchen. - Wenige intelligente Studenten rauchen.
(i) Einige Studenten rauchen. # Einige intelligente Studenten rauchen.

Die Implikationstests erméglichen die Klassifikation verschiedener Determinatoren des
Deutschen in vier Monotonieklassen. Die Tabelle in (76) unterteilt einige Determinato-
ren in diese Klassen.
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(76) Monotonieklassen:

links rechts
steigend einige einige

mindestens n mindestens n

ein ein

zwei alle

drei viele

die meisten

fallend kein kein
alle wenige
héchstens n hochstens n
weniger als n weniger als n

Es gibt nun eine empirische Beobachtung, die auf den Daten in (77) beruht und die die
Koordination von quantifizierten NPn betrifft.

(77) (i) Kein Jager und alle Angler rauchen.
(ii) Alle Erwachsenen und mindestens fiinf Kinder lachen.
(iii) "Clara und hochstens drei Studenten rauchen.
(iv) "Drei Studenten und kein Professor rauchen.
(v) "Ein Auto und alle Motorrider stehen am StraBenrand.

Die Beispiele in (77)(iii) bis (77)(v) sind hinsichtlich ihrer Grammatikalitét anders zu
bewerten als die koordinierten Strukturen in (77)(i) und (77)(ii). Der Grund dafiir
scheint in den unterschiedlichen Monotonie-Richtungen der beteiligten Determinatoren
zu liegen. Wihrend die beiden Determinatoren in (77)(i) und (77)(ii) jeweils die
gleiche Monotonie-Richtung haben, ist dies in den Beispielen (77)(iii) bis (77)(v) nicht
der Fall; hier ist der erste Determinator jeweils monoton steigend, der zweite aber
monoton fallend. Diese Beobachtung 148t sich zu der Koordinationsbeschrdnkung in
(78) generalisieren.

(78) Koordinationsbeschrinkung:
Zwei NPn koénnen nur dann mit und oder oder koordiniert werden, wenn ihre
Determinatoren jeweils die gleiche Monotonie-Richtung haben.

9.3.2. Erzeugung von Determinatoren

Wir wollen nun eine Uberlegung anstellen, die eine Beziehung zwischen dem mentalen
‘System unserer sprachlichen Kompetenz und der logisch-mathematischen Theorie iiber
Quantoren herstellt. Die Konservatititsbedingung besagt, daB alle natiirlich-sprach-
lichen Determinatoren konservativ sind. Damit bilden diese Determinatoren eine ganz
bestimmte Menge, nennen wir sie DET, und wir konnen fragen, wie diese Menge
definiert ist. Die relevanten Elemente lassen sich mit Hilfe der Quantoren ein und



9.4. Nominalphrasen als Objekte 185

jeder und den logischen Ausdriicken —, A und V definieren, so daB wir mittels einer
rekursiven Regel die Menge DET wie in (79) definieren kénnen.

(79) (i) Ein' und jeder'ist in DET.
(ii) Wenn A,B € DET, dann ist auch
a) A € DET
b) A AB € DET
¢) A VB € DET
(iii) Nichts sonst ist in DET.

Es 148t sich nun mathematisch beweisen, daB die Menge DET identisch mit der Menge
der konservativen Quantoren ist, und das heifit, da$§ jeder konservative Quantor durch
die rekursive Definition in (79) erzeugt werden kann. Da in natiirlichen Sprachen nur
konservative Quantoren als Determinatoren realisiert sind - wenn auch in jeder Sprache
moglicherweise unterschiedliche -, liegt der Schluff nahe, daf das System, welches fiir
die Bildung von Determinatoren innerhalb des Sprachsystems verantwortlich ist, selbst
die rekursive Struktur in (79) aufweist. Dies sagt nicht notwendigerweise etwas iiber
die Ausdrucksfahigkeit einer Sprache aus, sondern iiber die Art und Weise, wie
Relationen zwischen NP- und VP-Denotaten hergestellt werden konnen, denn wir
haben jetzt festgestellt, da genau diejenigen sprachlichen Elemente, die von der
syntaktischen Kategorie D° sind, iiber die Basiseinheiten in (79)(i) und die logischen
Verkniipfungen in (79)(ii) definierbar sind.

9.4. Nominalphrasen als Objekte

Mit der Betrachtung der Determinatoren sind wir aber noch nicht am Ende unserer
Uberlegungen angekommen, denn wir miissen noch dafiir Sorge tragen, daB auch
Objekt-DPn richtig behandelt werden konnen. Insofern aus syntaktischer Sicht die
interne Struktur von DPn in allen Satzpositionen gleich ist, sollten wir auch annehmen,
da eine DP in Subjekt-Position von dem gleichen Typ ist wie eine DP in Objekt-
Position. Wenn wir jedoch eine Objekt-DP vom Typ <<e,t>,t> mit einem zweistelligen
Prédikat verbinden wollen, dessen Typ wir bisher mit <e,<e,t>> angegeben haben, so
miissen wir leider feststellen, dal weder der Typ <<e,t>t> (des DP-Denotats) auf den
Typ <e,<e,t>> (des V-Denotats) noch der Typ <e,<e,t>> (des V-Denotats) auf den Typ
<<e,t>t> (des DP-Denotats) funktional angewendet werden kann.

Es scheint nicht méglich zu sein, die Uberlegungen, die wir fiir Subjekt-DPn
angestellt haben, in der gleichen Weise auf Objekt-DPn zu iibertragen. Es sei denn, das
Priadikat hitte tatsdchlich einen anderen Typ. D.h. wenn wir daran festhalten wollen,
daB sowohl Subjekt- als auch Objekt-DPn vom Typ <<e,t>,t> sind, dann sollten wir
davon ausgehen, daB ein zweistelliges Pridikat, welches zunidchst mit dem Objekt
verbunden wird, um ein VP-Denotat vom Typ <e,t> zu ergeben, einem anderen Typ
als <e,<e,t>> zuzuordnen ist. Von welchem Typ miiite ein zweistelliges Pradikat
demnach sein? Wir machen uns dies an der folgenden Grafik klar.
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1 t
S
<<et>t> <e,t>
(Subjekt) (VP)
<<e,t>t> ‘)
(Objekt) (Verb)

Die Verbindung des Objekts mit dem Verb fiihrt zu einem VP-Denotat vom Typ <e,t>,
so daB wir fiir die Beziehung zwischen dem Subjekt und der VP keine weiteren
Anderungen vornehmen miissen. Fragen wir daher nach dem Typ der Verbiibersetzung,
Damit das Verb sein Objekt als Argument nehmen und eine VP ergeben kann, ist es
als eine Funktion zu iibersetzen, die einen Ausdruck vom Typ <<e,t>t> als Argument
nimmt. Da die VP vom Typ <e,t> ist, miiite ein zweistelliges Pradikat daher den Typ
<<<e,t>,t> <e,t>> haben. Wir miissen also den bisher angenommenen Typ <e,<e,t>>
eines zweistelligen Pridikats an diesen Typ anpassen. Eine solche Typenanpassung
ergibt die Struktur in (2).

@ .

<<et>t> <e,t>
(Subjekt) (VP)

<<et>t>  <<<et>t>,<et>>
|
(Objekt) (Verb)

Damit wire die Ubersetzung eines transitiven Verbs eine Funktion, die einen generali-
sierten Quantor als Argument nimmt und das uns bekannte VP-Denotat ergibt. Es wire
mdglich, alle transitiven Verben nicht dem Typ <e,<e,t>>, sondern direkt dem Typ
<<<e,t> t>,<et>> zuzuordnen. Wenn wir so vorgehen, miissen wir uns aber auch
fragen, welche interne Struktur diese Funktion hat, und ob sie die Wahrheitsbedingung
fiir den resultierenden Satz in der richtigen Weise abzuleiten erlaubt. Dies ist mit der
folgenden Ubersetzung nicht mdglich.

(3) TYP(Ay[Ax[bewundern'(y))(x)]])} = <e,<e,t>>

Wir miissen nach einer Mdglichkeit suchen, transitive Verben so zu iibersetzen, daB
sich der Typ aufgrund der internen Struktur der Verbiibersetzung auch kompositionell
ergibt. Betrachten wir dazu den folgenden Satz (4)(i) mit der Paraphrase (4)(ii) und der
pradikatenlogischen Ubersetzung (4)(iii).

(4) (i) Alle Biirger bewundern einen Politiker.
(i) Fiir alle x gilt: Wenn x ein Biirger ist, dann gibt es ein y, so da$ gilt, y ist
ein Politiker und x bewundert y.
(ili) Vx[Biirger(x) -~ Jy[Politiker'(y) A (bewundern’(y))(x)]]
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Wir wissen, daB die beiden DP-Ausdriicke wie in (5)(i) und (5)(ii) iibersetzt werden.

(5) (@) [alle Biirger]" AP[Vy[Biirger'(x) -~ P(x)]] Typ: <<e,t>,t>
(ii) [ein Politiker]:  AQ[Jy[Politiker(y) A Q(y)] Typ: <<e,t>t>

Die Variablen P und Q sind jeweils vom Typ <e,t>, denn sie stehen fiir VP-Denotate.
Die Variable P in (5)(i) steht in etwa fiir das VP-Denotat in (6), jedoch ist dies noch
nicht die endgiiltige Form.

(6) ITy[Politiker'(y) N\ (bewundern’(y))(z)] Typ: t

In diesem Ausdruck ist die Variable y durch den Existenzquantor gebunden, die
Variable x hingegen ist frei. Dabei ist der Ausdruck in (6) vom Typ t. Um ein ange-
messenes VP-Denotat zu sein, muf} er jedoch vom Typ <e,t> sein, da das Subjekt alle
Biirger noch fehlt. Wir A-abstrahieren daher die Subjekt-Variable z, womit der Aus-
druck den Typ <e,t> erhilt, so daB (7) eine Funktion von Individuen in Wahrheits-
werte und damit ein angemessenes VP-Denotat ist, welches der VP bewundern einen
Politiker entspricht.

(7)  Az[3y[Politiker'(y) A (bewundern’(y))(z)]] Typ: <e,t>

Wir vergewissern uns, dal wir keinen Fehler gemacht haben, und priifen kurz mittels
A-Konversion, ob wir richtig vorgegangen sind, indem wir das DP-Denotat in (5)(i)
funktional auf das VP-Denotat in (7) applizieren und die A-Konversion beim Ubergang
von (8)(i) nach (8)(ii) durchfiihren.

(8) (i) AP[Vx[Biirger'(x) - P(x)]]  (Az/3y[Politiker'(y) /\ (bewundern'(y))(z)]])
(ii) Vx[Biirger'(x) - Az[Jy[Politiker'(y) A (bewundern'(y))(z)]] (x)]

P
Vx[Biirger'(x) - [Jy[Politiker'(y) A (bewundern’(y))(x)]]]
A-K von z

(iii)

1
A-K von

?

Ve

Die kursiv gedruckte Variable P wird in (8)(ii) gegen das kursiv gedruckte Argument
konvertiert und die Variable z in (8)(iii) gegen x. Wir miissen nun kldren, welcher
Ausdruck an die Stelle des Fragezeichens in (9) gesetzt werden muB.

®

<e,t>

|
Az[AQ[Iy[Politiker'(y) A (bewundern’(y))(z)]]]

<<g,t>t> <<<e,t> t>,<e,t>>
| |

AQ[3y[Politiker'(y) A Q(¥)]] ?
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Da der Ausdruck eine Funktion sein muB, die einen generalisierten Quantor als Argument
nimmt, erwarten wir einen A-Ausdruck, von dem eine Variable R abstrahiert ist, die den
Typ <<et>t> hat. Damit erhalten wir den richtigen Typ <e,t> fiir das VP-Denotat. Als
ungefahren Ausdruck rechnen wir also mit der V-Ubersetzung AR[... R ... (bewun-
dern'(x))(z) ...], wobei die Variable R irgendwo in dieser Ubersetzung auftritt.

Wenn wir diese vorldufige V-Ubersetzung auf die Objekt-DP in (5)(ii) anwenden,
erhalten wir den Ausdruck in (10), in dem sich nun der generalisierte Quantor befindet.

(10) (i) ARL.. R ... (bewundern'x))(z) ...] (AQ[3y[Politiker'(y) A Q(y)])
(i) ... AQ[3y[Politiker'(y) A Q(y)] ... (bewundern'(x))(z) ...]

-

A-K von R

Dieser generalisierte Quantor ist aber seinerseits eine Funktion, die einen Ausdruck
vom Typ <e,t> als Argument benétigt (wie jeder andere generalisierte Quantor auch).
Die Variable Q kann nur gegen einen Ausdruck mit diesem Typ konvertiert werden.
Wir miissen daher eine weitere Modifikation an der V-Ubersetzung vornehmen, damit
der generalisierte Quantor auch wirklich eine Funktion vom Typ <e,t> als Argument
erhilt. Dafiir setzen wir nochmals wie in (11) an, wobei jetzt die Variable R als
Argument die Funktion Ax[(bewundern'(x)}(z)] nimmt. Dann fiijhren wir in (11) alle
A-Konversionen durch, die méglich sind.

(11) () AR[... R(Ax[(bewundern’(x))(z)])] (AQ[3y[Politiker(y) A Q(¥)])

(i) : [... AQ[3y[Politiker'(y) A Q(y)] (Ax[(bewundern’(x))(z)])]
A-K von R

(iii) ? [... Fy[Politiker'(y) A Ax[(bewundern’(x))(z)](y)]
A-K von Q

@iv) ? [... Jy[Politiker'(y) A (bewundern’(y))(z)]
A-K von x

Im ersten Schritt von (11)(i) nach (11)(ii) wird die Variable R gegen das Objekt-
Denotat konvertiert. Diesen Schritt haben wir in (10) schon einmal durchgefiihrt.
Damit wenden wir das V-Denotat funktional auf das Objekt-Denotat an. Unser Ansatz
in (11) erlaubt jetzt aber, da wir auch das Objekt-Denotat auf ein Argument vom Typ
<e,t> anwenden, indem wir im zweiten Schritt von (11)(ii) nach (11)(iii) A-Konversion
mit der Variablen Q ausfiihren. Mit diesen beiden Schritten haben wir also zundchst
das V-Denotat auf das DP-Denotat angewendet und dann das DP-Denotat auf ein
VP-Denotat, gerade so, wie es sich fiir einen generalisierten Quantor gehort. Damit
sind wir in (11)(iii) angekommen. Dort stellen wir fest, daBl die A-abstrahierte Variable
x gegen das Argument z konvertiert werden kann, und diese Konversion fiihren wir in
(11)(iv) durch. Wir sind jetzt fast am Ziel angelangt, denn (11)(iv) unterscheidet sich
nur noch unwesentlich von dem anvisierten VP-Denotat Az/3y/Politiker'(y) N\ (bewun-
dern’(y))(z)]]. Der einzige Unterschied besteht darin, daB (11)(iv) vom Typ t ist, aber
vom Typ <e,t> sein muB. Um das richtige VP-Denotat zu ergeben, steht noch die
A-Abstraktion der Variablen z fiir das Subjekt aus. Anstelle der drei Piinktchen in
(11)(iv) setzen wir also den A-Operator Az. Damit haben wir unser Ziel erreicht und
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kénnen als V-Ubersetzung den Ausdruck in (12)(i) annehmen, der die interne Struktur
in (12)(ii) hat. Wie wir sehen, ist die Funktion hinsichtlich ihrer internen Struktur
gerade so konstruiert, daB sie kompositionell den gewiinschten Typ ergibt.

(12) () AR[Az[R(Ax[(bewundern’(x))()])]]

(ii) <<<e,t>t> <et>>
<e,t>
t
<e,t>
t
<e,{\
< <e,t>,t> <e,<e<>e €

AR[ Az[ R (A [(bewundern (1) ) @) ]) ] |

Das Baumdiagramm in (13)(ii) zeigt, daB wir eine angemessene Verb-Ubersetzung
konstruiert haben, die mit den rechts angegebenen Schritten kompositionell zu der
Ausgangsformel in (13)(i) fiihrt.

(13) (@) vx[Biirger(x) - Jy[Politiker(y) A (bewundern'(y))(x)]]
(ii)
t

I
vx[Biirger'(x) = By[Po]iﬁkTr’@) A (bewundern’ (y))(x)]] A-Konversion von x,

W{Birger(s) = s [ Sy{Politers) / bewunder’ )] ) 3 K onyersion von P

AP[x{Biirger’ (x) = P)]](A%, [H{Politiker'(y) A (bewundern’ (1))(x,)])

/\ Funktionalapplikation

<<Le,t>,t> <e,t>
APL(Birget (9~ P@)]] At y{Poltker(y)  (bewunders ()05 Konversion von,
Ax, [3y[Politiker'(y)  Ax,[(bewundern’ (x))(x)] (1)]
i, 4P Sy{Politker ) APO)]] (x(oewunderst G

AR[A%[R (Ax,(bewundern’ (x;))(x;)])]] (AP[3y[Politiker’ (y) A P(y)])

A-Konversion von P

Funktionalapplikation
<<<et> t>,<et>> <<et>,t>

| |
AR[A%, [R (Ax,[(bewundern’ (x,))(x)])]] AP[Jy[Politiker’ (y) A P()]]
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9.5. Kompositionelle Behandlung der Quantifikation

Obwohl diese Herleitung recht kompliziert war und einiges an Konzentration erfor-
derte, miissen wir noch einen Schritt weiter gehen, wenn wir sehen wollen, daB unsere
Theorie iiber generalisierte Quantoren richtige Ergebnisse liefert. Wir wissen némlich,
daB ein Satz, in dem zwei Quantorenphrasen auftreten, mehrdeutig sein kann, und wir
haben fiir die sich ergebenden Lesarten im Kapitel {iber Pridikatenlogik die unter-
schiedliche Reihenfolge der syntaktischen Regeln (3') und (4') verantwortlich gemacht.
Da wir aber mit unserer Theorie der generalisierten Quantoren die prédikatenlogischen
Quantoren bereits in die DP-Bedeutungen aufgenommen haben, miissen wir eine
Strategie entwerfen, um auch Skopusambiguititen kompositionell abzuleiten.

Natiirlich wollen wir die Grundidee der Skopusambiguitéit, wie wir sie bisher
behandelt haben, beibehalten. Diese basierte darauf, daB in der einen Lesart der
Existenzquantor Skopus iiber den Allquantor hat und in der anderen Lesart umgekehrt.
Wir betrachten dazu nochmals den Satz des letzten Abschnitts.

(14) (i) Alle Biirger bewundern einen Politiker.
(ii) Fiir alle x, wenn x ein Biirger ist, dann gibt es ein y, so da$ gilt, y ist ein
Politiker und x bewundert y.
(iii) Vx[Biirger(x) ~ Jy[Politiker'(y) A (bewundern'(y))(x)]]

Um diese Lesart, die wir im letzten Abschnitt kompositionell hergeleitet haben, etwas
zu verdeutlichen, kénnen wir den Satz (14)(i) wie in (15) fortsetzen.

(15) ... der Biirger Meier bewundert Helmut Kohl, der Biirger Schulze bewundert Rita
Siissmuth, der Biirger Miiller bewundert Richard von Weizsédcker usw.

In der anderen Lesart muBl der "Satz in (14)(i) jedoch wie in (16)(i) paraphrasiert
werden, und er erhdlt dann die Ubersetzung in (16)(ii).

(16) (i) Es gibt ein y, y ist ein Politiker und fiir alle x gilt, wenn x ein Biirger ist,
dann bewundert x y.
(i) Jy[Politiker'(y) A Vx [Biirger'(x) ~ (bewundern'(y))(x)]]

Um diese Lesart deutlich zu machen, kénnen wir den Satz fortsetzen wie in (17).
(17) ... und dieser Politiker heiBit Johannes Rau.

Wir betrachten nun, wie Skopusambiguitdten herzuleiten sind. Bevor wir die ent-
sprechende formale Regel entwerfen, machen wir uns klar, was eine solche Regel
eigentlich leisten soll. Wir haben bereits gesehen, daB eine Skopusambiguitit immer
dann vorliegt, wenn ein Satz mit einer Lautstruktur verschiedene Interpretationen hat.
Eine Regel, die diese verschiedenen Interpretationen ableitet, muf daher prinzipiell die
Maoglichkeit erdffnen, einen Satz auf mindestens zwei Weisen zu iibersetzen. Nun gibt
es sogar Sétze, die in mehrfacher Hinsicht Skopusalternativen zulassen, wie etwa das
Beispiel in (18). Dieser Satz erlaubt die Ubersetzungen (18)(i) bis (18)(vi); die mul-
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tiple Mehrdeutigkeit beruht auf dem Auftreten von drei quantifizierenden Ausdriicken,
die relativ zueinander ambig sind. Da die Anordnung von drei Elementen zu 3! = 6
Mbglichkeiten fiihrt, erwarten wir sechs verschiedene Ubersetzungen.

(18) Jeder Politiker kennt eine Antwort auf alle Fragen.
(i) Vx[Politiker'(x) ~ Jy[Antwort'(y) N Vz[Frage'(z) ~ ((kennen'(x))(y))(z)11]
(ii)) Vx[Politiker'(x) ~ Vz[Frage'(z) ~ Jy[Antwort'(y) A ((kennen'(x))(y))(z)]]]
(iii) Vz[Frage'(z) - Vx[Politiker'(x) ~ Jy[Antwort'(y) A ((kennen'(x))(y))(z)]]]
(iv) Vz[Frage'(z) ~ Jy[Antwort'(y) A Vx[Politiker'(x) A ((kennen'(x))(y))(z)1]]
(v) Jy[Antwort'(y) A Vz[Frage'(z) ~ Vx[Politiker'(x) A ((kennen'(x))(y))(z)11]
(vi) Jy[Antwort'(y) A Vy[Politiker'(x) - Vz[Frage'(z) N ((kennen'(x))(y))(z)11]

Die jeweiligen Paraphrasen, die z.T. synonym sind, m&ge der Leser selbst konstruieren.
Wichtig fiir unsere Zwecke ist nur die Frage, auf welche Weise diese sechs Ubersetzun-
gen kompositionell hergeleitet werden konnen. Die Ubersetzungsregel in (19) des Hinein-
quantifizierens (Quantifying in) erlaubt es, aus einer Formel mit einem generalisierten
Quantor zwei Ubersetzungen zu konstruieren. Da dies fiir jeden auftretenden Quantor gilt,
konnen wir mir dieser Regel alle Lesarten fiir den Satz (18) ableiten.

(19) Regel des Hineinquantifizierens
Wenn der Satz S durch eine Formel ¢ iibersetzt wird, die einen Ausdruck & vom
Typ <<e,t>t> enthilt, dann kann S auch als a(Ax(¢")) ibersetzt werden, wobei
¢’ genauso ist wie @, auBer daB o durch den Ausdruck AP[P(x)] ersetzt wird,
wobei x eine in @' freie Variable vom Typ e ist.

Der Effekt dieser Regel besteht nun darin, daB eine Formel ¢, in der ein generali-
sierter Quantor ¢ auftritt, zum einen so ibersetzt werden kann, daf sich o an seiner
urspriinglichen Position befindet. Dies entspricht einer direkten Funktionsanwendung,
wie wir sie im letzten Abschnitt hergeleitet haben. Zum anderen sieht diese Regel aber
auch vor, daB an die Stelle von o die individuelle Sublimierung AP[P(x)] einer
Variablen x eingesetzt wird. Anschliefend werden alle DP-Denotate auBler o in die
Struktur integriert. Sodann wird die Variable x von dem Gesamtausdruck A-abstrahiert,
so daB « schlieBlich funktional auf diesen Gesamtausdruck appliziert werden kann.

Die Regel scheint kompliziert, ist es aber bei etwas genauerer Priifung nicht. Um
ihre Anwendung zu verdeutlichen, leiten wir die zweite Lesart des Satzes (14)(i) ab.
Dabei ist o die Objekt-DP einen Politiker. In einem ersten Schritt muB die Uberset-
zung von bewundern auf die individuelle Sublimierung AP[P(x)] einer Variablen x
angewendet werden. Dies ergibt uns nach drei Vereinfachungen mittels A-Konversion
die VP-Ubersetzung in (20)(iv).
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(20) (i) AR[AX,[R(Ax,[(bewundern’(x,))(x,)])]] (AP[P(z)])
(ii) = AX,[AP[P(z)] (Ax,[(bewundern'(x,))(x,)]]

1
A-K von R
(iif) : Ax,[Ax, [(bewundern'(x;))(x,)](2)]

A-K von

P
- Ax,[(bewundern’(z))(x,)]

A-K von x,

@iv)

Auf diesen Ausdruck wenden wir den generalisierten Quantor an, der die Ubersetzung
der Subjekt-DP ist. Damit appliziert der Quantor vor dem eigentlichen Objekt-Denotat,
da dieses zundchst nur als Variable x in dem VP-Denotat auftritt.

(21) (@) AP[vx[Biirger'(x) - P(x)]] (Ax,[(bewundern'(z))(x,)])
(ii) = Wx[Biirger'(x) - (Ax,[(bewundern’(z))(x,)])(x)]
@iy %m * Vx[Biirger'(x) ~ (bewundern'Z))(x)]

A-K von x,

Nach der Regel des Hineinquantifizierens miissen wir jetzt die Variable z in (21)(iii)
A-abstrahieren. Wir erhalten (22).

(22) Az[Vx[Biirger'(x) ~ (bewundern’(z))(x)]]

Nun sind alle DP-Denotate (wobei hier nur eines auftritt) - bis auf « - integriert, so
daB im néchsten Schritt o funktional auf den Ausdruck angewendet werden kann.

(23) (i) AQ[Iy[Politiker'(y) A Q(y)]1 (Az/Vx[Biirger'(x) - (bewundern'(z))(x)]])
(ii) 7 Jy[Politiker'(y) A Az[Vx[Biirger'(x) - (bewundern'(z))(x)]1(»)]

(iif) %"“ %3y [Politiker(y) A Vx[Biirger'(x) ~ (bewundern'(y))(x)]

A-K von z

Wie uns die Zeile (23)(iii) zeigt, haben wir mit Hilfe der Regel des Hineinquantifi-
zierens genau die zweite Lesart aus (16) abgeleitet. Um die Regel auch wirklich zu
verstehen, wollen wir den gesamten Vorgang noch einmal mittels des Strukturbaums
in (24)(ii) darstellen. Die Ableitungsschritte, die durch die Regel des Hineinquan-
tifizierens eingefiihrt werden, sind durch Pfeile markiert; die Formel fiir die zweite
Lesart sei in (24)(i) wiederholt.
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(24) (i) Ty[Politiker'(y) A Vx[Biirger'(x) - (bewundern'(y))(x)]
(i)

t

|
Jy[Politiker’ (y) A Vx[Biirger’ (x) —> (bewundern’ (v))(x)]]
| A-Konversion von z
Jy[Politiker (y) A Az[ W [Biirger’ (x) — (bewundern’ (z))(x)]](¥)]
| A-Konversion von P
AP[3y[Politiker’ (y) A P(y)]] (Az[vx[Biirger’ (x) —> (bewundern’ (z))(x)]])

//\ Funktionalapplikation

<<et>t> <e,t>

AP[ EIy[PolitiLer’ AP )«z[‘v’x[Bﬁ'rger’ (x) = (bewundern’ (z))(x)]]
|

t A-Abstraktion von z

vx[Biirger’ (x) —l> (bewundern’ (z))(x)]
! A-Konversion von x,
vx[Biirger’ (x) = Ax, [(bewundem’ (z))(x,)] (X)]
| A-Konversion von P
AP[vx[Biirger’ (x) > P(x)]] (A%, [(bewundern’ (2))(x,)])

Funktionalapplikation
<<e,t>,t> <e,t>

l |
AP[vx[Biirger’ (x) = P(x)]] Ax, [(bew|undern’ 2)(x)]
A%y [Ax (s bewuridem’ () (x)] ()]
Ax, [4P[P(z)] (Ax,[(bewundern’ (x,))(x;)])]
| A-Konversion von R

AR[AG,[R (Ax,[(bewundern’ (x,))(x) DII(AP[P(2)])
Funktionalapplikation

A-Konversion von x,

A-Konversion von P

<< <et> >, <et>> <<ept>t>

| |
AR[Ax; [R (Ax,[(bewundern’ (x,))(x,))]]  AP[P(z)]

Hineinquantifizieren J

Es 148t sich feststellen, daBl die Regel des Hineinquantifizierens fiir jeden Satz, in dem
Quantorenausdriicke auftreten, beliebig héufig angewendet werden kann, so daf§ zu
einem solchen Satz eigentlich unendlich viele Ableitungen moglich sind. Das ist
deshalb der Fall, weil auf eine mit der Regel des Hineinquantifizierens abgeleitete
Formel diese Regel erneut, jetzt auf den ‘hineinquantifizierenden’ Ausdruck, angewen-
det werden kann. Die dabei entstehenden Varianten unterscheiden sich aber hinsicht-
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lich ihrer Wahrheitsbedingungen nur dann, wenn sich relative Skopusunterschiede
zwischen verschiedenen Quantorenausdriicken ergeben.

Wir wollen zum Abschlufl unserer Diskussion der kompositionellen Quantifika-
tionstheorie einen kurzen Vergleich zwischen der semantischen Beschreibung von
Quantorenausdriicken und ihrer syntaktischen Behandlung anstellen.

Der Logiker Richard Montague hat 1973 die Regel des Hineinquantifizierens in
dem Aufsatz The Proper Treatment of Quantification in Ordinary English (kurz: PTQ)
formuliert. In diesem Aufsatz, der {ibrigens nur 23 Seiten umfaBt, entwirft Montague
aber weitaus mehr, denn er formuliert dort die formalen Grundlagen fiir eine logische
Behandlung natiirlicher Sprachen. In der von Noam Chomsky (1981) entwickelten
Prinzipien- und Parameter-Theorie werden syntaktische Représentationen auf ver-
schiedenen Ebenen dargestellt, die in systematischer Weise aufeinander bezogen sind.
Das Grammatikmodell unterscheidet die vier Ebenen D-Struktur, S-Struktur, Phonolo-
gische Form (PF) und Logische Form (LF), die so aufeinander bezogen sind, wie es
in (25) dargestellt ist.

(25) D-Struktur

move a

S-Struktur

QR
PF/ \LF

Die Ebene der D-Struktur reprisentiert neben Linearisierungs- und Hierarchie-Aspek-
ten auch die Pradikat-Argument-Relationen, die in der Syntax unter dem Begriff
©-Theorie behandelt werden. Die ©-Theorie besagt, daB jede Argumentstelle eines
Pradikats mit genau einem syntaktischen Argument besetzt werden und daf umgekehrt
jedes syntaktische Argument genau eine ®-Rolle erhalten muB, damit die D-Struktur
wohlgeformt ist. Dies erinnert uns natiirlich sofort an die Regel 1 der Pradikatenlogik,
die besagte, daB ein n-stelliges Pradikat mit n Argumenten eine Aussage ist. D-Struk-
tur und S-Struktur sind durch eine Bewegungsregel, die move o genannt wird, aufein-
ander bezogen. Diese Regel erlaubt die Verschiebung von Konstituenten unter gewis-
sen Bedingungen. Auf der Ebene der S-Struktur werden im wesentlichen diejenigen
formalen Aspekte dargestellt, die fiir die interne syntaktische Struktur eines Satzes
relevant sind. So spielen hier etwa die Realisierung von Kasus, die Subjekt-Verb-
Kongruenz usw. eine Rolle. Nach der S-Struktur gabeln sich die Ableitungswege in
Richtung phonologische Form (PF) und logische Form (LF). Auf der Ebene PF werden
die phonologisch/phonetischen Merkmale spezifiziert, die ein grammatischer Satz
aufweist. Die Beziehung zwischen S-Struktur und LF wird ebenfalls durch eine
Bewegungsregel hergestellt, die Quantoren-Anhebung (Quantifier Raising QR) genannt
wird und die in der Theorie der Logischen Form von Robert May (1985) als eine
Instanz von move o aufgefaBit wird. Eine wesentliche Eigenschaft dieses Grammatik-
Modells besteht darin, daB ein Satz, sobald er die Ebene der S-Struktur verlassen hat,
gewissermalBen in zwei Komponenten zerfallt: eine phonologische und eine logische.
Beide Komponenten sind relativ unabhéngig voneinander. Evidenz hierfiir erhalten wir
aus der Beobachtung, daB ein und dieselbe Lautkette verschiedene Interpretationen
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erhalten kann. Wenn also ein Satz eine Lautstruktur, aber verschiedene Interpretationen
hat, so ist dies ein Indiz dafiir, daB die verschiedenen Interpretationen erst nach der
Ebene der S-Struktur auf dem Weg zu LF herzuleiten sind. Die Ebene PF erféhrt
davon nichts mehr. Es wird daher angenommen, dafi die Anhebung von Quantoren
zwischen S-Struktur und LF stattfindet, so daf} die phonologische Komponente davon
unbeeinfluBit bleibt. Die S-Struktur des Satzes (14)(i) Alle Biirger bewundern einen
Politiker muB, da der Satz nur eine Lautstruktur hat, fiir beide Lesarten zunichst
identisch sein. Auf der Ebene LF hat der Satz in der ersten Lesart noch immer die-
selbe Struktur, wihrend ihm in der zweiten Lesart eine Struktur mit weitem Skopus
der Objekt-DP einen Politiker entspricht. Diese LF-Struktur unterscheidet sich im
wesentlichen dadurch von der S-Struktur, daB die Objekt-DP soweit nach oben bewegt
wird, daB sie den gesamten Restsatz in ihrem Skopus hat. Die Satzstrukturen in (26)
verdeutlichen den Unterschied zwischen den beiden Lesarten; in (26)(i) hat die DP alle
Biirger weiten Skopus, wihrend in der Struktur (26)(ii) die DP einen Politiker weiten
Skopus (iiber die Subjekt-DP) erhalt.

(26) (i) (ii)
S S
DP VP e
—_— einen Polltiker/\
alle Biirger /\ A
DP vV DP VP
_ | =~
einen Politiker bewundern alle Burger /\
t. \Y
! |
QR bewundern

Die Skopusverhiltnisse in der Struktur (26)(i) entsprechen derjenigen Lesart, bei der
das Objekt in seiner VP-Position verbleibt, wihrend die Struktur in (26)(ii) derjenigen
Lesart entspricht, bei der die Objekt-DP in eine Position bewegt wird, in der sie
Skopus iiber den Rest-Satz hat. Der BewegungsprozeB - so wird angenommen - hinter-
14Bt eine Spur (= trace) t; in der Ausgangsposition, in der sich die Objekt-DP urspriing-
lich befand. Die Ebene LF gilt nun als rein syntaktische Ebene, obwohl, wie wir
sehen, die relevanten Skopusverhiltnisse dargestellt sind und insofern die verschie-
denen Lesarten bereits in der Syntax abgeleitet werden. Der Grund fiir eine syntak-
tische Behandlung der Skopusambiguititen besteht darin, daB fiir die Bewegung von
Quantorenphrasen dhnliche Bedingungen gelten, wie fiir die Bewegung zwischen
D-Struktur und S-Struktur, so daB die Eigenschaften der Quantorenanhebung weit-
gehend identisch sind mit klar zu identifizierenden syntaktischen Bewegungen. Wenn
Quantorenanhebung aber syntaktische Eigenschaften hat, so muB sie auch syntaktisch
beschrieben werden.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der semantischen Regel des
Hineinquantifizierens und der syntaktischen Quantoren-Anhebung? In der syntaktischen
Struktur wird die Objekt-DP durch den Bewegungsproze Quantoren-Anhebung (QR)
in eine Position bewegt, von der aus sie den gesamten Rest-Satz in ihren Skopus
nimmt. Genau der gleiche Effekt entsteht durch Anwendung der Regel des Hinein-
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quantifizierens. Die syntaktische Bewegung hinterldfit eine Spur t; in der Basisposition.
Dieser Spur entspricht wiederum die individuelle Sublimierung der Variablen x. In der
syntaktischen Struktur bindet die bewegte Objekt-DP die Spur, was mit dem Index i
ausgedriickt wird. Nach der Regel des Hineinquantifizierens wird die Variable x durch
einen A-Operator gebunden, bevor « auf den Rest-Ausdruck appliziert wird. Die beiden
Arten der Behandlung von Skopusambiguititen weisen soviele strukturelle Ahnlichkeiten
auf, daB sich die Sichtweise vertreten 148t, daB die Regel des Hineinquantifizierens gerade
die semantische Interpretation fiir die syntaktischen Prozesse darstellt. Sowohl die Posi-
tionen der nach syntaktischen Prinzipien bewegten Phrasen lassen sich semantisch rekon-
struieren, als auch die durch eine syntaktische Spur gekennzeichnete Basisposition, die in
der semantischen Reprisentation als individuelle Sublimierung einer Variablen wieder
auftritt. Wir finden daher emeut bestitigt, da ein enger struktureller Parallelismus zwi-
schen syntaktischen und semantischen Reprasentationen hergeleitet werden kann.

9.6. Ubungsaufgaben

1.  Welchen deutschen Sétzen entsprechen die Formeln in (i)-(iii)? Abstrahiere in
diesen Formeln von dem jeweiligen Prddikat, so daB sich ein Denotat fiir die
Subjekt-DP des zugehdrigen Satzes ergibt.

(i) trinken’(Peter’)
(ii) 3Ix[Hund'(x) A bellen'(x)]
(iii) Jy[vx[Hund'(x) - x = y] A bellen’(x)]
Abstrahiere sodann in den Formeln fiir (ii) und (iii) von dem spezifischen Nomi-
nal-Ausdruck, so daB sich die semantischen Formen fiir die Determinatoren
ergeben.

2. Gib die Ubersetzung und die Typenstruktur fiir die beiden folgenden Determina-
toren an:
(i) jeder
(ii) der

3.  Gib die Denotate von Student' und rauchen' als Mengendiagramme an, so daf die
Sétze in (i) bis (iii) jeweils wahr sind.
(i) Jeder Student raucht.
(ii)) Ein Student raucht.
(iii) Kein Student raucht.

4. Gib die syntaktischen und die semantischen Strukturen fiir die beiden Lesarten
des folgenden Satzes an:
Jeder Student mag ein Buch.



10. Temporalsemantik

10.1. Zeit und Tempus

Wir haben bisher die Wahrheit von Formeln relativ zu einem Modell M (und einer
Variablenbelegung g) bestimmt. Dabei sind wir von einem Modell ausgegangen, in
dem die semantischen Werte der nicht-logischen Konstanten mittels der Funktion F
einmal festgelegt wurden und sich dann nicht mehr geéndert haben. Allerdings ist die
Welt, in der wir leben und iiber die wir reden, nicht so beschaffen, daB sie sich
niemals dndert. Vielmehr ist hier das genaue Gegenteil der Fall. So veréndern sich
etwa unsere Beziehungen zu anderen Menschen, wenn wir neue Freunde kennenlernen
oder alte Bekannte aus den Augen verlieren. Unsere Tétigkeiten variieren zeitabhingig.
Am Tag arbeiten wir hiufig, gehen ins Schwimmbad, fahren mit der StraBenbahn oder
sitzen auf einem Stuhl, wihrend wir nachts vorwiegend schlafen. Auch die Eigen-
schaften von Dingen und Lebewesen verdndern sich. Neue Autos werden alt und
verrosten, das Ozonloch wird groBer, Kinder werden erwachsen und Seifenblasen
platzen. In zyklischen Wiederholungen wird es Tag und Nacht, und manchmal regnet
es, oder die Sonne scheint. Solche Verdnderungen und die Dynamik unserer Lebens-
welt kénnen wir mit der einfachen Modellstruktur, die wir bisher verwendeten, nicht
beschreiben, denn wir haben den Faktor Zeir vollig ausgeblendet. Diese einschrankende
Sichtweise wollen wir jetzt erweitern, indem wir die Zeitdimension in die Struktur des
(Welt-) Modells aufnehmen. Im folgenden sollen die Denotate der nicht-logischen
Konstanten zeitabhéngig variieren kdnnen.

Das Denotat des Ausdrucks schlafen’ gilt nicht fiir alle Zeiten in der gleichen
Weise, sondern es wiederholt sich zyklisch fiir verschiedene Individuen in unter-
schiedlichen Zeitabschnitten. Wenn in einer Modellstruktur festgelegt ist, daB Peter
und Maria schlafen, dann gilt (1).

(1) F(schlafen’) = [schlafen'T"® = {[PeterT"* [Maria'T"*}

Dieses Denotat ist stets giiltig, und das liegt daran, daB wir in der Modellstruktur keine
zeitliche Variation vorgesehen haben. Ganz offensichtlich veréndern sich die Denotate
von Pridikaten zeitabhdngig, d.h. Formeln kdnnen zu einer Zeit wahr und zu einer
anderen Zeit falsch sein. Der Satz Peter schidft ist wahr, wenn Peter zum AuBe-
rungszeitpunkt des Satzes schléft. Wird der Satz zu einer anderen Zeit gedufert, kann
er falsch sein, nimlich genau dann, wenn Peter nicht schlift. Was wir bendtigen, ist
die Abhingigkeit einer Interpretation relativ zu verschiedenen Zeitpunkten, so daf} wir
auch Verinderungen in der Welt beschreiben konnen. Dazu miissen wir die Struktur
des Modells so erweitern, daB der Satz Peter schldft zu bestimmten Zeiten den Wert
wahr erhilt, zu anderen Zeiten aber den Wert falsch.

Wir wollen den Begriff des Modells so erweitern, daB nicht nur eine Doméne D
und eine Interpretationsfunktion F angegeben wird, sondern auch eine (nicht-leere)
Menge T von Zeitpunkten t,, t,, ... Das Modell kann dann so aussehen, daB etwa das
Pradikat schlafen’ zum Zeitpunkt t, auf Peter’ angewendet wahr ist, zu einem anderen
Zeitpunkt t, falsch. Da wir uns mit natiirlichen Sprachen auf Ereignisse beziehen
konnen, die in der Vergangenheit stattgefunden haben, d.h. zu einer Zeit vor der
AuBerungszeit, oder die in der Zukunft stattfinden werden, d.h. zu einer Zeit nach der
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AuBerungszeit, miissen wir die (ungeordnete) Menge der Zeitpunkte hinsichtlich ihrer
Abfolge sortieren. Dazu kénnen wir so vorgehen, dafl wir eine Ordnungsrelation '<' iiber
der Menge T definieren. Damit werden die Zeitpunkte t,, t,, ... bzgl. ihrer linearen
Abfolge sortiert, denn ‘<" ist die Vorgéngerrelation. ¢, < ¢, besagt, da} der Zeitpunkt t,
vor dem Zeitpunkt t, liegt, wihrend ¢, < ¢, bedeutet, da8 der Zeitpunkt t, nach t, liegt.
Die Frage ist nun, wieviele Zeitpunkte wir benétigen. Wenn wir uns klarmachen, zu
wieviel verschiedenen Zeitpunkten wir die Welt betrachten, so stellen wir fest, daB dies
unendlich viele sind, wenn wir jeden Moment beschreiben wollen. Wir miissen daher
annehmen, daB die Menge der Zeitpunkte dicht ist, d.h. daBf die Zeitachse keine Locher
enthélt. Die linear geordneten Zeitpunkte lassen sich dann auf einer Zeitachse eintragen.

@ Gegenwart
Vergangenheit | Zukunft

| 1 | | 1 |
T T T T

t t 4 to 4 ts ts

Natiirlich kénnen wir nicht alle Zeitpunkte einzeichnen, sondern wir greifen einige
heraus. Wir bestimmen einen Zeitpunkt (hier t, genannt) als die Gegenwart. Alle Zeit-
punkte, die links von t, liegen, gehéren zur Vergangenheit, und alle Zeitpunkte, die
rechts von t, liegen, bilden die Zukunft.

Wir stellen uns aber zugleich vor, daB zwischen zwei Zeitpunkten noch unendlich
viele andere Zeitpunkte liegen kénnen. Diese Vorstellung &hnelt ein wenig der von den
reellen Zahlen, von denen es ja auch unendlich viele gibt; zwischen zwei beliebigen
reellen Zahlen liegen wiederum unendlich viele reelle Zahlen. Man kann sich dies
leicht an der folgenden vereinfachten Uberlegung klarmachen. Betrachten wir dazu die
natiirlichen Zahlen. Auch diese Zahlenmenge ist unendlich groB, und dennoch 148t sich
zu jeder natiirlichen Zahl eine spezifische Bruchzahl finden, die bereits innerhalb des
Zahlenintervalls zwischen 0 und 1 liegt. Die zugehorige Bruchzahl zu der Zahl 2 ist
2, die von 39827613 ist 1/39827613. Indem man zu jeder beliebigen natiirlichen Zahl
den Kehrwert bildet, erhidlt man eine Funktion, die diese Zahlen in das Intervall
zwischen 0 und 1 abbildet. Und das heifit dann schlieBlich, daB zwischen 0 und 1
unendlich viele Zahlen liegen. Etwas metaphorisch kénnten wir sagen, daB es im Inter-
vall zwischen O und 1 kein einziges winziges Loch gibt; mag man auch mit einer noch
so feinen Nadel irgendwo in das Intervall stechen, man trifft immer eine Zahl. In
dieser Weise wollen wir uns auch die Dichte von Zeitpunkten vorstellen.

Da in unserem bisherigen Modell die Denotatsfunktion F die Interpretation der
nicht-logischen Konstanten ein fiir alle Male festgelegt hat, miissen wir diese nun
dahingehend modifizieren, daB die Interpretation zeitabhéingig geschieht. Dazu benétigt
die Funktion F neben dem Argument &, dem ein Denotat zugewiesen werden soll,
auch ein Argument fiir die Zeit, zu der das Denotat giiltig ist. Der Wert von F ist das
Denotat des Ausdrucks o zum Zeitpunkt t. Dies schlieBt nicht aus, daf bestimmte
Werte fiir alle Zeitpunkte gleich bleiben konnen, etwa Eigennamen wie Peter’, Maria'
usw., die zeitunabhingig immer dieselben Individuen denotieren. Fiir andere Aus-
driicke, wie etwa die einstelligen Pradikate schlafen’, schnarchen' usw., konnen sich
aber die Interpretationen abhingig von der Zeit veréndern.
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10.1.1. Temporale Modelle

Wir fragen nun, wie sich unsere Vorstellung von der Zeit in die Struktur eines Modells
integrieren 14Bt. Unser herkémmliches Modell bestand aus zwei Komponenten, dem
Individuenbereich D und der Denotatsfunktion F. Um nun die Menge T der Zeitpunkte
und die auf T definierte Ordnung ‘<’ in die Modellstruktur einzubauen, wollen wir
annehmen, daf ein temporales Modell nicht nur aus zwei, sondern aus vier Komponen-
ten besteht und die Struktur in (3) hat.

(3) Temporales Modell:
Ein temporales Modell M ist ein geordnetes Quadrupel <D, T, ‘<, F>, wobei
D die Diskursdomine ist,
T eine (nicht-leere) Menge von Zeitpunkten,
‘<’ eine Ordnungsrelation auf T und
F eine Funktion, die zu jedem Paar <t;,a>, bestehend aus einem Zeitpunkt t; und
einer nicht-logischen Konstanten o, das Denotat von « zum Zeitpunkt t; liefert.

Gegeniiber der Modellstruktur, die wir bisher betrachtet haben, treten verschiedene
Anderungen auf. Die Diskursdomine D bleibt dieselbe, aber wir haben eine Menge T
von Zeitpunkten hinzugefiigt und auf dieser Menge die Ordnungsrelation ‘<’ definiert.
Da das Denotat eines Ausdrucks o zeitabhingig variieren kann, muf die Denotats-
funktion wissen, welches Denotat sie einem Ausdruck o zur Zeit t; zuweist und
welches Denotat zu einer anderen Zeit t,. Die Funktion F bendtigt also zusétzlich ein
Argument, welches den Zeitpunkt festlegt, zu dem sie ein Denotat bestimmt. Zugleich
mufB natiirlich an dem Ausdruck fiir das Denotat selbst sichtbar sein, fiir welchen
Zeitpunkt es gilt. Wir miissen daher die bisherige Notation eines Denotats [o IM® zeit-
relativ notieren. Dazu verwenden wir das Superskript ".

@) [aI™® ist das Denotat von o relativ zum Modell M, dem Zeitpunkt t und der
Variablenbelegung g.

Wenn o das Pradikat schlafen’ ist, und wenn zur Zeit t, Otto, Maria und Clara schla-
fen, dann ist:

(5) FE(t,, schlafen’) = {[OttoT""* [MariaT""*[ClaraT""*}.

Wenn zur Zeit t, nur noch Otto schldft, dann gilt:

(6) F(t,, schlafen’) = {[OttoT"**}.

Wir konstruieren nun ein einfaches temporales Modell M = <D,T,<’,F> mit der

Diskursdoméne D, der Menge der Zeitpunkte T, der Ordnungsrelation ‘<’ und der
Funktion F wie in (7).
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(7) (@) D = {Peter,Maria,Otto},
() T = {t,tut5},
(iii) <= {<tl,t2>,<t2,t3>,<t1,t3>]

(iv) F(t,schnarchen’) =  {[PeterT""%[OttoT""* }
F(t,schnarchen’) =  {[PeterT***[OttoT"*#}
F(ty,schnarchen’) =  {[MariaT"*}
F(t,,schlafen’) = {[ottoT""* [MariaT""*}
F(t,,schlafen’) = {[ottoT**%
F{(t,,schlafen’) = {[PeterT*®¥)
F(t, lieben’) = {<[Peter""® [OttoT""*>, <IMariaT""# [Peter*""*>,

<[otto T [Peter %>}

F(t; lieben) = {<IPeter]"* [OttoT"**>, <[OttoT"** [MariaT"**>,
<[MariaT"*¢ [Peter T **>}
Folicber) = (<Ot foroT%, <0uoT** [peter*>,

<[PeterT*** [MariaT"*#>}

Fiir Eigennamen wollen wir annehmen, daB sie in einem Modell zu allen Zeitpunkten
dasselbe Individuum denotieren. In M gilt also auch (8).

(8) F(t,,Peter) = [PeterT""®
F(t,,Peter’) = [PeterT"?*
F(t,,Peter’) = [Peter**®
F(t,Maria) =  [MariaT"*®
F(t,,Maria’) = [MariaT"*®
F(t,Maria) =  [MariaT"®®
F(t,,0tto") = [otto T
F(t,,0tto") = [otoT*?®
F(t,,0tto’) = [Otto T

In diesem Modell ist der Satz (9)(i) zum Zeitpunkt t, wahr.

(9) (@) Otto schlift.
(i) [schlafen’(Otto)[*"® = 1
(ii) F(t,,0tt0) = [OttoT™"* € {[OttoT*"* [MariaT*"#} = F(t,,schlafen’)

Der Satz (9)(i) ist ebenfalls zum Zeitpunkt t, wahr, wie sich leicht nachpriifen 148t. Er
ist zur Zeit t; hingegen falsch, denn (10)(i) gilt aufgrund von (10)(ii).

(10) (i) [schlafen’(Otto)I™*** = 0
(i) F(t,,0tt0) = [OttoT"®® ¢ {[PeterT"**} = F(t,,schlafen’)

Der Satz Maria liebt Peter ist wahr zu den Zeitpunkten t; und t,, und er ist falsch zum
Zeitpunkt t,. Offensichtlich ist Maria nicht auf Gegenliebe gestoien und hat sich
entliebt, was dazu gefithrt haben mag, daBl Peter Maria zum Zeitpunkt t, plétzlich
liebt, ganz im Gegenteil zur Situation der beiden vorherigen Zeiten.
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Die Formel 3x[schnarchen’(x)] ist wahr zu allen Zeiten t,, t, und t;, da es zu jedem
Zeitpunkt ein Individuum gibt, das schnarcht. Es 148t sich leicht nachpriifen, dafl die
Gleichungen in (11) beziiglich M richtig sind.

an @ [[Elx[schnarchen’(x)]]]M’u’g =1
(i) [3x[schnarchen’x)]T">® = 1
(iii) [3x[schnarchen’'(x)]I*** = 1

Die Formel Vx[schnarchen’(x)] ist hingegen zu allen Zeiten t,, t, und t; falsch, da es
keinen Zeitpunkt gibt, an dem alle Individuen schnarchen, so daB die Gleichungen in
(12) beziiglich M gelten.

(12) @) [vx[schnarchen’)]I*"* = 0
(i) [vx[schnarchen’(x)]]">% = 0
(iii) [Vx[schnarchen’'x)]I"*® = 0

Wir sind nun in der Lage, die Denotate der nicht-logischen Konstanten an verschie-
denen Zeitpunkten anzugeben und die Wahrheit von Formeln relativ zu diesen Zeit-
punkten zu berechnen. Im ndchsten Abschnitt fragen wir danach, welche gramma-
tischen Mittel natiirliche Sprachen zur Verfiigung stellen, um Beziehungen zwischen
verschiedenen Zeitpunkten auszudriicken, und wie sich diese Beziehungen in der
Sprache L, modellieren lassen.

10.1.2. Tempus und Zeit-Operatoren

Ein grammatisches Mittel zur Lokalisation von Situationen, Ereignissen und Zusténden
in der Zeit ist das Tempus. Den Begriff Tempus miissen wir sorgfiltig von dem Begriff
Zeit unterscheiden. Wihrend Zeit als ein (mentales) Ordnungsprinzip zu betrachten ist,
welches erlaubt, Ereignisse relativ zueinander anzuordnen, ist Tempus ein gramma-
tisches Mittel der Sprache, das es ermdglicht, temporale Beziehungen zwischen
verbalisierten Ereignissen auszudriicken.

Aussagen iiber Situationen, die zur Sprechzeit stattfinden, driicken wir gewdhn-
lich im Prisens aus und beziehen uns damit auf die Gegenwart. Um iiber Situationen
in der Vergangenheit zu reden, verwenden wir das Tempus Prdteritum und fiir zukiinf-
tige Situationen das Tempus Futur. Daneben haben wir (komplexe) Tempora wie
Perfekt, Plusquamperfekt und Futur II. Bei der Verwendung der Tempora wird der
Zeitpunkt, zu dem das ausgedriickte Ereignis stattfindet, in Relation zu dem Sprech-
zeitpunkt gesetzt. Tempora - so kénnen wir zunéchst annehmen - driicken also Relatio-
nen zwischen der Sprechzeit und der Ereigniszeit aus.

Wir beginnen mit der Betrachtung der zeitlichen Relationen zwischen der Gegen-
wart einerseits und Vergangenheit bzw. Zukunft andererseits. Die zeitlichen Rela-
tionen, die durch die Tempora Préteritum bzw. Futur I ausgedriickt werden, stellen
einen Bezug zwischen der Gegenwart und der Vergangenheit bzw. Zukunft her. Die
Wabhrheit der beiden Sitze in (13) hiingt ganz entscheidend davon ab, zu welcher Zeit
sie geduBert werden.
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(13) (i) Peter lachte.
(ii) Peter wird lachen.

Der Satz (13)(i) ist wahr, wenn Peter vor der AuBerung von (13)(i) gelacht hat,
wihrend der Satz (13)(ii) dann wahr ist, wenn Peter nach der AuBerung von (13)(ii)
lachen wird. In beiden Fillen wird jeweils ein vergangenes bzw. zukiinftiges Ereignis
auf das Sprechereignis selbst bezogen. Das sprachliche Mittel, welches zur Herstellung
dieser Zeitbeziige verwendet wird, ist das Tempus. Im Deutschen und in vielen
anderen natiirlichen Sprachen findet die Tempus-Markierung am (Hilfs-) Verb statt. In
dem Satz (13)(i) wird das Vollverb mittels des Priteritum-Morphems temporal flek-
tiert, wihrend in dem Satz (13)(ii) eine periphrastische Konstruktion aus Voll- und
Hilfsverb verwendet wird, um einen Zukunftsbezug auszudriicken.

In der syntaktischen Theorie der generativen Grammatik werden die temporalen
Flexionsmerkmale als inhaltliche Fiillung der funktionalen Kategorie INFL aufgefafit.
INFL ist die Abkiirzung fiir das englische Wort inflection (Flexion). Die phrasale
Struktur eines Satzes ergibt sich dieser Theorie zufolge aus der Projektion von
Flexionsmerkmalen. Ganz #hnlich, wie wir dies bereits bei der Struktur von Determi-
nator-Phrasen kennengelernt haben, werden die Flexions-Merkmale als funktionale
Kopfe aufgefat, die die syntaktische Struktur festlegen. Fiir einen Satz liefert diese
Annahme etwa die Projektion in (14). Dabei ist INFL mit I abgekiirzt.

(14) P

—\

Spl r
N\
VP ¥°

wan e

—\

(0] \4

N\

DO A%
In dieser Struktur ist das Subjekt VP-intern realisiert, entgegen unserer bisherigen
Darstellungsweise. Beide Moglichkeiten der Analyse werden in der Forschungsliteratur
diskutiert, und wir wollen jetzt diese Variante wahlen, weil damit deutlich zum Aus-
druck kommt, daB sich die gesamte Pradikat-Argument-Struktur im Skopus des
Tempus-Merkmals befindet. Die syntaktische Struktur der VP kommt einer voll-
stindigen Formel gleich, deren Auswertung mittels des Tempus-Merkmals in I° zeitlich
lokalisierbar ist. Da wir die temporalen Merkmale als Satz-Operatoren auffassen, ent-
spricht diese syntaktische Analyse in ganz paralleler Weise unserem semantischen Vorge-
hen. Um zu erreichen, daB das Subjekt auf S-Struktur auBerhalb der VP steht, wird in der
syntaktischen Theorie angenommen, daf eine Bewegung des Subjekts aus der Position
SU in die Position Spl stattfinden kann. Eine solche Analyse erlaubt daher auch die
VP-externe Lokalisierung des Subjekts gemif} unserer fritheren Darstellung.

Wir wollen nun danach fragen, auf welche Weise wir die zeitlichen Beziige mittels
der temporalen Merkmale in unsere semantische Theorie integrieren kénnen und wie wir
die Wahrheitsbedingungen fiir temporal spezifizierte Aussagen formulieren miissen.

I
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Eine gute Moglichkeit besteht darin, die Wahrheit einer Aussage in der Vergangenheit
derart zu priifen, daB wir die ('zeitlose’) Aussage (im Prisens) zu einem Zeitpunkt vor
der Gegenwart priifen. In einem gewissen Sinn entfernen wir also die temporale
Spezifikation der Aussage und bestimmen deren Wahrheit zu einer vergangenen Zeit.
Die Wahrheit der Aussage Peter schlief, die sich von der Gegenwart aus auf die
Vergangenheit bezieht, ermitteln wir derart, da} wir die Aussage Peter schldft, zu
einer Zeit t; < t, prifen. Wir versetzen uns gedanklich in die Vergangenheit und
betrachten die Zeit t, als die Gegenwart. Wenn zur Zeit t, die Aussage Peter schldft
wahr ist, die Zeit t, aber vor t, liegt, so wissen wir, daB die Aussage Peter schlief - in
der Gegenwart t, geduflert - wahr ist. Ganz &hnlich behandeln wir Sétze mit dem
Tempus-Merkmal Futur 1. Zu der Aussage Peter wird schlafen betrachten wir die
(‘zeitlose’) Aussage Peter schldft zu einem Zeitpunkt t,, fiir den gilt, daB t; < t,. Indem
wir uns gedanklich zum Zeitpunkt t, in der Zukunft bewegen, machen wir diesen zur
Gegenwart und konnen feststellen, ob die Aussage Peter schidft wahr ist. Ist dies der
Fall, so finden wir die Wahrheit der zukunftsbezogenen Aussage Peter wird schlafen
- geduBert in der Gegenwart t, - bestétigt, eben dann wenn gilt, daB t, spéter ist als t,.

Bei diesem Verfahren gehen wir also so vor, daB wir die Wahrheit einer temporal
markierten Aussage iiberpriifen, indem wir die Aussage zu einer anderen Zeit mit dem
temporalen Merkmal Prdsens auswerten. Das Prdsens wird damit gewissermafen zum
zeitlosen Standardfall. Obwohl in verschiedenen Arbeiten zur Temporalsemantik
angenommen wird, daB es sich um ein eigenstindiges Tempus handelt, wollen wir hier
der klassischen Zeitlogik folgen und das Présens als unmarkiert aufassen.

Wir iiberlegen uns nun, wie wir den Bezug zur Vergangenheit bzw. zur Zukunft
in der Sprache L, der Pradikatenlogik ausdriicken konnen. DaB wir die Sprache L,
verwenden, hat seinen Grund darin, daB wir nicht explizit iiber Zeitpunkte quantifi-
zieren mochten. Obwohl dies gerade fiir die Semantik der Zeitintervalle interessant ist,
gehen wir hier einen anderen Weg, denn wir wollen im letzten Kapitel eine intensio-
nale Logik kennenlernen. In dieser Logik wird zwar auch iiber Zeitpunkte quantifiziert,
aber nur implizit. Naheres zu diesem Thema werden wir im letzten Kapitel erfahren.
Es sollte jedoch angemerkt werden, dafl eine extensionale Zeitlogik wesentliche
Vorziige hat, wenn man die zeitliche Stuktur von Ereignissen beschreiben will. Wir
sind zwar auch an den Strukturen von Ereignissen interessiert, miissen diesen Preis
aber fiir die Modellierung von Intensionen zahlen. Aus diesem Grund wird der Ab-
schnitt iiber Zeitintervalle eher informell als formal sein.

Wir fithren jetzt zwei Zeit-Operatoren ein, so da$f eine Aussage sowohl in der
Zukunft, d.h. nach der AuBerungszeit, als auch in der Vergangenheit, d.h. vor der
AuBerungszeit, hinsichtlich ihrer Wahrheit bewertet werden kann. Den Operator fiir die
Zukunft nennen wir F (fiir Futur), und den Operator fiir die Vergangenheit nennen wir
P (fiir Priteritum). Wenn wir eine beliebige Formel ¢ betrachten, so soll F@ bedeu-
ten, daB die durch @ ausgedriickte Situation in der Zukunft, und P, daB die durch ¢
ausgedriickte Situation in der Vergangenheit liegt.
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15
13 Gegenwart

Vergangenheit l Zukunft

<

1 " 4 }
T T T T

t’.! t2 tl t(l tl

Paul schlaft Paul schlief
schlafen’(Paul’) P[schlafen’(Paul’)]
® Po

A Paul wird schlafen Paul schlift
wahr F[schlafen’(Paul’)] schlafen’(Paul’)
Fo )
A A
wahr wahr

Indem wir die Operatoren F oder P vor eine Formel ¢ schreiben, verschieben wir den
Zeitpunkt fiir die Bewertung der Formel ¢ entlang der Zeitachse entweder nach links
(in die Vergangenheit) oder nach rechts (in die Zukunft). Die Formel @ selbst bleibt
dabei unveréndert. Nun konnen wir die beiden Operatoren nicht so ohne weiteres vor
die Formeln schreiben, sondern wir miissen dies nach bestimmten syntaktischen Regeln
tun. Diese Regeln wollen wir als Ergédnzung zu den syntaktischen Regeln der Sprache
L, formulieren.

(16) Syntaktische Regeln fiir Zeit-Operatoren:
(i) Wenn ¢ eine Formel ist, dann ist F¢ eine Formel.
(ii) Wenn ¢ eine Formel ist, dann ist P¢ eine Formel.

Die beiden Regeln besagen, daB ein Zeit-Operator vor eine Formel geschrieben werden
kann und daB aus dieser Operation wieder eine Formel hervorgeht. Wie wir sehen,
treten die Zeit-Operatoren ohne Variablen auf, d.h. sie operieren auf ganzen Formeln.
Dies liegt nun gerade an unserer Vorgehensweise, die mit der Modellierung von
Intensionen zusammenhéngt und die wiederum motiviert, warum wir die syntaktischen
Regeln in (16) als Erweiterung von L, und nicht von Li konstruieren. In Li, wiirde
uns ndmlich nichts daran hindern, Variablen fiir Zeit-Objekte einzufiihren und zu
verwenden. Gerade dies wollen wir aber nicht.

Zu den beiden syntaktischen Regeln formulieren wir in (17) semantische Regeln.

(17) Semantische Regeln fiir Zeit-Operatoren:
(i) Wenn @ eine Formel ist, dann ist [[F(p]]M"’g = 1, gdw. es einen Zeitpunkt
t' €T gibt, so daB t < ' und [@I™**® = 1; anderenfalls ist [FoI** = 0.
(ii) Wenn ¢ eine Formel ist, dann ist [[P(p]rl"’g =1, gdw. es einen Zeitpunkt
t €T gibt, so daB t' < t und [@[*"® = 1; anderenfalls ist [P@IT**® = 0.

Der einzige Unterschied zwischen diesen beiden Regeln besteht in der Verwendung
von F bzw. P und den Ausdriicken t < t' bzw. t' < t. Die Formel F¢ ist nach Regel
(17)(i) genau dann wahr, wenn es einen Zeitpunkt t' gibt, der nach t liegt, so daB die
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Formel ¢ an diesem Zeitpunkt wahr ist. Die Formel P¢ ist nach Regel (17)(ii) genau
dann wahr, wenn es einen Zeitpunkt t' gibt, der vor t liegt, so da8 die Formel ¢ an
diesem Zeitpunkt wahr ist. Zur Interpretation der beiden Zeit-Operatoren wird also eine
implizite Existenzquantifikation liber zukiinftige bzw. vergangene Zeitpunkte verwendet.

Um die Anwendung dieser Regeln deutlich zu machen, betrachten wir einige
Beispiele und interpretieren sie relativ zu dem temporalen Modell in (7). Die Formel
P(schlafen’(Otto')) ist zum Zeitpunkt t, wahr, da es einen Zeitpunkt t, gibt, der vor t,
liegt, an dem die Formel schlafen'(Otto’) wahr wird. Es gilt also (18)(i), weil (18)(ii)
gilt, denn in M liegt t, vor t,.

(18) (i) [P(schlafen’(Otto)I**® = 1
(i) [schlafen’(Otto")]™"® = 1

AuBerdem gelten in diesem Modell (19)(i) und (19)(ii) wegen (19)(iii), denn es gibt
sowohl zu t, als auch zu t, den Zeitpunkt t;, so daf sowohl t, < t; als auch t, < t, liegt,
und schnarchen'(Maria’) zu t; wahr ist.

(19) () [F(schnarchen’'(Maria))I""™® = 1
(i) [F(schnarchen’(Maria’))["**® = 1
(iii) [schnarchen’'(Maria’)I"*™® = 1

10.1.3. Die Interpretation der Tempora mit Zeit-Operatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt die zeitlichen Beziige, die durch die Tempora her-
gestellt werden konnen, in die Zeitlogik einbauen und die Wahrheitsbedingungen fiir
die verschiedenen Tempusformen angeben. Dazu verwenden wir die beiden Zeit-
Operatoren P und F und wenden diese gegebenfalls mehrfach an, um auch die kom-
plexen Tempora zu erfassen. Der Zeitunkt t, ist stets die Sprechzeit in der Gegenwart,
in der ein Satz mit einer bestimmten Tempusform geduBlert wird. Der Bezug zwischen
der Sprechzeit und der Zeit, zu der das Ereignis, iiber das berichtet wird, stattfindet,
wird immer relativ zu der Sprechzeit t, hergestellt. Wir werden sehen, daf die Tem-
pora Relationen zwischen der Ereignis- und der Sprechzeit ausdriicken.

10.1.3.1. Einfache Tempora

Das Prisens verwenden wir normalerweise, um die Gleichzeitigkeit zwischen Ereig-
niszeit und Sprechzeit auszudriicken. Wenn ich den Satz Peter streichelt die Katze
duBlere, so wird dies liblicherweise derart gedeutet, daB Peter gerade die Katze strei-
chelt, wihrend ich spreche. Meine AuBerung findet zum gleichen Zeitpunkt statt wie
das Ereignis, iiber das ich rede. Sprechzeit und Ereigniszeit fallen also zusammen. Da
wir das Prisens als unmarkiertes Tempus ausgezeichnet haben, ist die Wahrheits-
bedingung in (20)(i) trivial, denn sie besagt, daB ¢ im Modell M beziiglich des
Zeitpunkts t, genau dann wabhr ist, wenn ¢ im Modell M beziiglich des Zeitpunkts t,
wabhr ist. Hatten wir einen zu F und P analogen Prasens-Operator definiert, so konnten
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wir diese Trivialitit zwar umgehen, miiBten dafiir aber mit drei statt mit minimalen
zwei Operatoren umgehen.

(20) Présens:
) [oI"*® = 1 gdw. [o"** = 1
(ii)

Vergangenheit <— Gegenwart — Zukunft

|

. T
t)

¢

Aus der Graphik in (20)(ii) wird klar, daB§ eine Aussage im Présens zur Zeit t,, der
Gegenwart, evaluiert werden muf. Eine Aussage im Présens ist demnach genau dann
wahr, wenn sie im Modell M zur Zeit t, wahr ist.

Fiir das Priteritum miissen wir eine andere Wahrheitsbedingung formulieren. Da
hier eine Relation der Vorzeitigkeit ausgedriickt wird, kénnen wir den Operator P zur
Ubersetzung verwenden. Die Formel Pg ist demzufolge genau dann wahr, wenn es
einen relativ zu t, vergangenen Zeitpunkt t, gibt, an dem ¢ wahr ist.

(21) Priteritum:
(@) [PeI™™® = 1, gdw. es einen Zeitpunkt t,: t, < t, gibt, so daB []""* = 1.
(ii) ‘

Vergangenheit <— Gegenwart—s Zukunft

TS TS T
tl t0
¢ Po

Der Satz Peter schlief kann in die Formel P[schlafen’'(Peter’)] {ibersetzt werden, und
diese ist genau dann wahr, wenn es einen Zeitpunkt t, gibt, der vor t, liegt, so daB der
temporal unmarkierte Ausdruck [schlafen’(Peter’)] an t, wahr wird.

Eine ganz dhnliche aber gerade umgekehrte Situation tritt fiir Sdtze im Futur I
auf. Das Futur I wird derart gedeutet, daf} eine Relation der Nachzeitigkeit zwischen
Sprech- und Ereigniszeit besteht, wobei die Ereigniszeit der Sprechzeit folgt. Wir
koénnen das Futur I daher gerade mit dem Operator F iibersetzen wie in (22).

(22) Futur I:
) I[F(p]]M’m’g = 1, gdw. es einen Zeitpunkt t,: t, < t; gibt, so daB [[(p]]M'u’g = 1.
(i)

Vergangenheit «— Gegenwart—» Zukunft
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Den Satz Peter wird kommen iibersetzen wir demzufolge in die Formel F/[schila-
fen'(Peter’)]. Die Formel ist genau dann wahr, wenn es einen Zeitpunkt t, nach t, gibt,
an dem Peter kommt. Es gilt also:

(23) [kommen'(Peter)[""*® = 1 = [kommen(Peter)[*"® = 1

Damit haben wir zu den einfachen Tempora des Deutschen die Bedingungen formu-
liert, unter denen entsprechend temporal spezifizierte Séitze wahr sind. Wir betrachten
nun komplexere Tempusformen.

10.1.3.2. Komplexe Tempora

Die zeitliche Relation, die in dem Satz (24) durch das Tempus Futur II ausgedriickt
wird, bezieht neben der Sprech- und der Ereigniszeit einen weiteren Zeitpunkt (um 15
Uhr) ein, zu dem Peters Ankunft bereits stattgefunden hat.

(24) (Um 15 Uhr) wird Peter angekommen sein.

Um die Wahrheitsbedingung fiir das Futur II zu formulieren, scheint gerade eine
solche Kombination der Zeit-Operatoren angemessen, denn der zeitliche Bezug, den
das Futur II ausdriickt, ist eine zukiinftige Nachzeitigkeit. Wie l48t sich diese Relation
mit Hilfe der Operatoren P und F ausdriicken? Da die syntaktischen Regeln (16)(i)
und (16)(ii) fiir die Zeit-Operatoren rekursiv definiert sind, hindert uns nichts daran,
auf eine Formel mit einem Zeit-Operator wiederum eine der Regeln aus (16) anzu-
wenden. Wenn eine Formel ¢ mit dem Operator P zu der Formel P kombiniert wird,
die ihrerseits mit dem Operator F kombiniert werden kann, so erhalten wir die Formel
FP@. Wenn wir in dieser Formel ¢ = ankommen’(Peter’) setzen, so ist sie gerade dann
wahr, wenn es einen zukiinftigen Zeitpunkt t, gibt, relativ zu dem es einen vergan-
genen Zeitpunkt t, gibt, so da ¢ an t, wahr wird. Die zeitliche Relation kann also
durch die Kombination der beiden Operatoren F und P ausgedriickt werden, und wir
werden das Tempus Futur II gerade so definieren. Das Diagramm in (25)(ii) veran-
schaulicht dies. Dabei ist t, ein Zeitpunkt, der beziiglich t, in der Zukunft liegt, so daf§
der Ereigniszeitpunkt t, relativ zu t; in der Vergangenheit liegt. In (25)(i) ist die
Wahrheitsbedingung fiir das Futur II formuliert.

(25) Futur IL:
G) [FP@I™™ = 1, gdw.
Es gibt einen Zeitpunkt t,: t, < t,, so daB [PeI™"® = 1, und es gibt einen
Zeitpunkt t,: t, < t;, so daB [[(p]]M’a’g =1.
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(ii)

Vergangenheit«— Gegenwart— Zukunft

|
=/=A= T
) t t

FPop ¢ Po

Die Formel F[P[ankommen'(Peter')]] ist also genau dann wahr, wenn es sowohl einen
Zeitpunkt t, gibt, an dem die Formel P[ankommen'(Peter')] wahr, als auch einen
Zeitpunkt t,, der vor t, liegt, an dem die Formel ankommen’(Peter') wahr ist.

Ahnlich komplex ist auch die Analyse des Plusquamperfekts. Wie das Diagramm
in (26)(ii) deutlich macht, wird dabei eine Relation zu einem relativ zum Sprech-
zeitpunkt t, vergangenen Zeitpunkt t, hergestellt, relativ zu dem wiederum der Ereig-
niszeitpunkt t, vergangen ist. Diese Relation 148t sich durch zweifache Anwendung des
Vergangenheits-Operators P ausdriicken. Wir formulieren die Wahrheitsbedingung fiir
das Plusquamperfekt in (26)(i).

(26) Plusquamperfekt:
() PPeI™*® = 1, gdw.
Es gibt einen Zeitpunkt t;: t; < t,, so daB [Pel™"® = 1, und es gibt einen
Zeitpunkt t,: t, < t,, so daB [@**® = 1.

(i) Vergangenheit<— Gegenwart — Zukunft
r-\ l
. . . T
b t ty
¢ Po PPg

Die Formel P[P[schlafen’(Peter’)]] ist die Ubersetzung des Satzes Peter hatte ge-
schlafen. Sie ist genau dann wahr, wenn es sowohl einen Zeitpunkt t; gibt, der relativ
zu t, in der Vergangenheit liegt, so daB die Formel P/schlafen'(Peter’)] an t, wahr
wird, als auch einen Zeitpunkt t,, der relativ zu t; in der Vergangenheit liegt, und an
dem die Formel schlafen’(Peter’) wahr ist.

Die entsprechende Ubersetzung fiir den Satz Peter hatte geschlafen finden wir in
(27)(ii) mit der Struktur in (27)(iii).

(27) (i) Peter hatte geschlafen
(ii) P[P[schlafen’(Peter)]]

(iid) P[Plschlafen(Peter)]] (1)
P[schlafen'(Peter)] (2)
schlafen’(Peter’) (3)

P P schlafen’ Peter’
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Wir wollen nun wissen, ob der Satz (27)(i) - geduBert zum Sprechzeitpunkt t, - in dem
Modell (7) wahr ist. Wie 148t sich der Wahrheitswert der Formel (27)(ii) berechnen,
bzw. wann ist die Formel P[P[schlafen’(Peter’)]] wahr? Eine Interpretation geschieht
in den folgenden Schritten. Zunichst fragen wir nach dem semantischen Wert des
Ausdrucks am Knoten (1).

(28) [P[P[schlafen’(Peter)]JI*"® = 1

Nach der Bedingung (26) gilt (28) genau dann, wenn es einen Zeitpunkt t, < t, gibt,
so daB (29) gilt.

(29) [P[schlafen’(Peter’)]T**® = 1

Mit (29) stellt sich die Frage nach dem semantischen Wert am Knoten (2). Damit (29)
gilt, muB es einen Zeitpunkt t, < t, geben, so daB (30) gilt.

(30) [schlafen’(Peter)I™™® = 1

Damit sind wir am Knoten (3) angekommen, den wir nun zum Zeitpunkt t; berechnen
miissen. Dazu stellen wir fest, ob an diesem Zeitpunkt das Individuum [PeterT"*® ein
Element des Denotats [schlafen’]"** ist, d.h. wir priifen, ob (31) gilt.

31) [PeterT"™® € [schlafenT***

Und da dies in unserem Modell der Fall ist, wissen wir, daB (30) gilt. Und wenn (30)
gilt, so gilt auch (29) und daher ist (28) wahr. Wir haben somit festgestellt, daB der
Satz (27)(i) relativ zu unserem Modell wahr ist.

Soweit funktioniert die Interpretation der Tempora ganz gut. Allerdings diirfen
wir nicht iibersehen, daB sich verschiedene Schwierigkeiten ergeben. Die semantische
Regel fiir die Interpretation des Prdteritums besagt, daB es irgendeinen Zeitpunkt t, vor
der Sprechzeit t, geben muB, an dem die Aussage ¢ wahr ist. Die Regel fiir die
Interpretation des Plusquamperfekts besagt, daff die Aussage ¢ an einem Zeitpunkt t,
vor t; wahr sein muB. Nun haben wir angenommen, da8 die Zeit dicht ist, was bedeu-
tet, daB in beliebiger Ndhe zu einem Zeitpunkt ein anderer Zeitpunkt liegt. Wenn ein
Ereignis eine zeitliche Ausdehnung hat, so existiert daher stets irgendein Zeitpunkt t,
vor t;, an dem ¢ ebenfalls wahr ist. Das bedeutet aber, da8 sich die Interpretationen
der beiden Tempora nicht mehr unterscheiden lassen. Ahnliche Uberlegungen gelten
auch fiir das Futur I und das Futur II. Dies liegt im wesentlichen daran, daB die in den
Wahrheitsbedingungen ausgedriickten Relationen nur mittels einer Existenzquantifika-
tion (und der Vorgénger-Relation) gedeutet werden. Derartige Deutungen der Tempora
werden indefinit genannt, weil sie, abgesehen von der Sprechzeit, nur irgendwelche
Zeitpunkte zueinander in Relation setzen. Um diesen Sachverhalt etwas deutlicher zu
illustrieren, betrachten wir die Satze in (32).

(32) (i) Peter lachte.
(ii) Peter lachte nicht.
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Nach der indefiniten Deutung ist der Satz (32)(i) genau dann wahr, wenn es in der
Vergangenheit irgendeinen Zeitpunkt t' gibt, an dem der Satz Peter lacht wahr ist.
Wenn wir uns nun eine Situation vorstellen, in der Maria und Otto auf dem Heimweg
von einer Fete sind, und Maria zu Otto sagt: Karl hat doch einen tollen Witz erzdhlit
und Otto darauf antwortet: Peter lachte, so heifit dies nach der indefiniten Deutung
nur, daB Peter irgendwann (in seinem Leben) einmal gelacht hat. Der Bezug zu dem
Ereignis, iiber welches Maria berichtet, wird dabei nicht ausgedriickt. Natiirlich bezieht
sich Otto mit seiner AuBerung auf die Situation, in der Karl den Witz erzihlte, aber
die indefinite Deutung driickt diesen Bezug nicht aus. Der Punkt wird noch etwas
deutlicher, wenn Otto in der beschriebenen Situation sagt: Peter lachte nicht. Dieser
Satz weist sogar eine Skopusambiguitat zwischen dem impliziten Existenzquantor {iber
die Zeitpunkte und der Negation auf, so daB er nach der indefiniten Deutung die
beiden Lesarten in (33) hat.

(33) (i) Es gibt einen Zeitpunkt in der Vergangenheit, an dem Peter nicht lacht.
Peter hat (irgendwann) einmal nicht gelacht.
(ii) Es ist nicht der Fall, daB es einen Zeitpunkt in der Vergangenheit gibt, an
dem Peter gelacht hat.
Peter hat nie gelacht.

Keine dieser beiden Lesarten driickt aber den tatséchlichen Zeitbezug aus. Wihrend die
Lesart in (33)(i) besagt, daB Peter bis auf ein Mal in seinem Leben immer gelacht hat,
besagt die Lesart in (33)(ii), daB Peter in seinem Leben noch nie gelacht hat. Auch
diese beiden Interpretationen beruhen auf der indefiniten Deutung der Tempora, bei
denen nicht vorgesehen ist, daB sie sich auf bestimmte Zeitpunkte definit beziehen
konnen. Es ist ein interessantes Puzzle, die Relationen zwischen den kontextuell einge-
fiihrten Zeiten in die Interpretation temporal spezifizierter Aussagen zu integrieren.

10.1.4. Reichenbachs Tempussystem

Einen Teil dieses Puzzles hat der Logiker Hans Reichenbach (1891-1953) bereits 1947
eingepalit. Er unterscheidet nicht nur zwischen Ereignis- und Sprechzeit, sondern fiihrt
explizit eine dritte Zeit, die Referenzzeit, ein. Damit sind weitere Unterscheidungen
zwischen den Tempora mdglich, da die Relationen zwischen Zeitpunkten vielfaltiger
werden. Wie bei den komplexen Tempora sichtbar geworden ist, muB ein Zeitpunkt
angenommen werden, relativ zu dem das Ereignis stattfindet, iiber das berichtet wird.
Genau dieser Zeitpunkt ist der Referenzzeitpunkt. Reichenbach nimmt nun an, da8 dieser
Referenzzeitpunkt bei allen Tempora vorhanden ist. Damit wird es moglich, die Beziige
zwischen den unterschiedlichen Zeitpunkten weiter zu explizieren. Wir haben also fiir alle
Tempora eine Relation zwischen den drei Zeitpunkten in (34) zu spezifizieren.

(34) S = Sprechzeitpunkt
R = Referenzzeitpunkt
E = Ereigniszeitpunkt
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Reichenbach hat die Tempora durch die unterschiedlichen Anordnungen dieser drei
Zeitpunkte auf der Zeitachse beschrieben, wie dies die Tabelle in (35) zeigt.

(35)

Tempora Beispiele Reichenbachs Zeitsystem
Plusquamperfekt Ich hatte gegessen. TR s
Prdteritum Ich aB.

RE S
Perfekt Ich habe gegessen. ps SR
Prdsens Ich esse.
S,RE
Futur 1 Ich werde essen. ﬁ
Futur 11 Ich werde gegessen haben. e
S E R

Die erste Spalte enthélt die wesentlichen Tempora des Deutschen, zu denen in der
zweiten Spalte jeweils ein Beispiel angegeben ist. AuBer dem Priasens und dem Priteri-
tum sind alle Tempora zusammengesetzt oder periphrastisch, da sie durch zwei oder
mehr Verben gebildet werden, von denen eins finit und die anderen infinit sind. In der
dritten Spalte befinden sich die Relationen zwischen den drei Zeitpunkten hinsichtlich
ihrer Anordnung auf der Zeitachse. Daraus wird nun unmittelbar ersichtlich, daB und
wie sich die Tempora jeweils voneinander unterscheiden.

Das Tempus Plusquamperfekt stellt einen Zeitbezug zwischen der Sprechzeit S
und einer Ereigniszeit E in der Vergangenheit her. Zwischen diesen beiden Zeitpunkten
liegt die Referenzzeit R. Wenn also in der Gegenwart gesagt wird: Peter hatte geges-
sen (als der Blitz einschlug), so haben wir es mit zwei Ereignissen zu tun: 1) Peters
Essen (Ereigniszeit) und 2) dem Blitzeinschlag (Referenzzeit). Der erste Satz wird im
Plusquamperfekt ausgedriickt, der zweite im Préteritum. Der Gesamtsatz wird intuitiv
so verstanden, daB Peters Essen bereits beendet war, als der Blitz einschlug, d.h. Peters
Essen wird relativ zu dem Blitzeinschlag als vergangen interpretiert. Nun kdnnen wir
den Nachsatz als der Blitz einschlug auch weglassen. Dies dndert aber nichts daran,
daB Peters Essen zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Vergangenheit bereits voriiber
war. Nur wird dieser Zeitpunkt nicht mehr explizit benannt. Die temporale Deutung
des Plusquamperfekts verfahrt grundsitzlich so, da der Zeitpunkt des ausgedriickten
Ereignisses relativ zu dem in der Vergangenheit liegenden Referenzzeitpunkt ebenfalls
in der Vergangenheit liegt. Referenz- und Ereigniszeit fallen also nicht zusammen.
Anders beim Prdteritum - hier werden Referenz- und Ereigniszeit in einem Punkt
zusammengezogen. Diese Eigenschaft unterscheidet das Préiteritum vom Plusquamper-
fekt. Vom Perfekt unterscheidet sich das Prdteritum andererseits dadurch, daB bei
ersterem die Sprech- und Referenzzeit in einem Punkt zusammenfallen. Bei beiden
liegt die Ereigniszeit relativ zur Sprechzeit in der Vergangenheit. Im Prdsens sind alle
drei Zeiten in einem Punkt zusammengezogen. Das Futur I ist das Spiegelbild des
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Perfekts. Auch hier fallen Sprech- und Referenzzeit zusammen, die Ereigniszeit liegt
jedoch in der Zukunft, wihrend beim Futur II zunichst auf einen Referenzzeitpunkt in
der Zukunft verwiesen wird, beziiglich dessen der Ereigniszeitpunkt in der Ver-
gangenheit liegt. In dem Satz: Ich werde gebeichtet haben (bevor der Hahn zum
drittenmal krdht) liegt die Referenzzeit R (das dritte Krihen des Hahns) in der Zu-
kunft, und beziiglich dieser Zeit liegt das Ereignis des Beichtens in der Vergangenheit.
Die Beichte liegt im Normalfall zwischen der Referenzzeit und der Sprechzeit, aber
wir konnten natiirlich fragen, ob die Beichte auch schon vor der Sprechzeit statt-
gefunden haben kann. Tatsdchlich schlieBt die Wahrheitsbedingung fiir das Futur II
diese Moglichkeit nicht aus, denn in dieser Situation wird der Satz ja nicht falsch.
Wenn Peter bereits vor der Sprechzeit gebeichtet hat, der Hahn aber erst fiinf Stunden
nach der Sprechzeit kriht, dann ist Peters AuBerung wahr. Trotz dieser theoretischen
Moglichkeit scheint die Verwendung des Futur II nahezulegen, daB die Ereigniszeit
zwischen Sprech- und Referenzzeit liegt, da anderenfalls der Satz eine iiberinformative
Mitteilung macht. Ein Ereignis, das vor der Sprechzeit stattgefunden hat, wird auch in
der gesamten Zeit nach der Sprechzeit stattgefunden haben. Der Verweis auf einen
zukiinftigen Referenzzeitpunkt fiir ein bereits vergangenes Ereignis liefert daher mehr
Information, als fiir die Mitteilung erforderlich ist. Dieses Mehr an Information 148t
sich sehr genau angeben, denn es entspricht gerade dem Abstand zwischen S und R,
der durch die Verwendung des Futur II eingefiihrt wird. Obwohl der Satz also nicht
falsch ist, ist er doch konversationell unangemessen; der Effekt ist in diesem Sinne
nicht semantischer, sondern pragmatischer Natur. Prinzipien und Maximen fiir konver-
sationelle Angemessenheit wurden 1975 von Paul Grice formuliert. Diese besprechen
wir aber nicht ausfiihrlicher, sondern bemerken nur, da nach Grice in unserem Fall
ein VerstoB gegen die Maxime der Quantitét vorliegt.

Mit Hilfe der explizit eingefiihrten Referenzzeit sind wir nun in der Lage, die
Tempora zu unterscheiden, und wir haben die Méglichkeit, die temporalen Relationen
zwischen einzelnen Zeitpunkten genauer zu untersuchen.

10.1.5. Temporale Deixis

Neben den oben genannten Verwendungsweisen der Tempora gibt es im Deutschen
und auch in vielen anderen Sprachen die Moglichkeit, die einzelnen Tempora auch fiir
andere zeitliche Beziige auszunutzen. So erlaubt das Prisens aufler dem Bezug zur
unmittelbaren (Sprechzeit-) Gegenwart wie in (36)(i), auch Verwendungen, bei denen
die Referenzzeit verschoben wird, wie beim futurischen Prdsens in (36)(ii) bzw. dem
historischen Prdsens in (36)(iii).

(36) (i) Clara steht auf dem Dach.
(ii)) (In drei Wochen) bin ich in Spanien.
(iii) (Zehn Jahre nach der Niederlage Karthagos) ziehr Hannibal iiber die Alpen.

Mit Hilfe der eingeklammerten Zeitadverbiale in (36)(ii) und (36)(iii) ist es offenbar
moglich, einen Gegenwartsbezug an einem anderen Zeitpunkt herzustellen. Dabei wird
die Referenzzeit kontextabhingig entweder in die Zukunft oder in die Vergangenheit
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verschoben, je nach Zeitadverbial. Das Verhiltnis zwischen Referenz- und Ereigniszeit
bleibt in beiden Fillen jedoch identisch, denn der Gegenwartsbezug wird ja gerade
durch das Zusammenliegen dieser beiden Zeitpunkte hergestellt. Die Graphiken in (37)
verdeutlichen die Verschiebung der Referenzzeit beim Présens. In (37)(i) wird in die