
ΕΚΠΑ, Τμήμα Γεωλογίας & Γεωπεριβάλλοντος ομάδα 1 

Εισαγωγή στο Διαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογισμό, Πιθανότητες, Στατιστική 

Εξέταση 26 – 1 – 2026. 

ΘΕΜΑΤΑ 

Α1. Δίνεται 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 100. Εφαρμόστε δυο επαναλήψεις της μεθόδου Newton – Raphson για να 

προσεγγίσετε την √100. Λάβετε 𝑥0 = 8 και καταγράψτε τα 𝑥1, 𝑥2. 

𝚨𝟐. Να αναπτυχθεί η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 1 σε σειρά Taylor με κέντρο 𝑥0  =  2. 

Α3. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα ∫ 𝑥8𝑑𝑥
1

0
, εφαρμόζοντας τη μέθοδο Simpson και βήμα ℎ =

1

4
. Οι 

υπολογισμοί με 4 δεκαδικά ψηφία. 

Α4. Δίνονται τα σημεία στο επίπεδο (1,2), (2,5), (3,7). Βρείτε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που 

διέρχεται από αυτά, μέσω ελαχιστοποίησης της συνάρτησης σφάλματος ως προς τις παραμέτρους της. 

Α5. Υπολογίστε το ∫
1

6𝑥−5𝑥2+𝑥3 𝑑𝑥. 

Α6. Επιλύστε το γραμμικό σύστημα { 

0𝑥1 +2𝑥2 +3𝑥3 = 1

2𝑥1 −3𝑥2 +𝑥3   = 6

4𝑥1 +𝑥2 −𝑥3  = 2
. Καταγράψτε τα 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. 

Α7. Υπολογίστε το ∬ √4 − 𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

, με 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 } ⊆ ℝ2. 

Β1. Ρίχνουμε 3 ζάρια. Ποια είναι η πιθανότητα (α) Να έχουμε άθροισμα τουλάχιστον 16, (β) Να έχουμε 
άθροισμα τουλάχιστον 16 δεδομένου ότι ένα ζάρι θα είναι σίγουρα 5 ή 6;  

Β2. Κάθε ώρα προσέρχονται σε ένα ταμείο 7 πελάτες σύμφωνα με την κατανομή Poisson. Ποια είναι 
η πιθανότητα (α) να προσέλθουν ακριβώς 8 πελάτες, (β) να προσέλθουν τουλάχιστον 3 πελάτες; 

Β3. Μια τυχαία μεταβλητή 𝛸 ακολουθεί την κανονική κατανομή 𝛮(𝜇, 𝜎2), 𝜇 = 18, 𝜎 = 5. Υπολογίστε 

την πιθανότητα: 𝛲(12 < 𝑋 < 22). Χρησιμοποιείστε τον παρακάτω πίνακα τυποποιημένης κανονικής 

κατανομής 𝑧 ∼ 𝛮(0,1). 

 
… … 

 

Γράψτε 5 θέματα κατηγορίας Α & 2 θέματα κατηγορίας Β. 

Διάρκεια εξέτασης 2.5 ώρες. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 

  



ΕΚΠΑ, Τμήμα Γεωλογίας & Γεωπεριβάλλοντος ομάδα 2 

Εισαγωγή στο Διαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογισμό, Πιθανότητες, Στατιστική 

Εξέταση 26 – 1 – 2026. 

ΘΕΜΑΤΑ 

Α1. Δίνεται 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 81. Εφαρμόστε δυο επαναλήψεις της μεθόδου Newton – Raphson για να 

προσεγγίσετε την √81. Λάβετε 𝑥0 = 8 και καταγράψτε τα 𝑥1, 𝑥2. 

𝚨𝟐. Να αναπτυχθεί η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 1 σε σειρά Taylor με κέντρο 𝑥0  =  3. 

Α3. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα ∫ 𝑥9𝑑𝑥
1

0
, εφαρμόζοντας τη μέθοδο Simpson και βήμα ℎ =

1

4
. Οι 

υπολογισμοί με 4 δεκαδικά ψηφία. 

Α4. Δίνονται τα σημεία στο επίπεδο (1,3), (2,5), (3,6). Βρείτε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που 

διέρχεται από αυτά, μέσω ελαχιστοποίησης της συνάρτησης σφάλματος ως προς τις παραμέτρους της. 

Α5. Υπολογίστε το ∫
1

4𝑥−5𝑥2+𝑥3 𝑑𝑥. 

Α6. Επιλύστε το γραμμικό σύστημα { 

0𝑥1 +2𝑥2 +3𝑥3 = 3

−2𝑥1 +3𝑥2 −𝑥3   = 1

4𝑥1 +𝑥2 −𝑥3  = −5
. Καταγράψτε τα 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. 

Α7. Υπολογίστε το ∬ √4 − 𝑥2 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

, με 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 } ⊆ ℝ2. 

Β1. Ρίχνουμε 3 ζάρια. Ποια είναι η πιθανότητα (α) Να έχουμε άθροισμα το πολύ 5, (β) Να έχουμε 
άθροισμα το πολύ 5 δεδομένου ότι ένα ζάρι θα είναι σίγουρα 1 ή 2; 

Β2. Κάθε ώρα προσέρχονται σε ένα ταμείο 8 πελάτες σύμφωνα με την κατανομή Poisson. Ποια είναι 
η πιθανότητα (α) να προσέλθουν ακριβώς 9 πελάτες, (β) να προσέλθουν τουλάχιστον 3 πελάτες; 

Β3. Μια τυχαία μεταβλητή 𝛸 ακολουθεί την κανονική κατανομή 𝛮(𝜇, 𝜎2), 𝜇 = 19, 𝜎 = 4. Υπολογίστε 

την πιθανότητα: 𝛲(15 < 𝑋 < 24). Χρησιμοποιείστε τον παρακάτω πίνακα τυποποιημένης κανονικής 

κατανομής 𝑧 ∼ 𝛮(0,1). 

 
… … 

 

Γράψτε 5 θέματα κατηγορίας Α & 2 θέματα κατηγορίας Β. 

Διάρκεια εξέτασης 2.5 ώρες. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 

  



ΛΥΣΕΙΣ 

ομάδα 1 

Α1. 𝑥0 = 8 

𝑥1 = 𝑥0 −
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
= 8 −

−36

16
= 8 +

36

16
= 8 +

9

4
=

41

4
 

𝑥2 = 𝑥1 −
𝑓(𝑥1)

𝑓′(𝑥1)
=

41

4
−

1681
16 − 100

41
2

=
41

4
−

81/16

41/2
=

41

4
−

162

656
=

3362 − 81

328
=

3281

328
 

𝑥1 =
41

4
, 𝑥2 =

3281

328
 

 

Α2 𝑓′(𝑥) = 5𝑥4, 𝑓′′(𝑥) = 20𝑥3, 𝑓(3)(𝑥) = 60𝑥2, 𝑓(4)(𝑥) = 120𝑥, 𝑓(5)(𝑥) = 120 
𝑓(2) = 32 − 1 = 31, 𝑓′(2) = 5 ⋅ 16 = 80, 𝑓′′(2) = 20 ⋅ 8 = 160 

𝑓(3)(2) = 60 ⋅ 4 = 240, 𝑓(4)(2) = 120 ⋅ 2 = 240, 𝑓(5)(2) = 120 

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) + 𝑓′(2)(𝑥 − 2) +
𝑓′′(2)

2!
(𝑥 − 2)2 +

𝑓(3)(2)

3!
(𝑥 − 2)3 +

𝑓(4)(2)

4!
(𝑥 − 2)4 +

𝑓(5)(2)

5!
(𝑥 − 2)5 

𝑓(𝑥) = 31 + 80(𝑥 − 2) + 80(𝑥 − 2)2 + 40(𝑥 − 2)3 + 10(𝑥 − 2)4 + (𝑥 − 2)5 

 

Α3. με h = 1/4, άρα 4 υποδιαστήματα: 𝑥0 = 0, 𝑥1 =
1

4
, 𝑥2 =

1

2
, 𝑥3 =

3

4
, 𝑥4 = 1 

𝑓(𝑥0) = 08 = 0, 𝑓(𝑥1) = (1/4)8 = 1/65536 ≈ 0.00001526 

𝑓(𝑥2) = (1/2)8 = 1/256 = 0.00390625, 𝑓(𝑥3) = (3/4)8 = 6561/65536 ≈ 0.1001129 

𝑓(𝑥4) = 18 = 1 

Με τη μέθοδο Simpson: 

∫ 𝑥8
1

0

𝑑𝑥 ≈
ℎ

3
[𝑓(𝑥0) + 4(𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥3)) + 2𝑓(𝑥2) + 𝑓(𝑥4)] 

ℎ

3
=

1/4

3
=

1

12
≈ 0.0833 

Άθροισμα: 𝑓(𝑥0) + 4(𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥3)) + 2𝑓(𝑥2) + 𝑓(𝑥4) ≈ 0 + 4(0.00001526 + 0.1001129) +
2(0.00390625) + 1 

4(0.1001282) = 0.4005128,2(0.00390625) = 0.0078125 

Άθροισμα = 0.4005128 + 0.0078125 + 1 = 1.4083253 

Πολλαπλασιάζοντας με h/3: 0.0833 ⋅ 1.4083 ≈ 0.1173 

Έτσι: 

∫ 𝑥8
1

0

𝑑𝑥 ≈ 0.1173 

Α4. Έστω η ευθεία 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏και συνάρτηση σφάλματος 

𝑆(𝑎, 𝑏) = ∑ (
3

𝑖=1
𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏))2 = (2 − (𝑎 ⋅ 1 + 𝑏))2 + (5 − (𝑎 ⋅ 2 + 𝑏))2 + (7 − (𝑎 ⋅ 3 + 𝑏))2 

Παράγωγοι ως προς a και b: 

∂𝑆

∂𝑎
= −2(2 − (𝑎 + 𝑏)) ⋅ 1 − 2(5 − (2𝑎 + 𝑏)) ⋅ 2 − 2(7 − (3𝑎 + 𝑏)) ⋅ 3 = 0 

∂𝑆

∂𝑏
= −2(2 − (𝑎 + 𝑏)) − 2(5 − (2𝑎 + 𝑏)) − 2(7 − (3𝑎 + 𝑏)) = 0 

Απλοποιώντας: 

Για b: (2 − (𝑎 + 𝑏)) + (5 − (2𝑎 + 𝑏)) + (7 − (3𝑎 + 𝑏)) = 0 



2 − 𝑎 − 𝑏 + 5 − 2𝑎 − 𝑏 + 7 − 3𝑎 − 𝑏 = 0 

14 − 6𝑎 − 3𝑏 = 0 ⇒ 6𝑎 + 3𝑏 = 14 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 =
14

3
 

Για a: (2 − (𝑎 + 𝑏)) ⋅ 1 + (5 − (2𝑎 + 𝑏)) ⋅ 2 + (7 − (3𝑎 + 𝑏)) ⋅ 3 = 0 

(2 − 𝑎 − 𝑏) + 2(5 − 2𝑎 − 𝑏) + 3(7 − 3𝑎 − 𝑏) = 0 

2 − 𝑎 − 𝑏 + 10 − 4𝑎 − 2𝑏 + 21 − 9𝑎 − 3𝑏 = 0 

33 − 14𝑎 − 6𝑏 = 0 ⇒ 7𝑎 + 3𝑏 =
33

2
(όμως καλύτερα σε κλάσματα) 

Ας το ξαναγράψουμε: 33 − 14𝑎 − 6𝑏 = 0 ⇒ 14𝑎 + 6𝑏 = 33 

Λύνοντας το σύστημα: 

2𝑎 + 𝑏 =
14

3
, 14𝑎 + 6𝑏 = 33 

Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη με 3: 6𝑎 + 3𝑏 = 14 

Διπλάσια: 12𝑎 + 6𝑏 = 28 

Αφαιρούμε από δεύτερη: 14𝑎 + 6𝑏 − 12𝑎 − 6𝑏 = 33 − 28 ⇒ 2𝑎 = 5 ⇒ 𝑎 =
5

2
 

Τότε 𝑏 =
14

3
− 2𝑎 =

14

3
− 5 =

14−15

3
= −

1

3
 

Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων: 𝑦 =
5

2
𝑥 −

1

3
 

 

Α5. Μερική διάσπαση: 
1

𝑥(𝑥−2)(𝑥−3)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥−2
+

𝐶

𝑥−3
 

1 = 𝐴(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) + 𝐵𝑥(𝑥 − 3) + 𝐶𝑥(𝑥 − 2) 

Βάζοντας x = 0: 1 = 𝐴(−2)(−3) = 6𝐴 ⇒ 𝐴 =
1

6
 

x = 2: 1 = 𝐵 ⋅ 2(−1) = −2𝐵 ⇒ 𝐵 = −
1

2
 

x = 3: 1 = 𝐶 ⋅ 3(1) = 3𝐶 ⇒ 𝐶 =
1

3
 

Άρα: 
1

𝑥(𝑥−2)(𝑥−3)
=

1

6𝑥
−

1

2(𝑥−2)
+

1

3(𝑥−3)
 

Ολοκλήρωση: 

∫
1

6𝑥 − 5𝑥2 + 𝑥3
𝑑𝑥 =

1

6
ln ∣ 𝑥 ∣ −

1

2
ln ∣ 𝑥 − 2 ∣ +

1

3
ln ∣ 𝑥 − 3 ∣ +𝐶 

 

Α6. Το σύστημα είναι 

0𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 1 
2𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 = 6 
4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 2 

Από την πρώτη: 2𝑥2 + 3𝑥3 = 1 ⇒ 𝑥2 =
1−3𝑥3

2
 

Στη δεύτερη: 2𝑥1 − 3 (
1−3𝑥3

2
) + 𝑥3 = 6 ⇒ 2𝑥1 −

3−9𝑥3

2
+ 𝑥3 = 6 

2𝑥1 −
3

2
+

9

2
𝑥3 + 𝑥3 = 6 ⇒ 2𝑥1 +

11

2
𝑥3 −

3

2
= 6 

2𝑥1 +
11

2
𝑥3 =

15

2
⇒ 𝑥1 =

15

4
−

11

4
𝑥3 

Στην τρίτη: 4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 2 ⇒ 4 (
15

4
−

11

4
𝑥3) +

1−3𝑥3

2
− 𝑥3 = 2 



15 − 11𝑥3 +
1 − 3𝑥3

2
− 𝑥3 = 2 ⇒ 15 − 11𝑥3 +

1

2
−

3

2
𝑥3 − 𝑥3 = 2 

Συνδυάζοντας όρους: 15.5 − (11 + 1.5 + 1)𝑥3 = 2 ⇒ 15.5 − 13.5𝑥3 = 2 ⇒ 13.5𝑥3 = 13.5 ⇒ 𝑥3 = 1 

Τότε 𝑥2 =
1−3⋅1

2
=

−2

2
= −1 

Και 𝑥1 =
15

4
−

11

4
⋅ 1 =

4

4
= 1 

Λύση: 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1, 𝑥3 = 1 

 

Α7. Το ολοκλήρωμα είναι 

∬ √4 − 𝑦2

𝐷

 𝑑𝑥 𝑑𝑦 

 

όπου 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}. Για σταθερό 𝑦, το 𝑥κυμαίνεται από 0έως √4 − 𝑦2. Άρα 

∫ ∫ √4 − 𝑦2
√4−𝑦2

0

2

0

 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ √4 − 𝑦2
2

0

⋅ √4 − 𝑦2 𝑑𝑦 = ∫ (4 −
2

0

𝑦2) 𝑑𝑦. 

 

Υπολογίζοντας το ολοκλήρωμα: 

∫ (4 −
2

0

𝑦2) 𝑑𝑦 = [4𝑦−
𝑦3

3 ]
0

2

= 8 −
8

3
=

16

3
. 

 

Άρα 

∬ √4 − 𝑦2

𝐷

 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
16

3
. 

 

Β1. Έστω 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3τα αποτελέσματα των τριών ζαριών. Το συνολικό πλήθος αποτελεσμάτων είναι 63 =
216. 

(α) Το άθροισμα τουλάχιστον 16 σημαίνει 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 ∈ {16,17,18}. 

• Για 18: μόνο (6, 6, 6)→ 1 περίπτωση 

• Για 17: (6, 6, 5)και οι παραλλαγές → 3 παραλλαγές × 3 θέσεις = 3 

• Για 16: (6,6,4), (6,5,5)και οι παραλλαγές: 
(6, 6, 4)→ 3 παραλλαγές, (6, 5, 5)→ 3 παραλλαγές, σύνολο 6 

Άρα συνολικά 1 + 3 + 6 = 10 περιπτώσεις 

𝑃(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 ≥ 16) =
10

216
=

5

108
. 

 

(β) Δεδομένου ότι ένα ζάρι είναι 5 ή 6, ας βρούμε την πιθανότητα 𝑃(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 ≥ 16 ∣ ένα ζάρι ∈
{5,6}). Ο αριθμός αποτελεσμάτων όπου τουλάχιστον ένα ζάρι είναι 5 ή 6: 

216 − 43 = 216 − 64 = 152 
 

Εκ των 10 περιπτώσεων για άθροισμα ≥16, όλες έχουν τουλάχιστον ένα 5 ή 6. Άρα 

𝑃(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 ≥ 16 ∣ ένα ζάρι ∈ {5,6}) =
10

152
=

5

76
. 

 

Β2. Αν 𝑋 ∼ Poisson(𝜆 = 7), τότε 



𝑃(𝑋 = 𝑘) =
7𝑘𝑒−7

𝑘!
. 

 

(α) Ακριβώς 8 πελάτες: 

𝑃(𝑋 = 8) =
78𝑒−7

8!
≈ 0.130 

 

(β) Τουλάχιστον 3 πελάτες: 

𝑃(𝑋 ≥ 3) = 1 − 𝑃(𝑋 < 3) = 1 − (𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2)) 

= 1 − (
70𝑒−7

0!
+

71𝑒−7

1!
+

72𝑒−7

2!
) = 1 − 𝑒−7 (1+7+

49
2

) = 1 − 𝑒−7 ⋅
71

2
≈ 0.978 

 
 

Β3. Έστω 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇 = 18, 𝜎2 = 25). Τυποποιούμε με 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
∼ 𝑁(0,1): 

𝑃(12 < 𝑋 < 22) = 𝑃 (
12 − 18

5
< 𝑍 <

22 − 18
5

) = 𝑃(−1.2 < 𝑍 < 0.8). 

 

Από τον πίνακα τυποποιημένης κανονικής κατανομής: 

𝑃(𝑍 < 0.8) ≈ 0.7881, 𝑃(𝑍 < −1.2) ≈ 0.1151 
 

Άρα 

𝑃(12 < 𝑋 < 22) = 𝑃(−1.2 < 𝑍 < 0.8) = 0.7881 − 0.1151 = 0.6730 ≈ 0.673 
 

 

 

 

ομάδα 2 

Α1. Η συνάρτηση είναι 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 81και η παράγωγός της 𝑓′(𝑥) = 2𝑥. Ο τύπος της μεθόδου 

Newton–Raphson είναι 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
. 

Με 𝑥0 = 8: 

𝑥1 = 8 −
82 − 81

2 ⋅ 8
= 8 −

64 − 81

16
= 8 −

−17

16
= 8 + 1.0625 = 9.0625 

𝑥2 = 9.0625 −
(9.0625)2−81

2 ⋅ 9.0625
≈ 9.0625 −

82.1289 − 81

18.125
≈ 9.0625 −

1.1289

18.125
≈ 9.0625 − 0.0623 ≈ 9.0002 

 

Άρα 

𝑥1 ≈ 9.0625, 𝑥2 ≈ 9.0002. 
 

 

Α2. Η σειρά Taylor της συνάρτησης 𝑓(𝑥)γύρω από το 𝑥0 = 3δίνεται από τον τύπο 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(3)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 3)𝑛. 

 

Υπολογίζουμε τις παραγώγους: 



𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 1, 𝑓′(𝑥) = 5𝑥4, 𝑓′′(𝑥) = 20𝑥3, 𝑓(3)(𝑥) = 60𝑥2, 𝑓(4)(𝑥) = 120𝑥, 𝑓(5)(𝑥) = 120, 𝑓(𝑛)(𝑥) = 0  

για 𝑛 > 5. 
Αντικαθιστούμε στο 𝑥0 = 3: 

𝑓(3) = 242, 𝑓′(3) = 405, 𝑓′′(3) = 540, 𝑓(3)(3) = 540, 𝑓(4)(3) = 360, 𝑓(5)(3) = 120. 
 

Άρα η σειρά Taylor είναι 

𝑓(𝑥) = 242 + 405(𝑥 − 3) +
540

2!
(𝑥 − 3)2 +

540

3!
(𝑥 − 3)3 +

360

4!
(𝑥 − 3)4 +

120

5!
(𝑥 − 3)5 

= 242 + 405(𝑥 − 3) + 270(𝑥 − 3)2 + 90(𝑥 − 3)3 + 15(𝑥 − 3)4 + (𝑥 − 3)5. 
 

A3. Το διάστημα είναι [0, 1]και το βήμα ℎ =
1

4
, άρα οι κόμβοι είναι 

𝑥0 = 0,  𝑥1 =
1

4
,  𝑥2 =

1

2
,  𝑥3 =

3

4
,  𝑥4 = 1. 

Η μέθοδος Simpson δίνει 

∫ 𝑥9
1

0

 𝑑𝑥 ≈
ℎ

3
[𝑓(𝑥0) + 4𝑓(𝑥1) + 2𝑓(𝑥2) + 4𝑓(𝑥3) + 𝑓(𝑥4)]. 

 

Υπολογίζουμε τις τιμές: 

𝑓(𝑥0) = 0, 𝑓(𝑥1) = (
1

4
)

9

=
1

262144
, 𝑓(𝑥2) = (

1

2
)

9

=
1

512
, 

𝑓(𝑥3) = (
3

4
)

9

=
19683

262144
, 𝑓(𝑥4) = 1. 

 

Άρα το Simpson δίνει 

1/4

3
[0 + 4 ⋅

1

262144
+ 2 ⋅

1

512
+ 4 ⋅

19683

262144
+ 1] =

1

12
[

4
262144 +

2
512

+
78732

262144 +1] . 

 

Συνδυάζουμε τα κλάσματα με παρονομαστή 262144: 

4 + 78732

262144
+

2

512
+ 1 =

78736

262144
+

1024

262144
+

262144

262144
=

344904

262144
. 

 

Τέλος πολλαπλασιάζουμε με 
1

12
: 

∫ 𝑥9
1

0

𝑑𝑥 ≈
344904

12 ⋅ 262144
=

344904

3145728
=

43113

393216
. 

 

Α4. Έστω η ευθεία 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏. Η συνάρτηση σφάλματος ελαχίστων τετραγώνων είναι 

𝐸(𝑎, 𝑏) = (𝑎 + 𝑏 − 3)2 + (2𝑎 + 𝑏 − 5)2 + (3𝑎 + 𝑏 − 6)2. 
 

Παράγωγοι: 

∂𝐸

∂𝑎
= 2(𝑎 + 𝑏 − 3) + 4(2𝑎 + 𝑏 − 5) + 6(3𝑎 + 𝑏 − 6) = 28𝑎 + 12𝑏 − 62 = 0, 

∂𝐸

∂𝑏
= 2(𝑎 + 𝑏 − 3) + 2(2𝑎 + 𝑏 − 5) + 2(3𝑎 + 𝑏 − 6) = 12𝑎 + 6𝑏 − 28 = 0. 

 

Λύνοντας το σύστημα: 

28𝑎 + 12𝑏 = 62,12𝑎 + 6𝑏 = 28   ⟹   𝑎 =
3

2
, 𝑏 =

5

3
. 

 



Άρα η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων είναι 

𝑦 =
3

2
𝑥 +

5

3
. 

 

Α5. Αρχικά παραγοντοποιούμε τον παρονομαστή: 

𝑥3 − 5𝑥2 + 4𝑥 = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) 
 

Έτσι το ολοκλήρωμα γίνεται 

∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 4)
. 

 

Χρησιμοποιώντας μερικές κλασματικές διασπάσεις: 

1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 4)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

𝑥 − 4
. 

 

Λύνοντας, βρίσκουμε 

𝐴 =
1

4
, 𝐵 = −

1

3
, 𝐶 =

1

12
. 

Οπότε 

∫
1

4𝑥 − 5𝑥2 + 𝑥3
 𝑑𝑥 = ∫ (

1

4𝑥
−

1

3(𝑥 − 1)
+

1

12(𝑥 − 4)
) 𝑑𝑥. 

Τελικό αποτέλεσμα: 

1

4
ln ∣ 𝑥 ∣ −

1

3
ln ∣ 𝑥 − 1 ∣ +

1

12
ln ∣ 𝑥 − 4 ∣ +𝐶.  

 

Α6. Το σύστημα είναι 

{

0𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 3
−2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 1
4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = −5

 

 

Από την πρώτη: 2𝑥2 + 3𝑥3 = 3   ⟹   𝑥2 =
3−3𝑥3

2
. 

Αντικαθιστούμε στη δεύτερη: −2𝑥1 + 3
3−3𝑥3

2
− 𝑥3 = 1   ⟹    − 2𝑥1 +

9−9𝑥3

2
− 𝑥3 = 1   ⟹    − 2𝑥1 +

9−11𝑥3

2
=

1   ⟹    − 4𝑥1 + 9 − 11𝑥3 = 2   ⟹    − 4𝑥1 − 11𝑥3 = −7   ⟹   4𝑥1 + 11𝑥3 = 7. 

Από την τρίτη: 4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = −5   ⟹   4𝑥1 +
3−3𝑥3

2
− 𝑥3 = −5   ⟹   8𝑥1 + 3 − 3𝑥3 − 2𝑥3 = −10   ⟹   8𝑥1 −

5𝑥3 = −13   ⟹   8𝑥1 − 5𝑥3 = −13. 

Λύνοντας το σύστημα για 𝑥1, 𝑥3: 

4𝑥1 + 11𝑥3 = 7,8𝑥1 − 5𝑥3 = −13. 
 

Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη επί 2: 8𝑥1 + 22𝑥3 = 14. Αφαιρούμε τη δεύτερη: (8𝑥1 + 22𝑥3) − (8𝑥1 −
5𝑥3) = 14 − (−13)   ⟹   27𝑥3 = 27   ⟹   𝑥3 = 1. 

Άρα 4𝑥1 + 11 = 7   ⟹   4𝑥1 = −4   ⟹   𝑥1 = −1. 

Τέλος 𝑥2 =
3−3⋅1

2
= 0. 

Η λύση είναι 

𝑥1 = −1, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1. 
 



Α7. Το πεδίο 𝐷είναι το πρώτο τεταρτημόριο του κύκλου ακτίνας 2, δηλαδή 𝑥 ∈ [0,2], 
 𝑦 ∈ [0, (4 − 𝑥2)1/2] 

Το ολοκλήρωμα γίνεται 

∬ √4 − 𝑥2

𝐷

 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ (∫ √4 − 𝑥2
√4−𝑥2

0

 𝑑𝑦)

2

0

𝑑𝑥 = ∫ √4 − 𝑥2
2

0

⋅ √4 − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫ (4 −
2

0

𝑥2) 𝑑𝑥. 

 

Υπολογίζουμε: 

∫ (4 −
2

0

𝑥2) 𝑑𝑥 = [4𝑥−
𝑥3

3 ]
0

2

= 8 −
8

3
=

16

3
. 

 

Άρα 

∬ √4 − 𝑥2

𝐷

 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
16

3
. 

 
 

B1. Ο συνολικός αριθμός δυνατών εκβάσεων με 3 ζάρια είναι 63 = 216. 

(α) Θέλουμε 𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 5. Τα δυνατά αθροίσματα είναι 3, 4, 5. 

𝑆 = 3: (1,1,1)   ⟹   1 τρόπος, 𝑆 = 4: (1,1,2) και μεταθέσεις   ⟹   3 τρόποι, 𝑆
= 5: (1,1,3), (1,2,2) και μεταθέσεις   ⟹   6 τρόποι. 

 

Συνολικά 10 ευνοϊκά αποτελέσματα, άρα 

𝑃(𝑆 ≤ 5) =
10

216
=

5

108
. 

 

(β) Δεδομένου ότι τουλάχιστον ένα ζάρι είναι 1 ή 2, ορίζουμε 𝐵 = {τουλάχιστον ένα ζάρι ∈ {1,2}}. 
Θέλουμε 

𝑃(𝑆 ≤ 5 ∣ 𝐵) =
𝑃(𝑆 ≤ 5 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
. 

 

Παρατηρούμε ότι όλα τα 10 ευνοϊκά αποτελέσματα για 𝑆 ≤ 5περιλαμβάνουν σίγουρα τουλάχιστον 

ένα ζάρι 1 ή 2, οπότε 𝑆 ≤ 5 ⊆ 𝐵και 𝑃(𝑆 ≤ 5 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝑆 ≤ 5) =
10

216
. 

Ο αριθμός των εκβάσεων που δεν ανήκουν σε 𝐵είναι αυτές που όλα τα ζάρια είναι ≥3: 43 = 64, άρα ∣
𝐵 ∣= 216 − 64 = 152και 

𝑃(𝐵) =
152

216
. 

 

Τελικά 

𝑃(𝑆 ≤ 5 ∣ 𝐵) =
10/216

152/216
=

10

152
=

5

76
. 

 

Άρα οι πιθανότητες είναι: 

𝑃(𝑆 ≤ 5) =
5

108
, 𝑃(𝑆 ≤ 5 ∣ 𝐵) =

5

76
. 

 

B2. Η κατανομή Poisson με μέση τιμή 𝜆 = 8έχει τύπο 



𝑃(𝑋 = 𝑘) =
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
. 

 

(α) Ακριβώς 9 πελάτες: 

𝑃(𝑋 = 9) =
𝑒−889

9!
≈ 0.124 

 

(β) Τουλάχιστον 3 πελάτες: 

𝑃(𝑋 ≥ 3) = 1 − 𝑃(𝑋 < 3) = 1 − (𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2)) = 1 − (𝑒−8 80

0!
+𝑒−8 81

1!
+𝑒−8 82

2!
)

= 1 − 𝑒−8(1+8+32) = 1 − 41𝑒−8 ≈ 0.986 
 

 

Β3. Έστω 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇 = 19, 𝜎2 = 16). Τυποποιούμε με 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
∼ 𝑁(0,1): 

𝑃(15 < 𝑋 < 24) = 𝑃 (
15 − 19

4 < 𝑍 <
24 − 19

4 ) = 𝑃(−1 < 𝑍 < 1.25). 

 

Από τον πίνακα τυποποιημένης κανονικής κατανομής: 

𝑃(𝑍 < 1.25) ≈ 0.8944, 𝑃(𝑍 < −1) ≈ 0.1587 
 

Άρα 

𝑃(15 < 𝑋 < 24) = 𝑃(−1 < 𝑍 < 1.25) = 0.8944 − 0.1587 = 0.7357 ≈ 0.736. 
 


