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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές ΄Εννοιες

∆ικαίωµα προαίρεσης: Συµβόλαιο που δίνει δικαίωµα να αγοράσουµε ή να πωλή-

σουµε ένα αγαθό σε καθορισµένη τιµή, σε συγκεκριµένη τιµή στο µέλλον.

European Call Option

Βασικές ΄Εννοιες

• Υποκείµενο Αγαθό (underlying)

• St, τιµή του υποκειµένου αγαθού την χρονική στιγµή t

• T , ηµεροµηνία λήξης (expiry date).

• K, τιµή εξάσκησης δικαιώµατος (exercise price ή strike price)

• V (St, t), η ανταµοιβή του κατόχου δικαιώµατος, την χρονική στιγµή t.

• Κάτοχος υποκειµένου αγαθού. Ο κάτοχος έχει υποχρέωση να πουλήσει.

• Κάτοχος ∆ικαιώµατος.

ΒΑΣΙΚΗ ΕΡΩΤΗΣΗ: Αν ο κάτοχος δικαιώµατος εξασκεί το δικαίωµα, πόσο πρέπει

να πληρώσει κάποιος για αυτό το συµβόλαιο; ∆ηλαδή: V (St, t) =?

1.1 Βασικές Σχέσεις

V (ST , T ) =


ST −K, ST ≥ K

0, ST ≤ K
= max(ST −K, 0)

V (St, t) = PV (V (ST , T )) = e−rtV (ST , T )

Αν η ST είναι τυχαία µεταβλητή µε σππ f(s), τότε :

V (ST , T ) = E(max(ST −K, 0)) =

∫ +∞

K

(ST −K)f(s)ds
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Γνωρίζουµε ότι :

f(s) = lim
∆s→0

P (Si < S < Si + ∆s)

∆s
⇒ P (Si < S < Si + ∆s) ≈ f(s)∆s⇒

V (ST , T ) =
∑
Ki>K

(ST −Ki)f(s)∆Si =
∑
Ki>K

(ST −Ki)P (Si < S < Si + ∆s)

1.2 Λυµένες Ασκήσεις

1.1 Αγοράζει κάποιος σήµερα, ένα δικαίωµα να αγοράσει σε 5 µήνες µετοχές

για 12 ευρώ. Σήµερα η τιµή της µετοχής είναι 10 ευρώ. Πόσο πρέπει να

αγοράσει το δικαίωµα;

Λύση: ΄Εχουµε αρχικά: ηµεροµηνία λήξης T = 5 µήνες, τιµή εξάσκησης K = 12
ευρώ και αρχική τιµή S0 = 10 ευρώ. Αν ST < 12 δεν εξασκείται το δικαίωµα, άρα

έχουµε κέρδος µηδέν. Αν ST > 12, εξασκούµε το δικαίωµα και το κέρδος είναι

ST − 12. Εποµένως, τελικά:

V (S5, 5) = max(S5 − 12, 0)

∆ηλαδή, όλα εξαρτώνται από την τιµή S5, η οποία µεταβάλεται τυχαία.

1.2 ΄Εστω ένα δικαίωµα πώλησης 100 µετοχών της IBM µε τιµή εξάσκησης

90 χρ. µονάδες ανά µετοχή, το οποίο λήγει σε 3 µήνες. Αν σε 3 µήνες η

τιµή της µετοχής ϑα είναι 75 χρ. µονάδες και η τιµή αγοράς του δικαιώµατος

τώρα είναι 7 χρ. µονάδες ανά µετοχή, πόσα ϑα κερδίσουµε εξασκώντας το

δικαίωµα;

Λύση: Ακολουθυούµε τα εξής ϐήµατα:

1. Αγοράζουµε τώρα το δικαίωµα. Κόστος αγοράς = 100 · 7 = 700.

2. Σε 3 µήνες αγοράζουµε από την αγορά 100 µετοχές IBM . Κόστος αγοράς=
100 · 75 = 7500.

3. Πουλάµε τις µετοχές που αγοράσαµε στην τιµή εξάσκησης, κάνοντας χρήση του

δικαιώµατος. ΄Εσοδα= 100 · 90 = 9000

Οπότε το συνολικό κέρδος είναι :

P = 9000− 7500− 700 = 800

1.3 Μία µετοχή της εταιρείας ΑΒΓ τιµάται. σήµερα 17 χρ. µονάδες. Σε 4
µήνες ϑα τιµάται 22 χρ. µονάδες. ΄Ενα δικαίωµα αγοράς πωλείται για 2 χµ

και έχει τιµή εξάσκησης 18 χµ. Τι συµφέρει, µία αγοροπωλησία των µετοχών

ή η εξάσκηση του δικαιώµατος;
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Λύση: Στην αγοροπωλησία έχουµε αγορά µετοχής 17 και πώληση 22 και εποµένως

κέρδος 22− 17 = 5. Το ποσοστό κέρδους είναι : (5/17) · 100 ' 30%.

Στην περίπτωση ενάσκησηςτου δικαιώµατος ϑα αγοράσουµε από τον υπόχρεο σε 18
χµ και ϑα πωλήσουµε σε 22 χµ. Εποµένως το κέρδος ϑα είναι 22 − 18 − 2 = 2
χµ. Το ποσοστό κέρδους σε αυτή την περίπτωση, είναι : (2/2) · 100 = 100%. ΄Αρα

τα δικαιώµατα δίνουν τεράστιο κερδος και δεν απαιτούν την κατοχή περουσιακών

στοιχείων.
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Κεφάλαιο 2

Αρχικά Υποδείγµατα

2.1 Βασικό υπόδειγµα

΄Εστω Si µία ακολουθία τιµών µίας µετοχής τις χρονικές στιγµές i = 1, 2, 3, ... Οι

ποσότητες :

Ri+1 =
Si+1 − Si

Si

λέγονται αποδόσεις. Συνήθως ακολουθούν την κανονική κατανοµή, δηλαδή Ri+1 ∼
N(µ, σ2). Εποµένως

Ri+1 − µ
σ

∼ N(0, 1)⇔ Ri+1 − µ
σ

= ϕ, ϕ ∼ N(0, 1)⇒

Ri+1 = µ+ σ · ϕ, ϕ ∼ N(0, 1) ⇔

Si+1 = (µ+ 1)Si + σSiϕ

Η σχέση αυτή αποτελεί το πρωταρχικό ϐασικό υπόδειγµα σε διακριτό χρόνο και

υλοποιείται µε µεθόδους Monte− Carlo.

2.2 Το ∆ιωνυµικό Υπόδειγµα

Θεωρούµε διακριτό χρόνο t = 0, 1, 2, 3, .... Την χρονική στιγµή t = 0 η τιµή µιας

µετοχής είναι S0. Σε κάθε χρονική στιγµή η τιµή της µετοχής είτε αυξάνει κατα a%
µε πιθανότητα p είτε ϕθίνει κατά b%, µε πιθανότητα (1−p). Στο επόµενο διάγραµµα

ϐλέπουµε την εξέλιξη της τιµής µιάς µετοχής, µέχρι τηνχρονική στιγµή t = 2.

S0 =



(p) → S1 = aS0 →

 (p2) → S2 = a2S0

p(1− p) → S2 = abS0

(1− p) → S1 = bS0 →

 (p(1− p)) → S2 = abS0

(1− p)2 → S2 = b2S0
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Η αύξηση της τιµής της µετοχής, συνήθως συµβολίζεται ως 1, ενώ η µείωση ως 0.
Μία ακολουθία από k το πλήθος 1 και 0 ονοµάζεται δρόµος µήκους k και σηµαίνει

µία διαδοχή από k αυξήσεις- µειώσεις. Συµβολίζεται µε sk. Παραδείγµατος χάριν,

s6 = 000010 σηµαίνει ότι έχουµε 6 ¨κινήσεις¨, 4 διαδοχικές µειώσεις, µία αύξηση

και µία ακόµα µείωση. s5 = 11010, σηµαίνει ότι έχουµε 5 ¨κινήσεις¨ της µετοχής, 2
αυξήσεις, µία µείωση, µία αύξηση και µία µείωση.

Βασικοί Συµβολισµοί. Sk(sk) είναι η τιµή της µετοχής την χρονική στιγµή k, µέσω
του δρόµου sk.

Vk(sk) είναι η αξία του δικαιώµατος την χρονική στιγµή k, µέσω του δρόµου sk.

Παραδείγµατα.

S2(01) = abS0, η τιµή της µετοχής την χρονική στιγµή 2, µέσω του δρόµου 01,
δηλαδή µετά από µία µείωση και διαδοχική αύξηση.

S2(11) = a2S0, η τιµή της µετοχής την χρονική στιγµή 2, µέσω του δρόµου 11,
δηλαδή µετά από δύο διαδοχικές αυξήσεις.

S1(0) = bS0, η τιµή της µετοχής την χρονική στιγµή 1, µέσω του δρόµου 0, δηλαδή
µετά από µία µείωση.

V1(0), η αξία του δικαιώµατος την χρονική στιγµή 1, µέσω του δρόµου 0, δηλαδή

µετά από µία µείωση.

2.3 Τιµολόγηση Call Option την χρονική στιγµή 1

΄Εστω δικαίωµα µε υποκείµενη τιµή µετοχής St και τιµή εξάσκησης δικαιώµατος :

K. ΄Εστω V0 η τιµή του δικαιώµατος την χρονική στιγµή t = 0.

Ερώτηση: Πως ορίζεται το V0 µε δίκαιο τρόπο;

Απάντηση: ∆ιαλέγουµε το V0 έτσι ώστε, εάν τα χρήµατα αυτά τα τοποθετούσαµε σε

επενδύσεις λιγώτερου κινδύνου, να είχαµε την ίδια απόδοση.

΄Εστω ότι αγοράζουµε ∆0 το πλήθος µετοχές. Εάν V0 − ∆0S0 > 0, τότε ϑεωρούµε

ότι τοκίζουµε αυτή την ποσότητα (του περισσεύµατος των χρηµάτων) για µία χρονική

περίοδο καιπαίρνουµε τελικά: (1 + r)(V0 −∆0S0), r το επιτόκιο τοκισµού.

Εάν V0 −∆0S0 < 0, τότε ϑεωρούµε ότι δανειζόµαστε τα χρήµατα που χρειαζόµαστε

για µία χρονική περίοδο και έχουµε τελικά: (1 + r)(V0 −∆0S0) < 0, r το επιτόκιο

δανεισµού.

τελικά, το χαρτοφυλάκιο σε 1 χρόµο ϑα έχει µέση απόδοση:

∆0S1(1) + (1 + r)(V0 −∆0S0) = ∆0aS0 + (1 + r)(V0 −∆0S0)

ή

∆0S1(0) + (1 + r)(V0 −∆0S0) = ∆0bS0 + (1 + r)(V0 −∆0S0)
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Οι ποσότητες αυτές πρέπει να είναι ίσες µε τις αξίες του δικαιώµατος την χρονική

στιγµή 1. ∆ηλαδή τις V1(1), V1(0). ΄Αρα, έχουµε:

V1(1) = ∆0aS0 + (1 + r)(V0 −∆0S0)

ή

V1(0) = ∆0bS0 + (1 + r)(V0 −∆0S0)

Επιλύοντας αυτές τις εξισώσεις, ως προς V0 και ∆0 και λαµβάνοντας υπόψη ότι :

V1(1) = max(S1(1)−K, 0) = (aS0 −K)+

V1(0) = max(S1(0)−K, 0) = (bS0 −K)+

έχουµε τελικά:

∆0 =
(aS0 −K)+ − (bS0 −K)+

(a− b)S0

V0 =
1

r + 1

[
(1 + r)− b
a− b

(aS0 −K)+ +
a− (1 + r)

a− b
(bS0 −K)+

]
Οι συντελεστές έχουν άθροισµα 1, είναι δηλαδή σαν πιθανότητες.
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Κεφάλαιο 3

Τυχαίοι Περίπατοι - Random Walks

3.1 Βασικοί Ορισµοί

Θεωρούµε ένα σηµείο, το οποίο κινείται προς τα επάνω µε ϐήµα h > 0 και πιθα-

νότητα p και προς τα κάτω µε ϐήµα −h και µε πιθανότητα 1 − p. Αρχικά ϑέτουµε

h = +1, p = 1/2. Το όλο ϕαινόµενο λέγεται συµµετρικός τυχαίος περίπατος και

για να µελετηθεί ορίζουµε τα εξής :

• t, είναι η χρονική στιγµή, λέγεται και εποχή

• t2 − t1, είναι η διάρκεια ή ο χρόνος

• Xt, είναι µια τυχαία µεταβλητή, η οποία δηλώνει την απόφαση ή την δράση την

χρονική στιγµή t, το εάν δηλαδή το σηµείο ϑα κινηθεί κατά h ή κατά −h.

• St, είναι µία τυχαία µεταβλητή την ϑέση του σηµείου την χρονική στιγµή t.

• {(t, St)}, είναι το µονοπάτι (path) ή τροχιά την χρονική στιγµή t.

3.2 Ιδιότητες της Xt

• Xt =


+1, p = 1/2

−1, p = 1/2

• E(Xt) = 1 · 1
2

+ (−1) · 1
2

= 0

• V (Xt) = E(X2
t )− E2(Xt) = 12 · 1

2
+ (−1)2 · 1

2
− 0 = 1

• Xt είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές για τις διάφορες χρονικές στιγµές.

15
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3.3 Ιδιότητες της St

• St = X1 +X2 +X3 + · · ·+Xt

• E(St) = E(X1) + E(X2) + E(X3) + · · ·+ E(Xt) = 0

• V (St) = V (X1) + V (X2) + V (X3) + · · ·+ V (Xt) = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
t−times

= t

• St είναι martingale:
E(St+p|St) = St

• St έχει την ιδιότητα Markov, δηλαδή:

P (St+p|St = kt, St−1 = kt−1, . . . , S1 = k1) = P [St+p|St = kt]

• St = Xn+1 +Xn+2 + · · ·+Xn+t είναι επίσης τυχαίος περίπατος.

•
St√
t
∼ N(0, 1) όταν t→ +∞

3.4 Περαιτέρω Ορισµοί

Κάποιοι σηµαντικοί ορισµοί, των οποίων κρίνεται απαραίτητη η γνώση τους για την

κατανόηση των συµετρικών τυχαίων περιπάτων, είναι οι κάτωθι :

Ορισµός 3.1 Το σύνολο {t, st}, όπου st = St, οι διάφορες ¨θέσεις¨ του σηµείου,

t = 0, . . . , k, καλείται ¨µονοπάτι¨, από 0 έως k.

Ορισµός 3.2 ΄Ενα µονοπάτι επισκέπτεται την ϑέση k την εποχή t, εάν ισχύει η ισότητα

st = k.

Ορισµός 3.3 Αν για µια ϑέση (t, k), υπάρχει κάποιο µονοπάτι που την επισκέπτεται,

τότε η συγκεκριµένη ϑέση καλείται ¨προσιτή ϑέση¨.

Ορισµός 3.4 Αν (t0, k0), (t1, k1) ανήκουν στο ίδιο µονοπάτι, τότε η ϑέση (t1, k1) λέγεται

προσιτή από την (t0, k0), όταν t1 > t0.

Ορισµός 3.5 Ως Nt,k ορίζεται το πλήθος των µονοπατιών, τα οποία επισκέπτονται την

ϑέση (t, k).

Ορισµός 3.6 ΄Ενας τυχαίος περίπατος ή ένα µονοπάτι επιστρέφει στην ϑέση 0 την

εποχή t, εάν ισχύει ότι St = 0 ή 0 ∈ St.

Ορισµός 3.7 ΄Ενας τυχαίος περίπατος επιστρέφει στην ϑέση 0 για πρώτη ϕορά την

εποχή t, όταν S1, S2, . . . St−1 6= 0 και St = 0.
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Ορισµός 3.8 Με u2m συµβολίζουµε την πιθανότητα να επιστρέψει το σηµείο στο 0, την
χρονική στιγµή 2m.

Ορισµός 3.9 Με f2m συµβολίζουµε την πιθανότητα να επιστρέψει το σηµείο για πρώτη ϕορά

στο 0, την χρονική στιγµή 2m.

3.4.1 Ιδιότητες Τυχαίων Περιπάτων

Ιδιότητα 3.1 Προκειµένου ένα Ϲεύγος (t, k) να είναι προσιτό, πρέπει να υπάρχουν

ακέραιοι φ και θ έτσι ώστε :

t+ k = 2φ και t− k = 2θ

Συνεπώς, οι αριθµοί t+ k και t− k να είναι άρτιοι.

Ιδιότητα 3.2 Ισχύει η σχέση :

Nt,k =

(
t

t+ k

2

)
=

(
t

t− k
2

)
όπου t+ k > 0 και t− k > 0

Ιδιότητα 3.3 Ισχύει η σχέση :

u2m =
N2m,0

22m
=

(
2m
m

)
1

22m
∼ 1√

πm
, m ≥ 0

Ιδιότητα 3.4 Ισχύει η σχέση :

f2m = u2m−2 − u2m =
1

2m− 1

(
2m
m

)
1

22m
=

u2m

2m− 1
, m ≥ 0

Ιδιότητα 3.5 Οι παρακάτω πιθανότητες είναι ίσες.

• P (S1 6= 0, . . . , S2m 6= 0)

• P (S1 ≥ 0, . . . , S2m ≥ 0)

• P (S1 ≤ 0, . . . , S2m ≤ 0)

• 2P (S1 > 0, . . . , S2m > 0)

• 2P (S1 < 0, . . . , S2m < 0)

Θεώρηµα 3.1 Με πιθανότητα 1, ο συµµετρικός τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0.

Θεώρηµα 3.2 Με πιθανότητα 1, ο συµµετρικός τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0,
απείρως συχνά.
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3.5 Ασκήσεις

3.1 Εάν St συµµετρικός τυχαίος περίπατος, να υπολογισθούν οι πιθανότη-

τες:

1. P
(
−
√
t ≤ St ≤

√
t
)

2. P
(
10 ≤ S100 ≤ 15

)
Λύση:

1. ∆ιαιρούµε µε την ϱίζα του t και ϑα έχουµε ότι,

P
(
−
√
t ≤ St ≤

√
t
)

= P
(
−1 ≤ St√

t
≤ 1
)

= P
(
−1 ≤ S1√

1
≤ 1
)

= P (−1 ≤ z ≤ 1) = Φ(1)− Φ(−1) = 0, 6827

2. ∆ιαιρούµε µε την ϱίζα του 100 και ϑα έχουµε ότι,

P (10 < S100 < 15) = P
( 10√

100
<

S100√
100

<
15√
100

)
= P (1 < z < 1, 5)

= Φ(1, 5)− Φ(1) = 0, 9332− 0, 8413 = 0, 0919

3.2 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα 1 ο τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0.

Λύση:

P (κάποτε επιστρέφει στο 0) = P
( ∞⋃
m=1

πρώτη επιστροφή την στιγµή 2m
)

=
∞∑
m=1

f2m

=
∞∑
m=1

[u2m−2 − u2m] = u0 = 1

3.3 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα 1, ο τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0,

απείρως συχνά, δεδοµένου ότι u ∼ 1√
πm

.

Λύση:

E[(πρώτη επιστροφή 0 )] =
0∑

m=1

2mf2m =
∞∑
m=1

2m

2m− 1
u2m (1)

, αλλά δεδοµένου ότι :

2m

2m− 1
u2m =

2m

2m− 1

1√
πm

,καθώς και από την χρήση των σειρών και συγκεκριµένα της ακολουθίας µερικών

αθροισµάτων καταλήγουµε στο Ϲητούµενο του παραδείγµατος,

(1)⇒
∞∑
m=1

2mf2m =∞
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3.4 ΄Εστω δύο παίκτες A και B, παίζουν το παιχνίδι κορώνα ή γράµµατα µε

κέρδος ±1. Ο πρώτος παίκτης A έχει τρία ευρώ στο πορτοφόλι του και ο δεύ-

τερος παίκτης B έχει έξι ευρώ στο πορτοφόλι του. Ποια είναι η πιθανότητα

ο πρώτος παίκτης να κερδίσει στον δέκατο γύρο του παιχνιδιού ;

Λύση: ∆ηλώνουµε ότι η απόφαση, που αντιπροσωπεύει το κέρδος του πρώτου παί-

κτη A

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Ο τύπος που χρησιµοποιούµε για να υπολογίσουµε το κέρδος είναι :

Pp =

(
t

t+ k
2

)
2t

=

(
10

10 + 6
2

)
210 =

10!
8!(10− 8)!

210 =
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 10
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 1 ∗ 2

210 ⇒

Pp =
9 ∗ 10

211
' 0

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι στο ϐρισκόµαστε σηµείο (0, 3) και ϑέλουµε να

µετακινηθούµε στο σηµείο (10, 9), που είναι η ϑέση του πρώτου παίκτη. Επιπροσθέ-

τως, λόγω της συµµετρίας είµαστε στο σηµείο (0, 0) και ϑέλουµε να µετακινηθούµε

στο σηµείο (10, 6), που είναι η ϑέση του δεύτερου παίκτη.

3.5 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια και η πιθανογεννήτρια συνάρτηση ενός τυ-

χαίου περιπάτου.

Λύση: Είναι γνωστό ότι εάν γνωρίζει την ϱοπογεννήτρια µιας τυχαίας µεταβλητής

X1, τότε το άθροισµα είναι το γινόµενο των ϱοπογεννητριών.

St = X1 +X2 + · · ·+Xt = MSt
(θ)⇒MX1

(θ) ∗ · · · ∗MXt(θ)

Επίσης, γνωρίζουµε ότι,

MX1
(θ) = E

[
eθX1

]
= eθ1

1

2
+ eθ(−1)1

2
=

1

2
(eθ + e−θ)

Ως αποτέλεσµα των δύο προηγούµενων εξισώσεων εξάγουµε τον τελικό τύπο, ο οποίος

αναπαριστά την πιθανογεννήτρια συνάρτηση του τυχαίου περιπάτου,

MSt
=
[1

2
(eθ + e−θ

]t
Τέλος, εάν ϑέλουµε να ϐρούµε την πιθανογεννήτρια συνάρτηση πρέπει να αντι-

καταστήσουµε την µεταβλητή θ µε ln θ και ϑα έχουµε ότι,

PSt
= MSt

(ln θ) =
[1

2
(θ + θ−1)

]t
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3.6 ΄Εστω Xi είναι η απόφαση ενός τυχαίου περιπάτου και Sn = X1 + X2 +
· · ·+Xn. Να δείξετε ότι η S2

n − n είναι martingale.

Λύση:

E
[
S2
n+1 − (n+ 1)|Fn

]
= E

[
(Sn +Xn+1)

2 − (n+ 1)|Fn
]

= E
[
S2
n + 2SnXn+1 +X2

n+1 − (n+ 1)|Fn
]

= E
[
S2
n|Fn

]
+ E[2SnXn+1|Fn] + E

[
X2
n+1|Fn

]
− (n+ 1)

= S2
n + 2SnE[Xn+1|Fn] + 12 1

2
+ (−1)2 1

2
− (n+ 1)

= S2
n + 2Sn ∗ 0 + 1− (n+ 1) = S2

n − n

3.7 ΄Εστω το Ϲεύγος (n, k) είναι προσιτό. Ποια είναι η πιθανότητα η πρώτη

επίσκεψη στο k να συµβεί την εποχή t = n·

Λύση:

P (πρώτης επίσκεψης στο k την εποχή n) =
k

n

(
n
n−k

2

)
1

2n

3.8 ∆ύο παίκτες Α και Β παίζουν το παιχνίδι κορρόνα ή γράµµατα µε ένα

δίκαιο κέρµα µε κέρδος - Ϲηµία= ±1. Ο Α έχει 3 ευρώ και ο Β έχει 6 ευρώ.

Ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει ο παίκτης Α στην 10η ϱίψη;

Λύση: Είναι κατανοητό ότι η άσκηση αναφέρεται σε έναν τυχαίο περίπατο της µορ-

ϕής,

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Θέλουµε ξεκινώντας από το σηµείο (0, 3) να πιάσουµε το σηµείο (10, 9), που συ-

νεπάγεται ότι ξεκινώντας από το σηµείο εκκίνησης (0, 0), να πιάσουµε το σηµείο

(10, 6).

P [πιάνει το σηµείο (10,6)] =
πατης ϕροµ (10,6)

τοταλ νυµβερ οφ πατης
=
N10,6

210
=

(
10

10−6
2

)
210

=

(
10
2

)
210

10!

2!8!210
=

90

211
' 0
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3.6 Ασκήσεις για λύση

3.9 Να υπολογιστεί η πιθανότητα του ϕαινοµένου της καταστροφής του τζο-

γαδόρου ή gambler′sruin εάν ο τυχαίος περίπατος δεν είναι συµµετρικός,

δηλαδή εάν P (Yj = 1) = p και P (Yj) = −1) = 1 − p για 0 < p < 1, p 6= 1/2.
Για την δική σας ϐοήθεια ψάξτε για ένα martingale που ϑα είναι της µορφής

Zn = rXn.

3.10 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα ίση µε την µονάδα, ο απλό συµµετρικός

τυχαίος περίπατος περνάει από όλους τους ακεραίους απείρως συχνά.

3.11 Να κατασκευάσετε ένα διάγραµµα απλό συµµετρικού τυχαίου περιπά-

του µε ϐήµα ±h και πιθανότητα p και 1− p, και να το ερµηνεύσετε.

3.12 ∆ίνεται ένας απλός τυχαίος περίπατος Ποια είναι η πιθανότητα 10 <
S100 < 15;

3.13 ∆εδοµένου ενός τυχαίου περιπάτου της µορφής,

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Ποια είναι η πιθανότητα το σηµείο (n, k) να είναι προσιτό ;

3.14 ΄Εστω ότι µια ασφαλιστική εταιρεία έχει αρχικό κεφάλαιο X0, σε κάθε

¨εποχή¨ λαµβάνει Y1, Y2, . . . και πληρώνει W1,W2, . . . . Να ϐρείτε ποθα είναι η

πιθανότητα να πάψει την λειτουργία της η εταιρεία.
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Κεφάλαιο 4

Κίνηση Brown

Η ϐασική ιδέα της κίνησης Brown είναι :

Η κίνηση Brown δεν είναι παρά ένας συµµετρικός τυχαίος περίπατος µε ¨

απειροστό ¨ ϐήµα, που υλοποιείται σε ¨απειροστές¨ χρονικές στιγµές.

Η κίνηση Brown είναι το δοµικό στοιχείο, ο ϑεµέλιος λίθος της στοχαστικότητος.

4.1 Κατασκευή κίνησης Brown

Η κίνηση Brown ορίζεται ¨κατασκευαστικά¨, ακολουθώντας τα εξής ϐήµατα:

• ΄Εστω [0, T ] µία χρονική περίοδος.

• Την χωρίζουµε σε n διαστήµατα µήκους : ∆t =
T

n
.

• Ισχύει η σχέση: tk = k∆t , k = 0, 1, 2, ..., n.

• Ορίζουµε τον συµµετρικό τυχαίο περίπατο :

Xk =

{
y, p = 1/2
−y, p = 1/2

, k = 0, 1, . . . , n

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

• Για την απόφαση Xk, ισχύει :

E [xk] = y · 1
2

+ (−y) · 1
2

= 0

V ar [Xk] = E
[
X2
k

]
− E2 [Xk] =

1

2
y2 +

1

2
(−y)2 − 0 = y2

• Για την µέση τιµή της ϑέσης Sn, ισχύει :

E [Sn] = E [X1 +X2 + · · ·+Xn] = E[X1] + E[X2] + · · ·+ E[Xn] = n · 0 = 0

23
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• Για την διακύµανση της ϑέσης Sn, ισχύει :

Var [Sn] = Var [X1 +X2 + · · ·+Xn] =

= V ar [X1] + Var [X2] + · · ·+ Var [Xn] = ny2 =

=
T

∆t
y2 = T

y2

∆t

• Θέλουµε να ορίσουµε το y έτσι ώστε η παραπάνω ποσότητα να έχει νόηµα όταν

∆t→ 0. ΄Ενας τρόπος να το πετύχουµε είναι µε y =
√

∆t.

Ορισµός 4.1 ΄Εστω ένα διάστηµα [0, T ], διαµοιρασµένο σε n υποδιαστήµατα, µήκους

∆t. Ονοµάζουµε κίνησηBrown στο διάστηµα [0, T ], έναν συµµετρικό τυχαίο περίπατο,

µε τυχαία µεταβλητή απόφασης :

Xk =

{ √
∆t , p = 1/2

−
√

∆t , p = 1/2
, k = 0, 1, 2, ..., n

µε ∆t = T/n→ 0⇔ n→∞.

Ιδιότητα 4.1 Σε µία κίνηση Brown, ισχύουν οι σχέσεις : E[ST ] = 0, V ar[ST ] = T .

4.2 Κατανοµή κίνησης Brown

Για να ϐρούµε την κατανοµή της κίνησης Brown ϑα χρησιµοποιήσουµε ϱοπογεν-

νήτριες. Θα υπολογίσουµε την ϱοπογεννήτρια της ϑέσης Sn, την MSn(θ) και ϑα

πάρουµε το όριο της όταν ∆t→ 0. Αυτή ϑα είναι η ϱοπογεννήτριαM(θ) της κίνησης

Brown την χρονική στιγµή T .

∆ιαδοχικά έχουµε:

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn ⇒MSn(θ) = MX1
(θ) ·MX2

(θ) · · ·MXn
(θ) = [MXk

(θ)]n

αφού όλες οι τυχαίες µεταβλητές X1, X2, ..., Xn, έχουν την ίδια κατανοµή. Αλλά,

MXk
(θ) = E

[
eθXk

]
=

1

2
eθ
√

∆t +
1

2
e−θ
√

∆t

Από το ϑεώρηµα Taylor γνωρίζουµε ότι :

ew = 1 +
w

1!
+
w2

2!
+ · · ·

οπότε

eθ
√

∆t = 1 +
θ
√

∆t

1!
+

(θ
√

∆t)2

2!
+ · · · = 1 +

θ
√

∆t

1!
+

(θ
√

∆t)2

2!

e−θ
√

∆t = 1 +
−θ
√

∆t

1!
+

(−θ
√

∆t)2

2!
+ · · · = 1− θ

√
∆t

1!
+

(θ
√

∆t)2

2!
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επειδή παραλείψαµε τους παραπάνω όρους, λόγω του ότι ∆t→ 0. Αντικαθιστώντας,

έχουµε για την ϱοπογεννήτρια :

MXk
(θ) =

1

2

(
1 +

θ
√

∆t

1!
+

(θ
√

∆t)2

2!

)
+

1

2

(
1− θ

√
∆t+

(θ
√

∆t)2

2)

)
=

=
1

2
+ θ

√
∆t

2
+
θ2∆t

4
+

1

2
− θ
√

∆t

2
+
θ2∆t

4
= 1 +

1

2
θ2∆t =⇒

=⇒ MSn(θ) =

(
1 +

1

2
θ2∆t

)n
Καθώς n → +∞, η κατανοµή του Sn συγκλίνει στην κατανοµή που ορίζεται από το

όριο της ϱοπογεννήτριας. Για να το υπολογίσουµε εργαζόµαστε ως εξής :

MSn(θ) =

(
1 +

1

2
θ2∆t

)n
⇒ lnMSn(θ) = n ln

(
1 +

1

2
θ2∆t

)
Γνωρίζουµε ότι όταν y → 0, τότε ln(1 + y) ≈ y, εποµένως, επειδή ∆t→ 0, έχουµε:

lnM(θ) = n
1

2
θ2∆t

T = n∆t

⇒ lnM(θ) =
1

2
θ2T ⇒

⇒ M(θ) = e
1
2θ

2T

Αυτή είναι η ϱοπογεννήτρια της κίνησης Brownκαι είναι και η ϱοπογεννήτρια

µίας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και

διασπορά T , άρα τελικά:

B(T ) ∼ N(0, T )

για κάθε χρονική στιγµή T .
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Κεφάλαιο 5

Ορισµός Κίνησης Brown

΄Εστωσαν οι άπειρες τυχαίες µεταβλητές B(t), t ≥ 0. Αυτές αποτελούν µία συνεχή α-

νέλιξη. Η συνεχής ανέλιξη B(t), λέγεται τυπική κίνηση Brown ή ανέλιξηWiener,
εάν πληροί τις κάτωθι ιδιότητες :

1. B(0) = 0

2. B(t) συνεχής, για κάθε t ≥ 0.

3. ΄Εχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις (independent indreaments). ∆ηλαδή, για

οποιεσδήποτε n χρονικές στιγµές : 0 ≤ t1 < t2 < t3 < · · · < tn, οι τυχαίες

µεταβλητές :

B(t2)−B(t1), B(t3)−B(t2), . . . , B(tn)−B(tn−1)

είναι στοχαστικά ανεξάρτητες.

4. ΄Εχει σταθµισµένες προσαυξήσεις (stationary increments). ∆ηλαδή, η κατα-

νοµή της τυχαίας µεταβλητής : B(t + h) − B(t), t ≥ 0, h > 0, εξαρτάται µόνο

από το h και όχι από το t. Ισοδύναµα, αν 0 < t < s, τότε οι τυχαίες µεταβλητές :

B(s)−B(t), B(s− t), έχουν τις ίδιες κατανοµές ή επίσης ισοδύναµα, η τυχαία

µεταβλητή B(s)−B(t), δεν εξαρτάται από τον χρόνο.

5.

B(t) ∼ N(0, t) ⇔
⇔ B(t+ ∆t)−B(t) ∼ N(0,∆t), t ≥ 0,∆t > 0 ⇔
⇔ B(t2)−B(t1) ∼ N(0, t2 − t1), 0 ≤ t1 < t2

5.1 Ιδιότητες

Ιδιότητα 5.1 Για κάθε a ∈ R, ισχύει η σχέση :

P [B(t) ≤ a] =

∫ a√
t

−∞

1√
2π
e−

1
2z

2

dt = Φ

(
α√
t

)
όπου Φ(.) η αθροιστική συνάρτηση της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.

27



28

Ιδιότητα 5.2 Η ϱοπογεννήτρια της κίνησης Brown είναι :

MB(t)(θ) = e
1
2θt

Ιδιότητα 5.3 Η συνδιακύµανση της κίνησης Brown είναι :

Cov[B(s), B(t)] = min(s, t) , t, s ∈ R

Ιδιότητα 5.4 Η αυτοσυσχέτιση (correlation) της κίνησης Brown είναι :

Corr (B(s), B(t)) =
Cov (B(s), B(t))

σB(s)σB(t)
=

s√
st

=

√
s

t
, s < t

Ιδιότητα 5.5 Η κίνηση Brown δεν είναι πουθενά διαφορίσιµη.

Ιδιότητα 5.6 Ισχύουν οι σχέσεις :

E[B2(t)] = t ⇔ E[∆B2(t)] = ∆t

5.2 Λυµένες Ασκήσεις

5.1 ΄Εστω ότι η B(t) είναι κίνηση Brown. Υπολογίσατε την πιθανότητα:

P (1 < B(1) < 2).

Λύση: Γνωρίζουµε ότι η τυχαία µεταβλητή: B(1) ακολουθεί την τυποποιηµένη

κανονική κατανοµή: N (0, 1). ΄Αρα,

P (1 < B(1) < 2) = P

(
1− 0

1
<
B(1)− 0

1
<

2− 0

1

)
= Φ(2)− Φ(1) = 0.136

5.2 ΄Εστω ότι η B(t) είναι κίνηση Brown. Υπολογίσατε την πιθανότητα:

P [B(2) < 3|B(1) = 1]

Λύση: Γνωρίζουµε ότι η τυχαία µεταβλητή B(2) ακολουθεί την κατανοµή N (0, 2).
Επίσης,

B(2) = 1⇒ B(2) | B(1) = 1 = 1 + [B(2)− 1]

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή Z = B(2)|B(1) = 1, ϑα ακολουθεί την κανονική κατανοµή

µε µέση τιµή:

E(Z) = E[1+[B(2)−1]] = E[1+[B(2)−B(1)]] = 1+E[B(2−1)] = 1+E[B(1)] = 1+0 = 1

και διασπορά:

V (Z) = V (1 + [B(2)− 1]) = V (B(2)−B(1)) = V (B(2− 1)) = V (B(1)) = 1

΄Αρα, τελικά Z ∼ N (1, 1) και εποµένως,

P [Z < 3] = P

[
Z − 1

1
<

3− 1

1

]
= P [Z < 2] = Φ(2) = 0.98
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5.3 ΄Εστω B(t) µία τυπική κίνηση Brown. Βρείτε την πιθανότητα:

P [B(1) +B(2) > 2]

Λύση: Παρατηρούµε καταρχάς ότι τα χρονικά διαστήµατα [0, 1] και [0, 2] αλληλοε-

πικαλύπτονται,άρα οι τυχαίες µεταβλητές B(1) και B(2) δεν είναι ανεξάρτητες.

Πρέπει να ορίσουµε την κατανοµή που ακολουθεί το άθροισµα: B(1) + B(2). Ακο-

λουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή:

E[B(1) +B(2)] = E[B(1)] + E[B(2)] = 0 + 0 = 0

και διασπορά:

V [B(1) +B(2)] = V [B(1)] + V [B[(2)] + 2 Cov[B(1), B(2)] = 1 + 2 + 2 = 5

Η συνδιακύµανση χρησιµοποιήθηκε στον τύπο, επειδή τα B(1), B(2) δεν είναι ανε-

ξάρτητα. Εποµένως

B(1) +B(2) ∼ N (0, 5)

΄Αρα, αν ϑέσουµε U = B(1) +B(2), έχουµε:

P [B(1)+B(2) > 2] = P [U > 2] = P

[
U − 1√

5
>

2− 0√
5

]
= P

[
Z >

2√
5

]
= 1−Φ

(
2√
5

)
= 0.186

5.4 ∆είξατε ότι η κίνηση Brown δεν είναι διαφορίσµη, σε οποιοδήποτε σηµείο του

πεδίου ορισµού της.

Λύση: ΄Εστω t0 ≥ 0, ένα τυχαίο σηµείο του πεδίου ορισµού της κίνησης Brown. Θα

δείξουµε ότι το όριο :

lim
h→0

B (t0 + h)−B (t0)

h

δεν υπάρχει. Επειδή η B(t) είναι τυχαία µεταβλητή, το παραπάνω κλάσµα κλίσεων

παίρνει τυχαίες τιµες. Θα δείξουµε ότι η πιθανότητα το κλάσµα αυτό να πάρει

αυθαίρετα µεγάλες τιµές είναι ίση µε 1, δηλαδή το γεγονός αυτό είναι ϐέβαιο.

Εάν h = 1/n, τότε, το ότι h→ 0 είναι ισοδύναµο µε το n→ +∞ και

B (t0 + h)−B (t0)

h
=
B
(
t0 + 1

n

)
−B (t0)

1
n

= n

[
B

(
t0 +

1

n

)
−B (t0)

]
= Xn

Η Xn είναι µία τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε παρα-

µέτρους :

E [Xn]1 = nE

[
B

(
t0 +

1

n

)
−B (t0)

]
= n · 0 = 0

και

V [Xn] = n2V

[
B

(
t0 +

1

n

)
−B (t0)

]
= n2 · 1

n
= n
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΄Εστω τώρα K > 0 αυθαίρετα µεγάλο, τότε :

P [|Xn| > K] = 1− P [|Xn| ≤ K] =

= 1− P [−K ≤ Xn ≤ K] =

= 1− P
[
−K − 0√

n
=
Xn − 0√

n
≤ K − 0√

n

]
=

= 1−
[
Φ

(
K√
n

)
− Φ

(
−K√
n

)]]
καθώς όµως n→ +∞, έπεται ότι

K√
n
→ 0 και άρα, τελικά:

P [|Xn| > K]
n→∞−→ 1− [Φ(0)− Φ(0)] = 1

Εποµένως το πηλίκο των διαφορών γίνεται µε ϐεβαιότητα µεγαλύτερο του οποιουδή-

ποτε αριθµού, άρα αποκλείεται να συγκλίνει και η παράγωγος δεν υπάρχει.

5.5 Αν B(t) είναι µια κίνηση Brown, δείξατε ότι και η −B(t) είναι µια κίνηση

Brown.

Λύση: Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι πέντε

ιδιότητες µιας κίνησης Brown. Ορίζουµε X(t) = −B(t) και έχουµε ότι,

1. X(0) = −B(0) = −0 = 0,

2. η X(t) είναι συνεχής για κάθε t ≥ 0 ,

3. για οποιεσδήποτε n χρονικές στιγµές : 0 ≤ t1 < t2 < t3 < · · · < tn, οι τυχαίες

µεταβλητές :

X(t2)−X(t1) = −B(t2)− (−B(t1)) = B(t1)−B(t2),

X(t3)−X(t2) = −B(t3)− (−B(t2)) = B(t2)−B(t3),

. . .

X(tn)−X(tn−1) = −B(tn−1)− (−B(tn)) = B(tn)−B(tn−1)

είναι στοχαστικά ανεξάρτητες, επειδή η B(t) είναι κίνηση Brown. ΄Αρα έχουµε

ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

4. ΄Εστωσαν οι χρονικές στιγµές t, s έτσι ώστε : 0 < t < s. Η ποσότητα:

X(s)−X(t) = −B(s)−
(
−B(t)

)
= −

(
B(s)−B(t)

)
δεν εξαρτάται από τον χρόνο, άρα έχουµε την ιδιότητα των σταθµισµένων προ-

σαυξήσεων.
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5. η τυχαία µεταβλητή X(t) = −B(t) ακολουθεί την κανονική κατανοµή, επίσης :

E[X(t)] = E[−B(t)] = −E[B(t)] = −0 = 0

V [X(t)] = V [−B(t)] = (−1)2V [B(t)] = t

άρα ισχύει και η ιδιότητα της κανονικής κατανοµής.

Από όλα τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η −B(t) είναι κίνηση Brown.

5.6 ΄Εστω B(t) = Bt µία τυπική κινηση Brown. Ορίζουµε την στοχαστική

ανέλιξη: Xt = eBt. Υπολογίσατε τις ποσότητες:

1. E[Xt]

2. V [Xt]

3. Cov[Xs, Xt], 0 ≤ s ≤ t.

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι Y είναι µία τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κανονι-

κή κατανοµή: N
(
µ, σ2

)
, τότε η ϱοπογεννήτρια της δίνεται από τον τύπο: MY (θ) =

eθµ+σ2θ2

2 , γνωρίζουµε όµως ότι : MY (θ) = E
[
eθY
]
, άρα τελικά:

Y ∼ N
(
µ, σ2

)
⇒ E

[
eθY
]

= eθµ+σ2θ2

2 (5.1)

για κάθε µ, σ και θ. Εποµένως, για το πρώτο ερώτηµα έχουµε:

E [Xt] = E
[
eBt
]

µε Bt ∼ N (0, t)

άρα, ϑέτοντας στην σχέση (6.1) Y = Bt, µ = 0, θ = 1, σ2 = t, παίρνουµε: E [Xt] =
et/2.

Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε διαδοχικά:

E
[
X2
t

]
= E

[
e2Bt

]
⇒ E

[
X2
t

]
= e2t

όπου ϑέσαµε στην σχέση (6.1) Y = Bt, µ = 0, θ = 2, σ2 = t. ΄Αρα,

V [Xt] = E
[
X2
t

]
− E2 [Xt] == e2t −

(
et/2
)2

= e2t − et

Για το τρίτο ερώτηµα, υποθέτουµε ότι 0 ≤ s ≤ t και έχουµε:

Cov (Xs, Xt) = E [XsXt]− E [Xs]E [Xt]

µε

E [Xs] = es/2, E [Xt] = et/2

Επίσης,

E [XsXt] = E
[
eBt+Bs

]
= E

[
eBt+Bs+Bs−Bs

]
= E

[
e2Bs

]
E
[
eBt−Bs

]
= E

[
e2Bs

]
E
[
eBt−s

]
= e2s·e

t−s
2

Η παραπάνω διαδικασία έγινε για να περάσουµε από τα αλληλοεπικαλυπτόµενα

χρονικά διαστήµατα [0, t], [0, s], στα ξένα διαστήµατα: (0, s), (s, t) στα οποία οι

τυχαίες µεταβλητές Bt, Bt−s είναι ανεξάρτητες. ΄Αρα, τελικά, µε αντικατάσταση:

Cov (Xs, Xt) = e
3s+t
2 − e

s+t
2



32

5.7 Εάν η B(t) είναι τυπική κίνηση Brown, δείξατε ότι :

E[B2(t)] = t , V [B2(t)] = 2t2

Λύση: 1ος Τρόπος (Με ϱοπογεννήτριες). Γνωρίζουµε ότι η ϱοπογεννήτρια της

B(t) είναι MB(t)(θ) = e
θ2t
2 . Γνωρίζουµε επίσης ότι : E[B2(t)] = M ′′

B(t)(0), αλλά

M ′′
B(t)(t) = θ2t2e

θ2t
2 + te

θ2t
2

οπότε

E[B2(t)] = M ′′
B(t)(0) = 02t2e

02t
2 + te

02t
2 = t

Για την διακύµανση έχουµε:

V [B2(t)] = E[(B2(t))2]− E2[B2(t)] = E[B4(t)]− t2

αλλά E[B4(t)] = M ′′′′
B(t)(0), µε

M ′′′′
B(t)(θ) = θ4t4e

θ2t
2 + 6θ2t3e

θ2t
2 + 3t2e

θ2t
2

οπότε, τελικά:

E[B4(t)] = M ′′′′
B(t)(0) = 3t2 ⇒ V [B2(t)] = 3t2 − t2 = 2t2

2ος Τρόπος (Με κατανοµή X 2
1 ). Γνωρίζουµε ότι εάν µία τυχαία µεταβλητή X ∼

N (0, 1), τότε η X2
ακολουθεί την κατανοµή X 2

1 , µε E[X 2
1 ] = 1 και V [X 2

1 ] = 2.

∆ιαδοχικά τώρα έχουµε:

B(t) ∼ N (0, t) ⇒ B(t)√
t
∼ N (0, 1) ⇒ B2(t)

t
∼ X1

άρα, B2(t) = Z ·t, όπου Z µία τυχαία µεταβλητή, µε Z ∼ X1 και E[Z] = 1, V [Z] = 2.
Εποµένως τελικά

E[B2(t)] = E[Z] · t = 1 · t = t

και

V [B2(t)] = V (Z) · t2 = 2t2

5.8 Υπολογίσατε την συνδιακύµανση: Cov[B(s), B(t)]

Λύση: Θεωρούµε ότι 0 < s ≤ t. ∆ιαδοχικά έχουµε:

Cov[B(s), B(t)] = Cov[B(s), B(t)+B(s)−B(s)] = Cov[B(s), B(s)]+Cov[B(s), B(t)−B(s)] =

= V ar[B(s)] + Cov[B(s), B(t)−B(s)] = s+ Cov[B(s), B(t)−B(s)]

Τα διαστήµατα s = s− 0 και t− s είναι µη αλληλοεπικαλυπτόµενα και εποµένως οι

τυχαίες µεταβλητές : B(s), B(t) − B(s) ∼ B(t − s) είναι ανεξάρτητες και εποµένως

Cov[B(s), B(t)−B(s)] = 0. ΄Αρα, τελικά

Cov[B(s), B(t)] = s+ 0 = s
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Οµοίως ϐρίσκουµε ότι Cov[B(s), B(t)] = t, όταν 0 < t ≤ s. Εποµένως, συνδυαστικά,

έχουµε:

Cov[B(s), B(t)] = min{s, t}

5.9 ΄Εστωσαν B(t) και B∗(t) δύο ανεξάρτητες κινήσεις Brown και ρ ένας

πραγµατικός αριθµός, έτσι ώστε: −1 ≤ ρ ≤ 1. ∆είξατε ότι η στοχαστική

ανέλιξη:

Z(t) = ρB(t) +
√

1− ρ2B∗(t)

είναι επίσης κίνηση Brown.

Λύση: Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι πέντε

ιδιότητες µιας κίνησης Brown.

1. Z(0) = ρB(0) +
√

1− ρ2B∗(0) = 0,

2. η Z(t) είναι συνεχής για κάθε t ≥ 0 ,

3. για οποιεσδήποτε n χρονικές στιγµές : 0 ≤ t1 < t2 < t3 < · · · < tn, οι τυχαίες

µεταβλητές :

Z(t2)− Z(t1) = ρ[B(t2)−B(t1)] +
√

1− ρ2[B∗(t2)−B∗(t1)],

Z(t3)− Z(t2) = ρ[B(t3)−B(t2)] +
√

1− ρ2[B∗(t3)−B∗(t2)],
...

Z(tn)− Z(tn−1) = ρ[B(tn)−B(tn−1)] +
√

1− ρ2[B∗(tn)−B∗(tn−1)],

είναι στοχαστικά ανεξάρτητες, επειδή οι B(t), B∗(t) είναι κινήσεις Brown. ΄Αρα

έχουµε ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

4. ΄Εστωσαν οι χρονικές στιγµές t, s έτσι ώστε : 0 < t < s. Η ποσότητα:

Z(s)− Z(t) = ρ[B(s)−B(t)] +
√

1− ρ2[B∗(s)−B∗(t)],

δεν εξαρτάται από τον χρόνο, άρα έχουµε την ιδιότητα των σταθµισµένων προ-

σαυξήσεων.

5. η τυχαία µεταβλητή Z(t) = ρB(t) +
√

1− ρ2B∗(t) ακολουθεί την κανονική

κατανοµή ως άθροισµα δύο τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την κανονική

κατανοµή, επίσης :

E[Z(t)] = ρE[B(t)] +
√

1− ρ2E[B∗(t)] = ρ · 0 +
√

1− ρ2 · 0 = 0

V [Z(t)] = ρ2V [B(t)] + (
√

1− ρ2)2V [B∗(t)] = ρ2 · t+ (
√

1− ρ2)2 · t =

= ρ2 · t+ 1 · t− ρ2 · t = t

άρα ισχύει και η ιδιότητα της κανονικής κατανοµής.
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Από όλα τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η Z(t) είναι κίνηση Brown.

5.10 Εάν Zt είναι η στοχαστική ανέλιξη:

Zt = ρBt + (
√

1− ρ2)B∗t , −1 ≤ ρ ≤ 1

υπολογίσατε την ποσότητα: Corr[Zt, Bt].

Λύση: ΄Εχουµε ότι :

Corr[Zt, Bt] =
Cov[Zt, Bt]√

Var(Zt)) ·
√

Var(Bt)

Αλλά,

Cov [Zt, Bt] = Cov
[
ρBt + (

√
1− ρ2)B∗t , Bt

]
= Cov [ρBt, Bt]+Cov

[
(
√

1− ρ2)B∗t , Bt

]
=

= ρCov [Bt, Bt] + (
√

1− ρ2) Cov [B∗t , Bt] = ρVar (Bt, Bt) +
√

1− ρ2 · 0 = ρt

Cov[B∗t , Bt] = 0 επειδή οι κινήσεις Brown, Bt, B
∗
t είναι ανεξάρτητες. ΄Αρα, τελικά:

Corr[Zt, Bt] =
ρt√

Var(Zt)) ·
√

Var(Bt)
=

ρt√
t ·
√
t

=
ρt
t

= ρ

5.11 ΄Εστω B(t) µία τυπική κίνηση Brown και t1, t2 > 0 δύο χρονικές στιγµές.

Βρείτε την κατανοµή της ανέλιξης: B(t1) +B(t1 + t2).

Λύση: Αφού οι B(t1), B(t1 + t2) ακολουθούν τις κανονικές κατανοµές : N (0, t1),
N (0, t1 + t2) και το άθροισµα τους ϑα ακολουθεί κανονική κατανοµή. Πρέπει να

ϐρούµε την µέση τιµή της και την διακύµανση της.

E[B(t1) +B(t1 + t2)] = E[B(t1)] + E[B(t1 + t2)] = 0 + 0 = 0

V [B(t1) +B(t1 + t2)] = V [B(t1)] + V [B(t1 + t2)] + 2Cov[B(t1), B(t1 + t2)] =

= t1 + (t1 + t2) + 2 min{t1, t1 + t2} = 2t1 + t2 + 2t1 = 4t1 + t2

΄Αρα, τελικά B(t1) +B(t1 + t2) ∼ N (0, 4t1 + t2).

5.12 ΄Εστω B(.) µία κίνηση Brown. Βρείτε την κατανοµή που ακολουθεί η

τυχαία µεταβλητή B(s) όταν B(t) = ρ, όπου t, s δεδοµένες χρονικές στιγµές

µε t > s και ρ συγκεκριµένος αριθµός.

Λύση: Προκείµενου να ϐρούµε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής :

B(s)|B(t) = ρ, t > s

πρέπει να προσδιορίσουµε την δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος της

(σππ), fs|t(x | ρ
)
. Ισχύει :

fs|t(x | ρ) =
f(x, ρ)

ft(ρ)
(5.2)
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όπου f(x, ρ) η από κοινού συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος των τυχαίων µετα-

ϐλητών B(s), B(t) και ft(ρ) η περιθώρια σππ. Γνωρίζουµε ότι η κίνηση Brown
ακολουθεί την N (0, t). ΄Αρα η σππ της Brown είναι η

ft(x) =
1√
2πt

e
−x

2

2t εποµένως ft(ρ) =
1√
2πt

e
−ρ

2

2t (5.3)

Για να υπολογίσουµε την από κοινού σππ f(x, ρ), εργαζόµαστε ως εξής : ϑέτουµε,

B(s) = x

B(t) = ρ

⇒
B(s) = x

B(t)−B(s) = ρ− x

Η B(s) ακολουθεί την κατανοµή N (0, s), άρα έχει σππ:

fs(x) =
1√
2πs

e
−x

2

2s (5.4)

Η B(t− s) ακολουθεί την κατανοµή N (0, t− s), άρα έχει σππ:

ft−s(ρ− x) =
1√

2π(t− s)
e
−(ρ− x)2

2(t− s)
(5.5)

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα των στασίµων αυξήσεων και της ανεξαρτησίας, έχουµε

συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.2),(5.3),(5.4),(5.5):

f(x, ρ) = fs(x) · ft−s(ρ− x)⇒ fs|t(x | ρ) =
1√

2π · s(t− s)
t

· e

−

(
x− sρ

t

)2

2
s(t− s)

t

και άρα τελικά

B(s)|B(t) = ρ, t > s ∼ N
(sρ
t
,
s

t
(t− s)

)
5.13 (ΘΕΛΕΙ ΠΡΟΣΟΧΗ) Ορίζουµε X(t) = B(t)− 5, όπου B(t), τυπική κίνηση

Brown. ΄Αν T0 είναι η πρώτη χρονική στιγµή που η ανέλιξη συναντά τον άξονα

των x, δηλαδή X(T0) = 0, ϐρείτε την πιθανότητα: P (T0 ≤ 25).

Λύση: Αφού T0 είναι η πρώτη χρονική στιγµή που η X(t) πιάνει τον άξονα των x,
έχουµε:

X(T0) = 0⇒ B (T0)− 5 = 0⇒ B(T0) = 5
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΄Αρα η T0 συµπίπτει µε την T5, που είναι η πρώτη χρονική στιγµή που η τυπική

κίνηση Brown ¨ πιάνει ¨ την τιµή 5. ∆ηλαδή,

T5 = min{t : B(t) = 5}

Πρέπει να ϐρούµε την αθροιστική κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής T5, για να υπο-

λογίσουµε µετά την πιθανότητα: P [T5 ≤ 25]. Για να υπολογίσουµε την αθροιστική

κατανοµή πρέπει να ϐρούµε την πιθανότητα P (T5 ≤ t), για κάποιο t ∈ R. Από το

ΘΟΠ έχουµε:

P [B(t) ≥ 5] =

= P [B(t) ≥ 5 |T5 ≤ t]P [T5 ≤ t] + P [B(t) ≥ 5 | T5 > t]P [T5 > t]

΄Οταν B(t) ≥ 5, αυτό σηµαίνει, λόγω της συνέχειας της B(t), ότι προηγουµένως η

κίνηση Brown έχει διέλθει από το 5. ∆ηλαδή, υπάρχει t∗ ≤ t µε B(t∗) = 5, άρα ή T5,

που είναι η πρώτη χρονική στιγµή που περνάµε από το 5, πρέπει να είναι µικρότερη

του t. Εποµένως, τελικά P [B(t) ≥ 5 | T5 > t] = 0 Επίσης,

P [B(t) ≥ 5 | T5 ≤ t] = P [B(t) ≥ 5|B(T5) = 5] = P [B(t)−B (T5) ≥ 0] =

= P [B (t− T5) ≥ 0] = 1− Φ

(
0√
t− T5

)
= 1− Φ(0) =

1

2

Αντικαθιστώντας, έχουµε:

P [B(t) ≥ 5] =
1

2
P [T5 ≤ t]⇔ P [T5 ≤ t] = 2P [B(t) ≥ 5] =

= 2(1− P [B(t) ≤ 5]) = 2

(
1− Φ

(
5√
t

))
Τελικά,

P [T5 ≤ 25] = 2

(
1− Φ

(
5√
25

))
= 2(1− Φ(1)) = 2 · 0.1587 = 0.3174



Κεφάλαιο 6

Ειδικές Κινήσεις Brown

6.1 Γενικευµένη Κίνηση Brown

Η στοχαστική ανέλιξη X(t) λέγεται γενικευµένη κίνηση Brown, αν και µόνον αν :

i) X(0) = 0
ii) X(t) έχει στασιµες ανεξάρτητες προσαυξήσεις

iii) X(t) ∼ N
(
0, σ2t

)
Εάν σ = 1 µεταπίπτει στην τυπική κίνηση Brown. Προκύπτει µε την διαδικασία του

τυχαίου περιπάτου, ϑέτοντας για προσαύξηση την y = σ
√

∆t.

6.2 Κίνηση Brown µε Drift

Η στοχαστική ανέλιξη X(t) λέγεται γενικευµένη κίνηση Brown µε drift, αν και

µόνον αν έχει τύπο:

X(t) = µt+ σB(t)

B(t) µία τυποποιηµένη κίνηση Brown. Ο όρος µt ονοµάζεται drift ενώ ο σB(t),
diffusion. Για αυτήν την κίνηση ισχύουν οι σχέσεις :

E(X(t)) = E(µt) + E(σB(t)) = µt+ σ · 0 = µt

V (X(t)) = V (σB(t)) = σ2V (B(t)) = σ2t

6.3 Γεωµετρική Κίνηση Brown

Η στοχαστική ανέλιξη X(t) λέγεται γεωµετρική κίνηση Brown, αν και µόνον αν έχει

τύπο:

X(t) = eB(t)

B(t) µία τυποποιηµένη κίνηση Brown.

37
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6.4 Γεωµετρική κίνηση Brown µε drift

Η στοχαστική ανέλιξηX(t) λέγεται γεωµετρική κίνησηBrown µε drift, αν και µόνον

αν έχει τύπο:

X(t) = eµt+σB(t)

B(t) µία τυποποιηµένη κίνηση Brown. Ισχύουν οι ιδιότητες :

E[X(t)] = eµt+
t·σ2
2

V [X(t)] = e2µt+tσ2
(
eσ

2 − 1
)

6.5 Λυµένες Ασκήσεις

6.1 Αν Xt είναι µια γενικευµένη κίνηση Brown µε παράµετρο σ, δείξατε ότι

η Yt = Xt/σ είναι µια τυπική κίνηση Brown.

Λύση: Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι πέντε

ιδιότητες µιας κίνησης Brown. ∆ιαδοχικά έχουµε ότι,

1. Y0 =
X0

σ
=

0

σ
= 0,

2. η Yt είναι συνεχής για κάθε t ≥ 0 , αφού Xt είναι συνεχής.

3. για οποιεσδήποτε n χρονικές στιγµές : 0 ≤ t1 < t2 < t3 < · · · < tn, οι τυχαίες

µεταβλητές :

Yt2 − Yt1 =
Xt2 −Xt1

σ
,

Yt3 − Yt2 =
Xt3 −Xt2

σ
,

. . .

Ytn − Ytn−1 =
Xtn −Xtn−1

σ
,

είναι στοχαστικά ανεξάρτητες, επειδή η Xt είναι γενικευµένη κίνηση Brown.
΄Αρα έχουµε ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

4. ΄Εστωσαν οι χρονικές στιγµές t, s έτσι ώστε : 0 < t < s. Η ποσότητα:

Us − Yt =
1

σ
(Xs −Xt)

δεν εξαρτάται από τον χρόνο, άρα έχουµε την ιδιότητα των σταθµισµένων προ-

σαυξήσεων.
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5. η τυχαία µεταβλητή Xt ακολουθεί την κανονική κατανοµή N (o, σ2t), άρα:

E[Yt] = E[Xt/σ] = E[Xt]/σ = 0

V [Yt] = V [Xt/σ] = (1/σ)2V [Xt] = (1/σ)2 · σ2t = t

άρα ισχύει και η ιδιότητα της κανονικής κατανοµής.

Από όλα τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η −B(t) είναι κίνηση Brown.

6.2 ΄Εστω Y (t) = σB(t)+µt µία κίνηση Brown µε drift. ΟρίζουµεX(t) = eY (t)
,

ϐρείτε την E[X(t)] και την V ar[X(t)].

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

E[X(t)] = E[eY (t)] = E[eσB(t)+µt] = eµtE[eσB(t)]

Γνωρίζουµε ότι αν µια τυχαία µεταβλητή W , ακολουθεί την κανονική κατανοµή

N (µ, σ̃2), τότε η ϱοπογεννήτρια της δίνεται από τον τύπο:

E[eθW ] = eθµ+ σ̃2θ2

2 (6.1)

επειδή λοιπόν B(t) ∼ N (0, t) από την (6.1) έχουµε µε µ = 0,θ = σ και σ̃2 = t

E[eσB(t)] = eσ·0+ t·σ2
2

και άρα τελικά:

E[X(t)] = eµt+
t·σ2
2

Για την διασπορά έχουµε:

V [X(t)] = E[X2(t)]− E2[X(t)]

αλλά

E[X2(t)] = E[e2Y (t)] = E[e2µt+2σB(t)] = e2µtE[e2σB(t)]

Χρησιµοποιώντας την (6.1) µε µ = 0,θ = 2σ και σ̃2 = t, έχουµε:

E[X2(t)] = e2µtE[e2σB(t)] = e2µte2σ·0+ t·4σ2
2 = e2µt+2teσ2

και τελικά:

V [X(t)] = e2µt+2tσ2 − (eµt+
t·σ2
2 )2 = e2µt+tσ2

(eσ
2 − 1)

6.3 ΄Εστω X(t) = µt + σB(t) µία κίνηση Brown µε drift. Ορίζουµε: ∆X =
X(t+ ∆t)−X(t). Βρείτε, E[∆X], V [∆X], E

[
∆X2

]
.

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

∆X = X(t+ ∆t)−X(t) = µ(t+ ∆t) + σ(B(t+ ∆t))− µt− σB(t) =
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= µ∆t+ σ(B(t+ ∆t)−B(t))⇒ ∆X = µ∆t+ σ∆B

Εποµένως,

E[∆x] = µ∆t+ σE(∆B) = µ∆t+ σ · 0 = µ∆t

Επίσης, αφού η διαφορά ∆B = B(t+∆t)−B(t) ακολουθεί την κανονική κατανοµή:

N (0,∆t), έπεται ότι :

V [∆X] = σ2V (∆B) = σ2∆t

Τέλος,

E
[
∆X2

]
= E

[
(µ∆t+ σ∆B)2

]
=

= E
[
µ2∆t2 + σ2(∆B)2 + 2, σ∆B ·∆t

]
αλλά (∆t)2 ' 0 , οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται :

E
[
∆X2

]
= σ2E

(
∆B2

)
+ 2µσE(∆B ·∆t)

λαµβάνοντας υπόψη ότι, E
(
∆B2

)
= ∆t και E[∆B · ∆t] = ∆tE[∆B] = 0, έχουµε

τελικά,

E
[
∆X2

]
= σ2∆t

6.4 ΄Εστω X(t) = µt+ σB(t) µία κίνηση Brown µε drift. Ορίζουµε:

T = inf{t ≥ 0, x(t) = a ή x(t) = b}

δηλαδή, το T αντιπροσωπεύει την πρώτη χρονική στιγµή που η ανέλιξη ε-

γκαταλείπει το διάστηµα (a, b). Βρείτε την πιθανότητα:

P [X(T ) = b|X(0) = x] , a < x < b

∆ηλαδή την πιθανότητα διαφυγής από το σηµείο b, όταν ξεκινάµε µέσα από

το διάστηµα (a, b).

Λύση: Ορίζουµε :

u(x) = P [X(T ) = b | X(0) = x]

Από Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητος, έχουµε:

u(X) = P [X(T ) = b | X(0) = x+ x2]P [X(0) = x+ x1] +

+P [X(T ) = b | X(0) = x+ x2]P [X(0) = x+ x2] + · · ·+

· · · · · · =
∑
∆x

p[X(T ) = b | X(0) = x+ ∆x] · P [X(0) = x+ ∆x] =

=
∑
∆x

u(x+ ∆x)P [X(0) = x+ ∆x] = E[u(x+ ∆x)]

όπου τα x1, x2, ... είναι ¨κοντά¨ στο x. ΄Αρα τελικά έχουµε: u(x) = E[u(x + ∆x)].
Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Taylor, παίρνουµε:

u(x+ ∆x) = u(x) + u′(x) ·∆x+
1

2
u′′(x)(∆x)2 + · · ·
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Υπολογίζοντας την µέση τιµή και στα δύο µέρη, έχουµε:

E[u(x+ ∆x)] = u(x) + u′(x)E[∆x] +
1

2
u′′E

[
∆x2

]
+ · · ·

Επειδή η X(t) ακολουθεί κίνηση Brown µε drift, από προηγούµενη άσκηση, ισχύ-

ει :

E[∆x] = µ∆t , E
[
∆X2

]
= σ2∆t

Αντικαθιστώντας, έχουµε:

u(x) = u(x) + u′(x)µ∆t+
1

2
u′′(x)σ2∆t ⇔

⇔ u′(x)µ+
1

2
u′′(x)σ2 = 0

η οποία είναι γραµµική διαφορική εξίσωση, οµογενής µε σταθερούς συντελεστές. Η

χαρακτηριστική εξίσωση είναι : λµ+ σ2

2 λ
2 = 0 µε ϱίζες, λ1 = 0, λ2 = −2µ

σ2 , άρα:

u(x) = c1e
0t + c2e

(−2µx/σ2) = c1 + c2e
(−2µx/σ2)

Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες u(a) = 0, u(b) = 1, έχουµε τελικά:

P [X(T ) = b | X(0) = x] =
e−

2µx

σ2 − e−
2µa

σ2

e−
2µb

σ2 − e−
2µα

σ2

6.5 Μία µετοχή ακολουθεί κίνηση Brown µε drift, µε µ = 1/10, σ2 = 4.
Κάποιος αγοράζει στην τιµή 100 και πουλάει είτε στα 110 είτε στα 95. Ποιά

είναι η πιθανότητα να κερδίσει;

Λύση: Ζητάµε την πιθανότητα:

P [X(T ) = 110|X(0) = 100]

Εφαρµόζοντας τον τύπο της προηγούµενης άσκησης, έχουµε

P [X(T ) = 110|X(0) = 100] =
e−

100
20 − e− 95

20

e−
110
20 − e− 95

20

= 0.419

6.6 Σε έναν αγώνα ποδηλάτου µε δύο αθλητές, η στοχαστική ανέλιξη Y (t)
συµβολίζει τα πόσα δευτερόλεπτα προηγείται ο αθλητής Α, όταν το 100t%,

του αγώνα έχουν διεξαχθεί, µε 0 ≤ t ≤ 1. Εάν Y (t) είναι µία γενικευµένη

κίνηση Brown µε παράµετρο διασποράς σ, ϐρείτε :

1. Την πιθανότητα να κερδίσει ο αθλητής Α, εάν στα µισά του αγώνα προη-

γείται σ δευτερόλεπτα.

2. Εάν ο αθλητής Α κερδίσει τον αγώνα µε διαφορά σ δευτερολέπτων, την

πιθανότητα να προηγείτο στα µισά του αγώνα.
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6.7 Εάν X(t) γεωµετρική κίνηση Brown µε drift, ϐρείτε την ποσότητα:

E[X(t)|X(u)] όταν 0 ≤ u ≤ s ≤ t.

Λύση: Προφανώς X(t) = eµt+σB(t) = eY (t)
, µε Y (t) = µt + σB(t). ∆ιαδοχικά τώρα,

έχουµε:

E[X(t)|X(u)] = E
[
eY (t)|X(u)

]
= E

[
eY (s)+Y (t)−Y (s)|X(u)

]
=

= eY (s)E
[
eY (t)−Y (s)|X(u)

]
= eY (s)E

[
eY (t)−Y (s)

]
η τελευταία σχέση προκύπτει από την ανεξαρτησία των κινήσεων Brown στα χρονικά

διαστήµατα: [0, u] και [s, t], αφού 0 ≤ u ≤ s ≤ t. Η τυχαία µεταβλητή Y (t) − Y (s)
έχει την ίδια κατανοµή µε την Y (t− s). Ακόµα η Y (t) = µt+ σB(t) ακολουθεί την

N (µt, σ2t), άρα τελικά:

Y (t)− Y (s) ∼ N (µ(t− s), σ2(t− s))

Εποµένως, από ϱοπογεννήτριες, έχουµε:

E
[
eY (t)−Y (s)

]
= e1·µ(t−s)+σ2(t−s)

2

και τέλος :

E[X(t)|X(u)] = eY (s)

(
eµ(t−s)+σ2(t−s)

2

)



Κεφάλαιο 7

Monte− Carlo
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Κεφάλαιο 8

∆εσµευµένη Μέση Τιµή

8.1 Προαπαιτούµενα

΄Εστωσαν δύο τυχαίες µεταβλητές X, Y και RX το πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβητής

X. Η ∆εσµευµένη Μέση Τιµή του X, όταν η τυχαία µεταβλητή Y , πάρει την

σταθερή τιµή Y = y∗, δίδεται από την σχέση:

E[X | Y = y∗] =
∑
x∈RX

xfX|Y (x | y∗)

όταν η X είναι διακριτή και

E [X | Y = y∗] =

∫ ∞
−∞

xfX|Y (x | y∗) dx

όταν η X είναι συνεχής.

8.1.1 ∆εσµευµένη Μέση Τιµή

Μέσω αυτής της διαδικασίας µπορούµε να ορίσουµε µία συνάρτηση m(y), αντι-

στοιχούσα σε κάθε τιµή y ∈ R την ∆εσµευµένη Μέση Τιµή του X, όταν η τυχαία

µεταβλητή Y , πάρει την σταθερή τιµή Y = y. ∆ηλαδή:

m(y) = E[X | Y = y]

όταν το y παίρνει τυχαίες τιµές, δηλαδή είναι τυχαία µεταβλητη Y , τότε η συνάρτηση

m(Y ) είναι τυχαία µεταβλητή, ονοµαζοµένη ∆εσµευµένη Μέση Τιµή και συµβολί-

Ϲουµε :

E[X | Y ]

8.1.2 Βασική Σχέση

Ισχύει η σχέση:

E[E[X | Y ]] = E[X]

Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως το ϑεώρηµα του πύργου.
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8.1.3 Ιδιότητες

Ισχύουν οι εξής σχέσεις :

1. E[E[(aX + b)|Y ]] = aE[X] + b

2. E[E[g(X) + h(X)|Y ]] = E[g(X)] + E[h(X)]

3. E[E[g(X)|Y ]] = E[g(X)]

4. E[E[h(Y )|X]] = E[h(Y )]

όπου g(.), h(.) συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις.



Κεφάλαιο 9

Γενικευµένο Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητος
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Κεφάλαιο 10

∆εσµευµένη ∆ιακύµανση
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Κεφάλαιο 11

Martingales

11.1 Λυµένες Ασκήσεις

11.1 ΄Εστω Sn τυχαίος συµµετρικός περίπατος, δείξατε ότι είναι martingale.

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε

E[Sn+1|Fn] = E[Sn +Xn+1|Fn] = E[Sn|Fn] + E[Xn+1|Fn]

Αλλά όταν Fn, δεδοµένο το Sn είναι αιτιοκρατικό και άρα, E[Sn|Fn] = Sn, επίσης

E[Xn+1|Fn] = E[Xn+1] = 0, αφού το τι αποτέλεσµα ϑα ϕέρουµε στην n + 1 ϱίψη,

δεν εξαρτάται από την ιστορία-µνήµη του ϕαινοµένου. ΄Αρα τελικά:

E[Sn+1|Fn] = Sn + 0 = Sn

και ο τυχαίος περίπατος είναι martingale.

11.2 ΄Εστω Sn τυχαίος συµµετρικός περίπατος, δείξατε ότι η στοχαστική α-

νέλιξη S2
n δεν είναι martingale.

∆ιαδοχικά έχουµε

E[S2
n+1|Fn] = E[(Sn +Xn+1)

2|Fn] = E[S2
n|Fn] + 2E[SnXn+1|Fn] + E[X2

n+1|Fn]

Αλλά, όταν Fn δεδοµένο, το Sn είναι αιτιοκρατικό και άρα E[S2
n|Fn] = S2

n, ακόµα

E[SnXn+1|Fn] = 2SnE[Xn+1|Fn], επίσης E[Xn+1|Fn] = E[Xn+1] = 0, αφού το τι

αποτέλεσµα ϑα ϕέρουµε στην n+ 1 ϱίψη, δεν εξαρτάται από την ιστορία-µνήµη του

ϕαινοµένου, άρα E[SnXn+1|Fn] = 2Sn · 0 = 0. Επιπλέον,

E[X2
n+1|Fn] = E[X2

n+1] = 12 · 1
2

+ (−1)2 · 1
2

= 1

΄Αρα τελικά:

E[S2
n+1|Fn] = S2

n + 1 6= S2
n

και ο S2
n δεν είναι martingale.

11.3 ∆είξατε ότι η κίνηση Brown είναι martingale.
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Λύση: ΄Εστωσαν δύο χρονικές στιγµές t, s µε t > s. ∆ιαδοχικά έχουµε:

E[B(t) | F(s)] = E[B(s) +B(t)−B(s) | F(s)] =

= E[B(s) | F(s)] + E[B(t)−B(s) | F(s)]

αλλά

E[B(s) | F(s)] = B(s)

και

E[B(t)−B(s) | F(s)] = E[B(t)−B(s)] = E[B(t− s)] = 0

Αφού B(t− s) ∼ N (0, t− s). Εποµένως, τελικά

E[B(t) | F(s)] = B(s)

που σηµαίνει ότι η κίνηση Brown είναι martingale.

11.4 ∆είξατε ότι η στοχαστική ανέλιξη : eB(t)− 1
2 t, B(t) µία κίνηση Brown, είναι

martingale.

Λύση: ΄Εστω s µία χρονική στιγµή, µε t > s και F(s) µία ιστορία (ϕίλτρο) µέχρι την

στιγµή s. ∆ιαδοχικά έχουµε:

E
[
eB(t)− 1

2 t|F(s)
]

= E
[
eB(s)+(B(t)−B(s))− 1

2s−
1
2 (t−s)|F(s)

]
=

= eB(s)− 1
2sE

[
eB(t)−B(s)− 1

2 (t−s)|F(s)
]

Αφού η τυχαία µεταβλητήB(t)−B(s) ακολουθεί την κανονική κατανοµή: N (0, t−s),
αφαιρώντας µία σταθερά ϑα ακολουθούµε πάλι την κανονική κατανοµή, άρα

W = B(t)−B(s)− 1

2
(t− s) ∼ N

(
−1

2
(t− σ), t− σ

)
Χρησιµοποιώντας ϱοπογεννήτριες, έχουµε την σχέση:

E
[
eY (t)

]
= eµ+ 1

2σ
2

όταν Y (t) ∼ N
(
µ, σ2

)
και άρα,

E
[
e.B(t)−B(σ)− 1

2 (t−s)
]

= E[eW ] = eE[W ]+ 1
2V ar[W ] =

= e−1/2(t−s)+1/2(t−s) = e0 = 1

και τελικά,

E
[
eB(t)− 1

2 t | F (s)
]

= eB(s)− 1
2s · 1

όθεν, η δεδοµένη στοχαστική ανέλιξη είναι martingale.

11.2 Ασκήσεις προς επίλυση

11.5 ΄Εστω Sn τυχαίος συµµετρικός περίπατος, δείξατε ότι η στοχαστική ανέλιξη :

S2
n − n, είναι martingale.



Κεφάλαιο 12

Στοχαστικό Ολοκλήρωµα

12.1 Βασικό Παράδειγµα

΄Εστω [0, T ], δεδοµένο χρονικό διάστηµα, που χωρίζεται σε n ισοµήκη υποδιαστήµα-

τα,

[t0, t1], [t1, t2], ..., [tn−1, tn] , t0 = 0, tn = T

µήκους ∆t = T/n. Προφανώς,

tk = k∆t, k = 0, 1, 2, 3, ..., n

Θεωρούµε ότι σε κάθε χρονική στιγµή tk κατέχουµε, µέσω συναλλαγής, µία ποσότητα

q(tk) από µία µετοχή, που έχει τιµή µονάδος αυτή την χρονική στιγµή, ίση µεS(tk).
Θεωρούµε ότι την χρονική στιγµή T , όλα ϱευστοποιούνται. Το συνολικό κέρδος ϑα

είναι :

In =
n−1∑
k=0

q (tk) [S (tk+1)− S (tk)] =
n−1∑
k=0

q (tk) ∆Sk

Θεωρούµε ότι οι ποσότητες q(.) είναι τυχαίες µεταβλητές και ότι :

∆Sk = µS (tk) ∆t+ σS (tk) ∆Bk

οπότε

In =
n−2∑
k=0

q (tk) [µS (tk) ∆t+ σS (tk) ∆Bk] =

== µ
n−1∑
k=0

q (tk)S (tk) ∆t+ σ
n−1∑
k=0

q (tk)S(t)∆Bk

όταν n→ +∞⇒ ∆t→ 0 και

H∑
k=0

q (tk) δ (tk) ∆t 
∫ T

0

ϕ(t)dt,

όπου ϕ(.) τυχαία µεταβλητή. Επίσης,

k∑
k=0

q (tk)S (tk) ∆Bk  
∫ T

0

h(.)dB(t)
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Το τελευταίο αυτό ολοκλήρωµα ονοµάζεται στοχαστικό ολοκλήρωµα.



Κεφάλαιο 13

Στοχαστικό Ολοκλήρωµα του Ito

Ορίζεται σαν το όριο, σύµφωνα µε την ευκλείδια norm, ολοκληρωµάτων Ito στοχα-

στικών διακλαδωτών συναρήσεων.

I(f) =

∫ T

0

f(t, ω)dB(t)

όπου ω είναι µία τυχαία µεταβλητή και B(t) µία κίνηση Brown. Εάν η f δεν

περιέχει τυχαία µεταβλητή, τότε το ολοκλήρωµα µεταπίπτει σε στοχαστική ανέλιξη.

Συµβολίζουµε I(T ).

13.1 Ιδιότητες

Ιδιότητα 13.1 ∫ T

0

[αf + bg]dB(t) = α

∫ T

0

fdB(t) + b

∫ T

0

gdB(t)

Ιδιότητα 13.2

E[I(f)] = 0

Ιδιότητα 13.3

V ar[I(f)] =

∫ T

0

E
[
f 2(t, ω)

]
dt

Ιδιότητα 13.4 Η στοχαστική ανέλιξη I(T ) είναι martingale.

Ιδιότητα 13.5

E[I(f)I(g)] =

∫ T

0

E[f · g]dt

Ιδιότητα 13.6

E
[
I2(t)

]
=

∫ T

0

E
[
f 2
]
dt
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Ιδιότητα 13.7 Η στοχαστική ανέλιξη : I(T ) =
∫ T

0 p(s)dB(s), όπου p(s) αιτιοκρατική

συνάρτηση, ακολουθεί την κανονική κατονοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά ίση µε∫ T
0 p2(s)ds,δηλαδή

I(T ) ∼ N
(

0,

∫ T

0

p2(s)ds

)



Κεφάλαιο 14

Ο Τύπος του Ito

14.1 Βασικές ιδιότητες διαφορικών.

΄Εστω B(t) µία κίνηση Brown, ισχύουν οι σχέσεις:

(dt)2 ≈ 0 , dtdB ≈ 0 , (dB)2 ≈ dt

14.2 Τύπος του Ito

΄Εστω S µία στοχαστική ανέλιξη που ακολουθεί τον τύπο: dS = µdt + σdB, όπου

µ, σ ποσότητες που µπορούν να περιέχουν το t, B(t) και f = f(t, S) µία συνάρτηση

διαφορίσιµη και ως προς τις δύο µεταβλητές της. Ισχύει ο τύπος:

df =

[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂S
+

1

2
σ2∂

2f

∂S2

]
dt+ σ

∂f

∂S
dB

14.3 Λυµένες Ασκήσεις

14.1 Αποδείξατε τις ϐασικές ιδιότητες των διαφορικών.

Λύση: (α) Η σχέση (dt)2 ≈ 0 προκύπτει από το ότι η ποσοότητα dt ϑεωρείται απει-
ϱοστή.

(ϐ) Η ποσότητα dtdB είναι τυχαία µεταβλητή. Η µέση τιµή της είναι :

E[dtdB] = dtE[dB] = dt · 0 = 0

η διασπορά της είναι :

V [dtdB] = (dt)2V [dB] = (dt)2dt = (dt)3 ' 0

άρα η ποσότητα dtdB έχει κατα µέσο όρο την τιµή 0, µε διασπορά 0, άρα είναι

πρακτικά µηδέν.

(γ) Η ποσότητα (dB)2
είναι επίσης τυχαία µεταβλητή. ΄Εχουµε δείξει σε προηγού-

µενο κεφάλαιο ότι η µέση τιµή της είναι E[(dB)2] = dt, ενώ η διασπορά της είναι :

V [(dB)2] =' 0, άρα η ποσότητα (dB)2
έχει κατα µέσο όρο την τιµή dt, µε διασπορά

0, άρα είναι πρακτικά ίση µε dt.
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14.2 Αποδείξατε τον τύπο του Ito.

Λύση: Από τον τύπο του Taylor για συνάρτηση δύο µεταβλητών, έχουµε για την

f(t, S),

df =
∂f

∂S
dS +

∂f

∂t
dt+

1

2

∂2f

∂S2
(dS)2 +

1

2

∂2f

∂t2
(dt)2 +

∂2f

∂t∂S
dtdS =⇒

df =
∂f

∂S
(µdt+σdB)+

∂f

∂t
dt+

1

2

∂2f

∂S2
(µdt+σdB)2+

1

2

∂2f

∂t2
(dt)2+

∂2f

∂t∂S
dt(µdt+σdB)

·όπου αντικαταστήσαµε το dS µε το ίσο του. Εκτελώντας τις πράξεις, έχουµε:

df =
∂f

∂S
µdt+

∂f

∂S
σdB +

∂f

∂t
dt+

1

2

∂2f

∂S2
µ2(dt)2 +

1

2

∂2f

∂S2
σ2(dB)2 +

∂2f

∂S2
µσdtdB+

+
1

2

∂2f

∂t2
(dt)2 +

∂2f

∂t∂S
µ(dt)2 +

∂2f

∂t∂S
σdtdB

χρησιµοποιώντας τις ϐασικές ιδιότητες των διαφορικών έχουµε:

df =
∂f

∂S
µdt+

∂f

∂S
σdB +

∂f

∂t
dt+

1

2

∂2f

∂S2
µ2 · 0 +

1

2

∂2f

∂S2
σ2 · dt+

∂2f

∂S2
µσ · 0+

+
1

2

∂2f

∂t2
· 0 +

∂2f

∂t∂S
µ · 0 +

∂2f

∂t∂S
σ · 0 =⇒

=⇒ df =

[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂S
+

1

2
σ2∂

2f

∂S2

]
dt+ σ

∂f

∂S
dB

14.3 ΄ΕστωB(t) µία τυπική κίνησηBrown. Υπολογίσατε το διαφορικό dB4(t).

Λύση: Θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του Ito. Ορίζουµε την συνάρτηση:

F (t, S) = S4
µε S = B(t)⇒ dS = dB(t) = 0 · dt+ 1 · dB(t)

και άρα µ = 0, σ = 1. Για να εφαρµόσουµε τον τύπο του Ito, υπολογίζουµε τις

παραγώγους :

∂F

∂t
= 0 ,

∂F

∂S
= 4S3 ,

∂2F

∂S2
= 12S2

Εποµένως :

dF =

[
0 + 0 · 4S3 +

1

2
· 12 · 12S2

]
dt+ 1 · 4S3dB ⇒

⇒ dB4(t) = 6B2(t)dt+ 4B3(t)dB(t)

όπου ϑέσαµε S = B(t).

14.4 ΄Εστω B(t) µία τυπική κίνηση Brown και f(t, B(t) = eµt+σB(t)
, υπολογί-

σατε την ποσότητα: df/f .
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Λύση: ορίζουµε S = µt+ σB(t), οπότε dS = µdt+ σdB(t) και f = eS. ΄Αρα,

∂f

∂t
= 0 ,

∂f

∂S
= eS ,

∂2f

∂S2
= eS

Από τον τύπο του Ito έχουµε:

df =

[
µeS +

1

2
σeS
]
dt+σeSdB = eS

([
µ+

1

2
σ

]
dt+ σdB

)
= f

([
µ+

1

2
σ

]
dt+ σdB

)
⇒

df

f
=

[
µ+

1

2
σ

]
dt+ σdB

14.5 ΄Εστω B(t) µία τυπική κίνηση Brown και f(t, B(t)) = 2B3(t) + t, υπολο-
γίσατε την ποσότητα: df .

Λύση: Ορίζουµε S = B(t), οπότε dS = 0 · dt + 1 · dB(t) =µdt + σdB(t) µε µ = 0,
σ = 1 και f = 2S3 + t. ΄Αρα,

∂f

∂t
= 1 ,

∂f

∂S
= 6S2 ,

∂2f

∂S2
= 12S

Από τον τύπο του Ito έχουµε:

df =

[
1 + 0 +

1

2
· 1 · 12B(t)

]
dt+ 1 · 6 ·B2(t)dB(t) = [1 + 6B(t)]dt+ 6B2(t)dB(t)

14.6 Εάν ένα περουσιακό στοιχείο ακολουθεί την επανερχόµενη στο µέσο,

στοχαστική ανέλιξη W (t), δηλαδή ικανοποιεί την σχέση:

dW (t) = λ(µ̂−W (t))dt+ σ̂W (t)dB(t)

Βρείτε µία σχέση για το διαφορικό της ποσότητας:

F =
1

1− t
+ eW (t) + t2

Λύση: ΄Εχουµε ότι : dW (t) = µdt+σdB(t) µε µ = λ(µ̂−W (t)) και σ = σ̂W (t). Για

να εφαρµόσουµε τον τύπο του Ito, υπολογίζουµε κατ΄ αρχάς τις παραγώγους :

∂F

∂t
=

1

(1− t)2
+ 2t ,

∂F

∂W
= eW ,

∂2F

∂W 2
= eW

και άρα

dF =

[
1

(1− t)2 + 2t+ λ(µ̂−W (t))eW (t) +
1

2
σ̂2W 2(t)eW (t)

]
dt+

+ σ̂W (t)eW (t)dB(t)
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14.7 Βρείτε στοχαστική ανέλιξη X(t), έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση:

dX(t) = X3(t)dt−X2(t)dB(t)

µε X(0) = 1.

Λύση: Θεωρούµε ότι X(t) = F (t, S), όπου F άγνωστη συνάρτηση προς προσδιορι-

σµόν, µε S = B(t), οπότε dS = 0 · dt + 1 · dB(t) =µdt + σdB(t) µε µ = 0, σ = 1.
Από τον τύπο του Ito έχουµε:

dX(t) =

[
∂F

∂t
+ 0 +

1

2
12 · ∂

2F

∂S2

]
dt+ 1 · ∂F

∂S
dB(t)⇒

⇒ dX(t) =

[
∂F

∂t
+
∂2F

∂S2

]
dt+

∂F

∂S
dB(t)

ακόµα ισχύει από τα δεδοµένα της άσκησης, ότι : dX(t) = F 3(t, S)dt−F 2(t, S)dB(t),
άρα

∂F

∂t
+
∂2F

∂S2
= F 3(t, S) (14.1)

∂F

∂S
= −F 2(t, S) (14.2)

Επιλύοντας την 14.2 έχουµε:

∂F

∂S
= −F 2(t, S)⇒ ∂F

F 2
= −∂S ⇒ ∂F

F 2
= − ⇒

∫
∂F

F 2
= −

∫
∂S ⇒

⇒ F−1

−1
= −S + C ⇒ F (t, S) =

1

S − C
Αντικαθιστώντας στην 14.1 έχουµε:

0 +
1

2
· 2

(S − C)3
=

1

(S − C)3

που ισχύει. ΄Αρα η Ϲητουµένη ανέλιξη είναι :

X(t) = F (t, S(t)) =
1

S − C
=

1

B(t)− C

Για να προσδιορίσουµε την σταθερά, ϑα χρησιµοποιήσουµε την αρχική συνθήκη.

∆ιαδοχικά έχουµε:

X(0) = 1⇒ X(0) =
1

B(0)− C
= 1⇒ 1

0− C
= 1⇒ C = −1

οπότε τελικά:

X(t) =
1

B(t) + 1



Κεφάλαιο 15

Υπολογισµός Στοχαστικών Ολοκληρωµάτων

Για να υπολογίσουµε το στοχαστικό ολοκλήρωµα:

∫
ϕ(s)dB ακολουούµε τα εξής

ϐήµατα:

1. ∆ιαλέγουµε µία συνάρτηση F (t, S) έτσι ώστε :

(αʹ) Το

∫ T
0
∂F
∂S
dB(t) να είναι το ολοκλήρωµα που ϑέλουµε, δηλαδή

∂F
∂S

= ϕ(S).

(ϐʹ) Τα ολοκληρώµατα

∫ T
0
∂F
∂t
dt,
∫ T

0
∂

2
F

∂S2
dB(t) να είναι υπολογίσιµα.

2. Εφαρµόζουµε τον τύπο του Ito και αντικαθιστούµε το διαφορικό µε ολοκλήρω-

µα.
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Κεφάλαιο 16

Black − Sholes

16.1 Portfolio

΄Ενα απλό χαρτοφυλάκειο (portfolio) αποτελείται από µία µετοχή και ένα παράγωγο.

΄Εχει την γενική µορφή:

P = P (t, S, F )

ή ειδικότερα:

P =
n∑
j=1

αjSj +
m∑
k=1

bkFk

όπου aj οι χρηµατικές µονάδες ανά µετοχή Sj και bk οι χρηµατικές µονάδες ανά

παράγωγο Fk. ενα χαρτοφυλάκιο είναι ϑετικό όταν αγοράζουµε και αρνητικό όταν

πουλάµε. ΄Ενα χαρτοφυλάκιο είναι αυτοχρηµατοδοτούµενο εάν

dP =
n∑
j=1

αjdSj +
m∑
k=1

bkdFk

΄Ενα χαρτοφυλάκιο είναι ακίνδυνο, (risk − less) εάν οι µεταβολές dP είναι προβλέ-

ψιµες, δηλαδή

dP = rPdt

όπου r, το αιτιοκρατικό επιτόκιο.

16.2 Υπολογισµός dP

΄Εστω ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί µία Γεωµετρική Brown:

dS = µSdt+ σSdB

Τότε, για ένα παράγωγο F = F (t, S), ϑα έχουµε:

dF =

(
∂F

∂t
+ µS

∂F

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2

)
dt+ σS

∂F

∂S
dB
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και άρα για ένα χαρτοφυλάκειο, αποτελούµενο από µία µετοχή και ένα παράγωγο,

P = P (t, S, F ), ϑα ισχύει :

dP =

[
∂P

∂t
+ µS

∂P

∂S
+

(
∂F

∂t
+ µS

∂F

∂s
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2

)
·∂P
∂F

+
1

2
σ2S2∂

2P

∂S2
+

1

2
σ2S2

(
∂F

∂S

)2
]
dt+

+ σS
∂P

∂S
dB + σS

∂F

∂S

∂P

∂F
dB + σS

∂F

∂S
· σS ∂2P

∂S∂F
dBdB

Λαµβάνοντας υπόψη ότι : (dB)2 = dt, η προηγούµενη παράσταση γίνεται :

dP =

[
∂P

∂t
+ µS

(
∂P

∂S
+
∂P

∂F
· ∂F
∂S

)
+

+

(
∂P

∂F

)(
∂F

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2

)
+

1

2
σ2S2(

∂2P

∂S2
+
∂2P

∂F 2

(
∂F

∂S

)2
)]

dt+

+ σS

(
∂P

∂S
+
∂P

∂F

∂F

∂S

)
dB(t)

16.3 ∆ Χαρτοφυλακίου

Ορισµός 16.1 ΄Εστω P = P (t, S, F ) ένα χαρτοφυλάκιο. Η ποσότητα dP/dS ονοµά-

Ϲεται δέλτα του χαρτοφυλακίου.

Ιδιότητα 16.1 ΄Ενα χαρτοφυλάκιο είναι χωρίς κίνδυνο εάν ∆ = 0.

Απόδειξη: Το χαρτοφυλάκιο είναι χωρίς κίνδυνο, εάν το dP δεν έχει στοχαστικό

µέρος. ∆ηλαδή εάν

∂P

∂S
+
∂P

∂F
· ∂F
∂S

= 0

αλλά
dP

dS
=
∂P

∂t
· ∂t
∂S

+
∂P

∂S
· ∂S
∂S

+
∂P

∂F
· ∂F
∂S

=
∂P

∂S
+
∂P

∂F
· ∂F
∂S

= 0

16.4 Πρωταρχική Black − Sholes

΄Οταν ένα χαρτοφυλάκιο δεν έχει κίνδυνο ϑα ισχύει ότι : dP = rPdt. Εξισώνοντας µε

τον συντελεστή του dt από την προηγούµενη εξίσωση έχουµε και χρησιµοποιώντας

το γεγονός ότι ∆ = 0, έχουµε:

∂P

∂t
+

(
∂P

∂F

)(
∂F

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2

)
+

1

2
σ2S2

(
∂2P

∂S2
+
∂2P

∂F 2

(
∂F

∂S

)2
)

= rP
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Θεωρώντας ότι P = F − λS, έχουµε

∂P

∂t
= 0,

∂P

∂F
= 1,

∂P

∂S
= −λ, ∂2P

∂S2
= 0,

∂2P

∂F 2
= 0

αντικαθιστώντας, παίρνουµε

∂F

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2
= r(F − λS)

αλλά επειδή έχουµε όχι-κίνδυνο, έχουµε:

∆ = 0⇒ ∂P

∂S
+
∂P

∂F
· ∂F
∂S

= 0⇒ −λ+ 1 · ∂F
∂S

= 0⇒ λ =
∂F

∂S

αντικαθιστώντας έχουµε τελικά:

∂F

∂t
+ rS

∂F

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2
= rF

Ορισµός 16.2 Κάθε παράγωγοF (t, S), που ικανοποιεί την πρωταρχικήBlack−Sholes,
λέγεται tradeable.

16.5 Λυµένες Ασκήσεις

16.1 ∆είξατε ότι το παράγωγο F (t, S) = cert είναι tradeable.

16.2 Βρείτε όλες τις σταθερες a, έτσι ώστε το παράγωγο F (t, S) = Sa να

είναι tradeable.

Λύση: Υπολογίζουµε καταρχάς τις µερικές παραγώγους :

∂F

∂S
= αSα ,

∂2F

∂S2
= α(α− 1)Sα−2

και αντικαθιστώντας στην πρωταρχική BS, έχουµε:

rSαSα−1 +
1

2
σ2S2α(α− 1)Sα−2 = rSα ⇒ ra+

1

2
σ2α(α− 1) = r ⇒

⇒ (α− 1)

(
r +

1

2
σ2α

)
= 0⇒ α = 1 ή a = −2r

σ2

16.3 ΄Εστω F = F (S) ένα χρονικά αµετάβλητο παράγωγο. Εάν είναι tradeable,
τότε:

F (S) = c1S + c2S
− r
σ2
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Λύση: Αφού
∂F
∂t

= 0 η εξίσωση Black − Sholes ϑα γίνει :

rS
∂F

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2
= rF ⇔ rSF ′(S) +

1

2
σ2S2F ′′(S) = rF

Για να την επιλύσουµε, ϑέτουµε S = ex και έχουµε:

dF

dx
=
dF

dS
· dS
dx

=
dF

dS
· ex =

dF

dS
· S = F ′(S)S (16.1)

d2F

dx2
=

d

dx

(
dF

dS

)
S +

dF

dS

dS

dx
=

d

dS

(
dF

dS

)
dS

dx
S +

dF

dS

dS

dx
=

=
d2F

dS2

dS

dx
S +

dF

dS

dS

dx
=
d2F

dS2
exS +

dF

dS
ex = F ′′(S)S2 + F ′(S)S (16.2)

Αντικαθιστώντας τις 16.1 και 16.2 στην Black − Sholes έχουµε:

r
dF

dx
+

1

2
σ2

(
d2F

dx2
− dF

dx

)
= rF (ex)

Θέτοντας G(x) = F (ex) η παραπάνω διαφορική εξίσωση γίνεται :

1

2
σ2G′′(x) +

(
r − 1

2
σ2

)
G′(x)− rG(x) = 0

πρόκειται για γραµµική οµογενή, δευτέρας τάξεως µε σταθερούς συντελεστές. Επι-

λύοντας, έχουµε για την χαρακτηριστική εξίσωση:

1

2
σ2λ2 +

(
r − 1

2
σ2

)
λ− r = 0 ⇒ λ = 1 , λ = − r

σ2

οπότε τελικά:

G(x) = c1e
x + c2e

− r
σ2
x ⇒ F (S) = c1S + c2S

− r
σ2



Κεφάλαιο 17

Επίλυση Black − Sholes− I

17.1 Μετασχηµατισµός Black − Sholes

Θεωρούµε την εξίσωση:

∂F

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2F

∂S2
+ rS

∂F

∂S
= rF

και την αρχική συνθήκη:

F (T, ST ) = fT (ST ) , 0 ≤ t ≤ T

Ζητάµε να ϐρούµε την συνάρτηση: F (t, S). Θα την επιλύσουµε µέσω διαδοχικών

κινήσεων που ϑα µας οδηγήσουν σε µία απλούστερη µορφή.

17.1.1 Κίνηση 1η

Θέτουµε

S = ex ⇔ x = lnS

και η άγνωστη συνάρτηση γίνεται :

F (t, S) = F (t, ex)

την τελευταία συνάρτηση την ονοµάζουµε V (t, x), δηλαδή F (t, ex) = V (t, x) και

έχουµε:

∂V

∂x
=
∂F

∂x
=
∂F

∂t
· ∂t
∂x

+
∂F

∂S
· ∂S
∂x

=
∂F

∂S
· ex =

∂F

∂S
· S

και

∂2V

∂x2
=

∂

∂x

(
∂F

∂S

)
· S +

∂F

∂S
· ∂S
∂x

=

=
∂2V

∂x2
=

(
∂2f

∂t∂S
· ∂t
∂x

+
∂2f

∂S2
· ∂S
∂x

)
S + +

∂F

∂S
· S =

=
∂2F

∂S2
S2 +

∂F

∂S
· S
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χρησιµοποιώντσς το γεγονός ότι
∂t
∂x = 0 και αντικαθιστώντας, η πρωταρχική Black−

Sholes γίνεται :

∂V

∂t
+

1

2
σ2∂

2V

∂x2
+

(
r − 1

2
σ2

)
∂V

∂x
= rV

µε άγνωστη πλέον την συνάρτηση V (t, x).

17.1.2 Κίνηση 2η

Χρησιµοποιούµε τον µετασχηµατισµό:

τ =
1

2
σ2(T − t) ⇔ t = T − 2τ

σ2

ορίζουµε :

W (τ, x) = V

(
T − 2τ

σ2
, x

)
= V (t, x)

και οι παράγωγοι γίνονται :

∂W

∂τ
=
∂V

∂t
· ∂t
∂τ

+
∂V

∂x
· ∂x
∂τ

=
∂V

∂t
·
(
− 2

σ2

)
+
∂V

∂x
· 0 =

∂V

∂t
·
(
− 2

σ2

)
∂W

∂x
=
∂V

∂t
· ∂t
∂x

+
∂V

∂x
· ∂x
∂x

=
∂V

∂t
· 0 +

∂V

∂x
· 1 =

∂V

∂x

∂2W

∂x2
=
∂2V

∂x2

Αντικαθιστώντας η πρωταρχική Black − Sholes γίνεται :(
−σ

2

2

)
∂W

∂τ
+

1

2
σ2∂

2W

∂x2
+

(
r − 1

2
σ2

)
∂W

∂x
= rW ⇔

⇔
(
− 2

σ2

)(
−σ

2

2

)
∂W

∂τ
+

(
− 2

σ2

)
1

2
σ2∂

2W

∂x2
+

(
− 2

σ2

)(
r − 1

2
σ2

)
∂W

∂x
=

(
− 2

σ2

)
rW ⇔

⇔ ∂W

∂τ
− ∂2W

∂x2
+ (1− k)

∂W

∂x
= −kW

µε k = 2r/σ2
. Οπότε, τελικά, έχουµε την εξίσωση:

∂W

∂τ
=
∂2W

∂x2
+ (k − 1)

∂W

∂x
− kW (17.1)

17.1.3 Κίνηση 3η

Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό:

W (τ, x) = eαx+βτu(τ, x)
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όπου α, β σταθερές προς προσδιοριαµό και u(τ, x) µία νέα άγνωστη συνάρτηση.

Προκειµένου να αντικαταστήσουµε στην εξίσωση (17.1) υπολογίζουµε τις παραγώ-

γους :

∂W

∂x
= eαx+βτ

(
αu+

∂u

∂x

)
∂2W

∂x2
= eαx+βτ

(
α2u+ 2α

∂u

∂x
+
∂2u

∂x2

)
∂W

∂τ
= eαx+βτ

(
βu+

∂u

∂τ

)
αντικαθιστώντας στην (17.1) έχουµε:

∂u

∂τ
− ∂2u

∂x2
+ (2α + k − 1)

∂u

∂x
+
(
α2 + α(k − 1)− k − β

)
u = 0

∆ιαλέγω τα α, β έτσι ώστε

2α + k − 1 = 0 , α2 + α(k − 1)− k − β = 0

οπότε

α =
1− k

2
, β = −1

4
(k + 1)2

και η (17.1) γίνεται :

∂u

∂τ
=
∂2u

∂x2
(17.2)

µε αρχική συνθήκη:

u(0, x) = e−αx−β·0W (0, x) =

= e−αxV (T, x) =

= e−αxF (T, ex) =

= e−αxF (T, S) = e−αxfT (S)

17.2 Τελική Λύση

Η εξίσωση 17.2 είναι η γνωστή από την ϕυσική εξίσωση της διάδοσης της ϑερµότητος

και η λύση της δίνεται από την συνέλιξη :

u(τ, x) =

∫ +∞

−∞

1

2
√
πτ
e
−(y−x)2

4τ · u(0, y)dy

οπότε διαδοχικά έχουµε:

F (t, S) = F (t, ex) = V (t, x) =

= W (τ, x) = ear+βxu(τ, x) =
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= eατ+βx

∫ +∞

−∞

1

2
√
πτ
e
−(y−x)2

4τ u(0, y)dy =

= e−r(T−t)
∫ +∞

−∞

1√
2πσ2(T − t)

· e
−
(
z − lnS −

(
r − 1

2σ
2
)

(T − t)
)2

2σ2(T − t) · F (T, ST ) dz

και τελικά έχουµε την λύση της εξίσωσης Black − Sholes

F (t, S) = e−r(T−t)E[fT (ST )]



Κεφάλαιο 18

Ευρωπαϊκό δικαίωµα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εφαρµόσουµε την λύση της Black-Sholes στην περίπτωση

ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος, µε τα εξής στοιχεία :

• T , maturity time

• K, strike price

• St ακολουθεί την γεωµετρική Brown.

Γνωρίζουµε ότι το κέρδος fT , την χρονική στιγµή T , είναι ST −K, όταν ST > K και

µηδέν όταν ST < K. ∆ηλαδή:

fT = F (T, ST ) = max{ST −K, 0} = (ST −K)+

Γνωρίζουµε ακόµα, ότι όταν η St ακολουθεί την γεωµετρική Brown, τότε :

ln

(
ST
St

)
∼ N

[(
r − σ2

2

)
(T − t), σ2(T − t)

]
Ζητάµε να υπολογίσουµε την τιµή:

F (t, S) = c(t) = e−r(T−t)E[fT ], 0 ≤ t ≤ T

∆ηλαδή, ουσιαστικά την µέση τιµή E[fT ]. ∆ιαδοχικά, έχουµε:

E[fT ] = E[max{ST −K, 0}] = E[max{Stex −K, 0}]

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι :

x = ln

(
ST
St

)
⇔ ST = exSt

εποµένως

E[max{Stex −K, 0}] =

∫ +∞

−∞
max{Stex −K, 0}p(x)dx (18.1)

όπου p(x) η συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος της κανονικής κατανοµής µε µέση

τιµή και διασπορά ίσες µε :(
r − σ2

2

)
(T − t) , σ2(T − t)
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αντίστοιχα, δηλαδή

p(x) =
1

σ
√

2π(T − t)
· e
−

[
x−

(
r − σ2

2

)
(T − t)

]2

2σ2(T − t)

∆εδοµένου τώρα ότι Ste
x −K > 0 εάν και µόνο εάν x > ln(K/St), η 18.1 γίνεται :∫ +∞

−∞
max{Stex −K, 0}p(x)dx =

∫ +∞

ln(KSt )
(Ste

x −K)p(x)dx =

=

∫ +∞

ln(KSt )
(Ste

x)p(x)dx︸ ︷︷ ︸
I2

−
∫ +∞

ln(KSt )
Kp(x)dx︸ ︷︷ ︸
I1

= I2 − I1

18.1 Υπολογισµός Ολοκληρώµατος I1

Ας υπολογίσουµε πρώτα το ολοκλήρωµα I1. Θα χρησιµοποιήσουµε την αντικατά-

σταση:

y =
x−

(
r − σ2

2

)
(T − t)

σ
√

(T − t)
(18.2)

οπότε για x = ln(K/St), το κάτω άκρο του ολοκληρώµατος γίνεται :

ln
(
K
St

)
−
(
r − σ2

2

)
(T − t)

σ
√

(T − t)
=
− ln

(
St
K

)
−
(
r − σ2

2

)
(T − t)

σ
√

(T − t)
= −d2

όπου για d2 ϑέσαµε

d2 =
ln
(
St
K

)
+
(
r − σ2

2

)
(T − t)

σ
√

(T − t)

και επίσης :

dy =
dx

σ
√
T − t

⇔ dx = σ
√
T − tdy

άρα, αντικαθιστώντας το ολοκλήρωµα τελικά γίνεται :

I1 = K

∫ +∞

ln(KSt )
p(x)dx = K

∫ +∞

−d2

1√
2π
e
−y

2

2 dy =

= K(1− Φ(−d2)) = K(1− (1− Φ(d2))) = KΦ(d2)
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18.2 Υπολογισµός Ολοκληρώµατος I2

Ας υπολογίσουµε τώρα το ολοκλήρωµα I2.

I2 = St

∫ +∞

ln(KSt )
exp(x)dx = St

∫ +∞

ln(KSt )

exp

(
x−

(
x−
(
r−σ

2

2

)
(T−t)

)2
2σ2(T−t)

)
√

2πσ
√
T − t

dx

Θα χρησιµοποιήσουµε την αντικατάσταση 18.2 ή ισοδύναµα:

x = σy
√
T − t− 1

2

(
2r − σ2

)
(t− T )⇔ dx = σ

√
T − tdy

και το ολοκλήρωµα διαδοχικά γίνεται :

I2 = St

∫ +∞

−d2

exp
(
r(T − t) + 1

2σ
2(t− T ) + σy

√
T − t− y2

2

)
√

2π
dy =

= Ste
r(T−t)

∫ +∞

−d2

1√
2π
e
−1

2
(y2 − 2σy

√
T − t+ σ2(t− T ))

dy =

= Ste
r(T−t)

∫ +∞

−d2

1√
2π
e
−1

2
(y − σ

√
T − t)2

dy

χρησιµοποιώντας έναν νέο µετασχηµατισµό: z = y − σ
√
T − t, το κάτω όριο της

ολοκλήρωσης ϑα γίνει −d2 − σ
√
T − t = −d1, όπου

d1 = d2 + σ
√
T − t

το διαφορικο ϑα γίνει dz = dy και το ολοκλήρωµα:

I2 = Ste
r(T−t)

∫ +∞

−d1

1√
2π
e
−1

2
z2

dz = Ste
r(T−t)(1− Φ(−d1)) =

= Ste
r(T−t)(1− (1− Φ(d1))) = Ste

r(T−t)Φ(d1)

18.3 Τελικός τύπος

c(t) = StΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2)
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