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Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούµενα

1.1 ∆εσµευµένη Μέση Τιµή

1.2 ∆εσµευµένη ∆ιασπορά

1.3 Κατανοµή Poisson

Ορισµός 1.1 Η τυχαία µεταβλητήX, ακολουθεί την κατανοµήPoisson
µε παράµετρο µ, συµβολικά X ∼ P(µ), εάν το πεδίο τιµών της είναι

RX = {0, 1, 2, 3, ...} και

PX(k) =
e−µµk

k!
, k ∈ RX

Θεώρηµα 1.1 ΄Εστω X ∼ P(µ), τότε : E(X) = µ και V ar(X) = µ.

Θεώρηµα 1.2 Η ϱοπογεννήτρια της Poisson, είναι :

MPoisson(t) = eµe
t−µ

Θεώρηµα 1.3 Εάν Xi ∼ P(µi), i = 1, 2, ..., n, τότε :

X1 +X2 + · · ·+Xn ∼ P(µ1 + µ2 + · · ·+ µn)

Θεώρηµα 1.4 ΄Εστω ότι οι κατανοµές Yn ∼ B(n, p). ΄Εστω ότι limn→∞ np =
µ, όπου µ > 0, τότε, οι κατανοµές Yn συγκλίνουν σε µια κατανοµή

Poisson, δηλαδή:

lim
n→∞

PYn(k) =
e−µµk

k!
Με απλά λόγια : ¨ η Poisson προσεγγίζει την διωνυµική για µεγάλο n
¨.
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Σκιαγραφία Απόδειξης: Ο τύπος της διωνυµικής είναι :

B(n, p) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k (1.1)

΄Οταν το n είναι πολύ µεγαλύτερο του k, n >> k, τότε :

n−k ≈ n =⇒ n!

(n− k)!
= n · (n−1) · · · (n−k+1) ≈ n ·n ·n · · ·n = nk

Αντικαθιστώντας στην 1.1, έχουµε:

B(n, p) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k =

nkpk(1− p)n

k!
(1.2)

Από τον τύπο του Taylor, έχουµε:

e−p =
∞∑
k=0

(−p)k

k!
= 1− p+

p2

2!
− · · · ≈ 1− p, διότι p ∈ [0, 1]

Αντικαθιστώντας στην 1.2, έχουµε τελικά:

B(n, p) ≈ nkpk(e−p)n

k!
=

(np)ke−pn

k!
=
e−µµk

k!
, µ = np

1.4 Κατανοµή Γάµµα

Ορισµός 1.2 Η συνεχής τυχαία µεταβλητήX ακολουθεί την κατανοµή

Γάµµα, µε παραµέτρους λ και a, αν έχει συνάρτηση πυκνότητος πιθανό-

τητος :

f(x) =


λa

Γ(a)
xa−1e−λx, x ≥ 0

0, x < 0

όπου λ > 0 και a > 0, πραγµατικοί αριθµοί.

Την κατανοµή Γάµµα, την συµβολίζουµε : Gamma(a, λ).

Η συνάρτηση Γάµµα ορίζεται από τον τύπο:

Γ(a) =

∫ +∞

0
ta−1e−tdt , a > 0

΄Εχει τις εξής ιδιότητες :

Γ(a+ 1) = aΓ(a), a > 0

Γ(1) = 1 , Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N
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Ιδιότητα 1.1 Αν η συνεχής τυχαία µεταβλητή X, ακολουθεί την κατα-

νοµή Γάµµα µε παραµέτρους λ και a, τότε :

E(X) =
a

λ
, V ar(X) =

a

λ2

1.5 Κατανοµή Erlang

Ορισµός 1.3 Η συνεχής τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανο-

µή Erlang, µε παραµέτρους λ και ν, αν έχει συνάρτηση πυκνότητος

πιθανότητος :

f(x) =


λν

(ν − 1)!
xν−1e−λx, x ≥ 0

0, x < 0

όπου λ > 0 πραγµατικός αριθµός και ν, ϕυσικός αριθµός.

1.6 Εκθετική Κατανοµή

Ορισµός 1.4 Η συνεχής τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την εκθετική

κατανοµή, µε παράµετρο λ, αν έχει συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος :

f(x) =


λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0

όπου λ > 0 πραγµατικός αριθµός.

Την εκθετική κατανοµή την συµβολίζουµε : E(λ).

Ιδιότητα 1.2 Η αθροιστική κατανοµή της εκθετικής κατανοµής E(λ),
είναι :

F (t) =


1− e−λt, t ≥ 0

0, t < 0

Θεώρηµα 1.5 ΄Εστω X ∼ E(λ), τότε : E(X) = λ−1
και V ar(X) =

λ−2
.
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Θεώρηµα 1.6 Η ϱοπογεννήτρια της εκθετικής, είναι :

M(t) =
λ

λ− t

Θεώρηµα 1.7 Εάν Xi ∼ E(λi), i = 1, 2, ..., n, τότε :

X1 +X2 + · · ·+Xn ∼ Gamma(n, λ)

Ιδιότητα 1.3 Η εκθετική κατανοµή είναι ¨ αµνήµων ¨.

Σκιαγραφία Απόδειξης: ∆ιαδοχικά έχουµε:

P (X > t+ s|X > s) =
P (X > t+ s και Q > s)

P (X > s)
=
P (X > t+ s)

P (X > s)
=

=
1− F (s+ t)

1− F (s)
=
e−λ(s+t)

e−λs
= e−λt = P (X > t)

΄Αρα, οποιαδήποτε αύξηση του χρονικού διαστήµατος δεν επηρεάζει την

πιθανότητα, εποµένως η εκθετική κατανοµή είναι αµνήµων.

1.7 Λυµένες Ασκήσεις

1.1 ΄Εχει παρατηρηθεί ότι, αν µία χρηµατιστηριακή αγορά λειτουργεί

για t ώρες, η µέση τιµή και η διασπορά των των συναλλαγών είναι 5t.
Αν η αγορά λειτουργήσει για έναν τυχαίο αριθµό ωρών, που ακολουθεί

την οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 8 και 10 ωρών, ϐρείτε την µέση τιµή

και την διασπορά που ϑα ακολουθήσουν οι συναλλαγές.

Λύση: Ορίζουµε : T ο χρόνος λειτουργίας, N(t) ο αριθµός των συναλ-

λαγών σε t ώρες λειτουργίας.

Ζητάµε E[N(T )] και V [N(T )]. ΄Εχουµε: E[N(t)]= V [N(t)] = 5t και

E(T )
10 + 8

2
= 9 , V (T ) =

(10− 8)2

12
=

1

3

∆ιαδοχικά έχουµε:

E[N(T )] = E[E[N(T )|T ]] = E[m(T )]

αλλά E[N(T )|T = t] = m(t) = E[N(t)] = 5t, οπότε :

E[N(T )] = E[5T ] = 5E[T ] = 5 · 9 = 45
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Για την διασπορά έχουµε:

V [N(T )] = E[V [N(T )|T ]] + V [E[N(T )|T ]]

αλλά V [N(T )|T = t] = V [N(t)] = 5t, οπότε :

V [N(T )] = E[5T ] + V [5T ] = 5E[T ] + 25V [T ] =
160

3

1.2 Μία δισδιάστατη διακριτή κατανοµή έχει συνάρτηση πιθανότητας

f(x, y) = 1
1815(2x + y) µε x = 0, 1, 2, ..., 10 και y = 0, 1, 2, ..., 10.

Χρησιµοποιώντας κατάλληλες εντολές του EXCEL, υπολογίσατε τις

περιθώριες κατανοµές, τις δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές και επα-

ληθεύσατε ότι : E(X) = E(E(X|Y )).
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Κεφάλαιο 2

∆ιαδικασίες Poisson

2.1 Ορολογία

Οι διαδικασίες Poisson, είναι το τµήµα εκείνο των στοχαστικών διαδι-

κασιών που ασχολείται µε τις κατα τυχαίο τρόπο αφίξεις ή τα τυχαία

γεγονότα, που λαµβάνουν χώρα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστη-

µα.

Ορίζουµε ως διαδικασία Poisson την τυχαία µεταβλητή N(t), που
µετρά τον αριθµό των γεγονότων που λαµβάνουν χώρα στο χρονικό

διάστηµα [0, t].

• Τα γεγονότα που λαµβάνουν χώρα στο χρονικό διάστηµα [0, t]
λέγονται αφίξεις.

• T1 είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο

από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί το πρώτο γεγονός.

• T2 είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο

από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί το δεύτερο γεγονός.

• Ti είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο

από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί το i γεγονός.

• Οι χρονικές στιγµές ti, που συµβαίνουν τα γεγονότα, λέγονται

σηµεία συµβάντων.

11
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• Η τυχαία µεταβλητή Zn, που µετράει την χρονική διάρκεια µε-

ταξύ του n − 1 και n συµβαντος, λέγεται ενδιάµεσος χρόνος.

• Η τυχαία µεταβλητή W (t), που µετράει την χρονική διάρκεια

από την χρονική στιγµή t, µέχρι να συµβεί το επόµενο γεγονός,

ονοµάζεται χρόνος αναµονής.

2.2 Βασικές Ιδιότητες

• Η N(t) παίρνει ϑετικές ακέραιες τιµές.

• N(0) = 0

• Για κάθε δύο χρονικές στιγµές s, t έτσι ώστε 0 ≤ s < t, η ποσότη-

τα (τυχαία µεταβλητή): N(t), µετράει τον αριθµό των γεγονότων

(αφίξεων) που έλαβαν χώρα στο χρονικό διάστηµα: (s, t].

• Ισχύει η σχέση: Zn = Tn − Tn−1 .

• Ισχύει η σχέση:

Tn = Z1 + Z2 + · · ·+ Zn

• Για κάθε t, ηN(t) έχει την ιδιότητα των independent increments,
δηλαδή: εαν 0 ≤ t1 < t2< t3 <. . .< tn τότε οι τυχαίες µετα-

ϐλητές : N(t2) − N(t1), N(t3) − N(t2), . . ., N(tn) − N(tn−1)
είναι ανεξάρτητες. Ισοδύναµα, αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός των

αφίξεων σε ξένα χρονικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητες τυχαίες

µεταβλητές.

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments, δηλαδή:

για κάθε t2 ≥ t1 ≥ 0, οι τυχαίες µεταβλητές N(t2) − N(t1),
N(t2−t1) καιN(t2+τ)−N(t1+τ), τ > έχουν την ίδια κατανοµή.
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2.3 Ο τύπος του Khinchin (1955)

P [N(t) = k] = e−λt
(λt)k

k!
, λ > 0

E[N(t)] = λt , V ar[N(t)] = λt

2.4 Στοιχειώδης Απόδειξη του τύπου τουKhinchin

Βασική Υπόθεση:

Αν λ > 0 είναι η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός στην µονάδα του χρόνου,

τότε η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός σε χρονικό διάστηµα δ > 0, είναι λδ.

Χωρίζουµε το χρονικό διάστηµα (0, t] σε διαστήµατα µήκους δ:

(0, δ], (δ, 2δ], (2δ, 3δ], ....

το πλήθος αυτών των διαστηµάτων είναι n =
t

δ
.

Σε κάθε τέτοιο διάστηµα γίνεται ένα εικονικό πείραµα τύχης, όπου η

επιτυχία του ισοδυναµεί µε το να συµβεί ένα γεγονός (να έχουµε ¨ άφιξη

¨). Αν το πλάτος του διαστήµατος δ, είναι µικρό, τότε µία µόνο άφιξη

µπορεί να συµβεί σε αυτό το χρονικό διάστηµα µε πιθανότητα λδ.

Εποµένως, N(t)= το πλήθος των επιτυχιών σε n = t/δ επαναλήψεις του

πειράµατος, µε πιθανότητα επιτυχίας την µία ϕορά, ίση µε λδ. ΄Αρα:

N(t) ∼ Binomial(n, p) = B
(
t

δ
, λδ

)
εάν δ → 0⇒ n =

t

δ
→ +∞ και np =

t

δ
λδ = tλ > 0 (σταθερό) ⇒

⇒ N(t) ∼ P(tλ) = e−λt
(λt)k

k!
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2.5 Βασικοί Τύποι

Ιδιότητα 2.1 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Ισχύει

ο τύπος :

Cov[N(t1), N(t2)] = λmin{t1, t2}, t1, t2 ≥ 0

Ιδιότητα 2.2 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Ισχύει

ο τύπος :

RN (t1, t2) = λmin{t1, t2}+ λ2t1t2, t1, t2 ≥ 0

Ιδιότητα 2.3 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Η ϱο-

πογεννήτρια της δίδεται από τον τύπο :

MP(θ) = eλt(e
θ−1)

Ιδιότητα 2.4 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Η πι-

ϑανογεννήτρια της δίδεται από τον τύπο :

PP(θ) = eλt(θ−1)

2.6 Λυµένες Ασκήσεις

2.1 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε λ = 0.5. Βρείτε την

πιθανότητα να µην συµβεί κανένα γεγονός την περίοδο (3, 5] κα-
ϑώς και την πιθανότητα να συµβεί ακριβώς ένα γεγονός σε κάθε

µία από τις περιόδους: (0, 1], (1, 2], (2, 3] και (3, 4].

Λύση: Αν Y είναι η τυχαία µεταβλητή που αντιπροσωπεύει το πλήθος

των γεγονότων στο χρονικό διάστηµα (3, 5], τότε :

Y ∼ P(λ · 2) = P(1)⇒

⇒ P (Y = 0) = e−1 · 10

0!
= 0.37

΄Εστωσαν τώρα Y1, Y2, Y3, Y4 οι τυχαίες µεταβλητές που αντιπροσωπεύ-

ουν το πλήθος των γεγονότων σε κάθε ένα από τα χρονικά διαστήµατα:

(0, 1], (1, 2], (2, 3] και (3, 4]. Τότε, Yi ∼ P(λ · 1) και Yi ανεξάρτητες.

΄Αρα:

P [Y1 = 1, Y2 = 1, Y3 = 1, Y4 = 1] = P [Y1 = 1]·P [Y2 = 1]·P [Y3 = 1]·P [Y4 = 1] =

=

(
e−0.5 · 0.51

1!

)4

= 0.0085
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2.2 ΄Εστω ότι η N(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ.

Βρείτε την πιθανότητα να συµβούν 2 γεγονότα την περίοδο (0, 2]
και 3 γεγονότα την περίοδο (1, 4].

Λύση: ΠΡΟΣΟΧΗ, ΤΑ ΠΑΡΑΠΑΝΩ ΧΡΟΝΙΚΑ ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΑΛΛΗ-

ΛΟΕΠΙΚΑΛΥΠΤΟΝΤΑΙ.

΄Εστωσαν X,Y, Z τρεις τυχαίες µεταβλητές που µετράνε το πλήθος των

εµφανίσεων στις χρονκές περιόδους : (0, 1], (1, 2] και (2, 4]. Ισχύει ότι :

X ∼ P(λ · 1) , Y ∼ P(λ · 1) , Z ∼ P(λ · 2)

Ζητάµε την πιθανότητα: P [X + Y = 2, Y + Z = 3]. Από Θεώρηµα

Ολικής Πιθανότητος, έχουµε:

P [X + Y = 2, Y + Z = 3] = P [X = 2 και Z = 3|Y = 0]P [Y = 0]+

+P [X = 1 και Z = 2|Y = 1]P [Y = 1]+P [X = 0 και Z = 1|Y = 2]P [Y = 2]

Επειδή όµως οι τυχαίες µεταβλητές X,Z είναι ανεξάρτητες, η παραπά-

νω σχέση γίνεται :

P [X + Y = 2, Y + Z = 3] = P (X = 2)P (Z = 3)P (Y = 0)+

+P (X = 1)P (Z = 2)P (Y = 1) + P (X = 0)P (Z = 1)P (Y = 2) =

= e−λ · λ
2

2!
· e−2λ · (2λ)3

3!
· e−λ · λ

0

0!
+ e−λ · λ

1

1!
· e−2λ · (2λ)2

2!
· e−λ · λ

1

1!
+

+e−λ · λ
0

0!
· e−2λ · (2λ)1

1!
· e−λ · λ

2

2!
= e−4λ

(
2

3
λ5 + 2λ4

)
2.3 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Υπολο-

γίσατε την πιθανότητα να έχουµε 10 αφίξεις στο χρονικό διάστη-

µα (0, 5], δεδοµένου ότι στο χρονικό διάστηµα (0, 10] έχουµε 15

αφίξεις.

Λύση: Ζητάµε την πιθανότητα: P [N(5) = 10|N(10) = 15]. ∆ιαδοχικά

έχουµε:

P [N(5) = 10|N(10) = 15] =
P [N(5) = 10 και N(10) = 15]

P [N(10) = 15]
=

=
P [N(5) = 10] · P [N(10)−N(5) = 5]

P [N(10) = 15]
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Αλλά οι τυχαίες µεταβλητές : N(10) − N(5) και N(10 − 5) = N(5)
έχουν την ίδια κατανοµή, εποµένως :

P [N(5) = 10|N(10) = 15] =
P [N(5) = 10] · P [N(5) = 5]

P [N(10) = 15]
=

=

e−5λ(5λ)10

10!
· e
−5λ(5λ)5

5!
e−10λ(10λ)15

15!

=
510 · 55 · 15!

1015 · 10! · 5!
=

3003

32768
= 0.0916443

2.4 Εάν X(t) ∼ P(λt) και Y (t) ∼ P(µt), να δειχθεί ότι :

P [X(t) = 2|X(t) + Y (t) = 4] =

(
4
2

)(
λ

λ+ µ

)2( µ

λ+ µ

)2

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

P [X(t) = 2|X(t) + Y (t) = 4] =
P [X(t) = 2 και X(t) + Y (t) = 4]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=

=
P [X(t) = 2 και Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=
P [X(t) = 2] · P [Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]

αλλά

P [X(t) = 2] = e−λt
(λt)2

2!
, P [Y (t) = 2] = e−µt

(µt)2

2!

Τώρα, από Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας έχουµε:

P [X(t)+Y (t) = 4] =

4∑
k=0

P [X(t) = k]·P [X(t)+Y (t) = 4|X(t) = k] =

=

4∑
k=0

P [X(t) = k] · P [Y (t) = 4− k] =

4∑
k=0

e−λt
(λt)k

k!
· e−µt (µt)4−k

(4− k)!
=

= e−λte−µt
(
λ4t4

24
+

1

6
λ3µt4 +

1

4
λ2µ2t4 +

1

6
λµ3t4 +

µ4t4

24

)
=

= e−λte−µt · 1

24
t4(λ+ µ)4
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Αντικαθιστώντας έχουµε:

P [X(t) = 2] · P [Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=

e−λt
(λt)2

2!
· e−µt (µt)

2

2!

e−λte−µt · 1

24
t4(λ+ µ)4

=

=
6λ2µ2

(λ+ µ)4
=

(
4
2

)(
λ

λ+ µ

)2( µ

λ+ µ

)2

2.5 ΕάνX(t) ∼ P(λt), ϐρείτε την πιθανότητα: P [X(t) = k|X(t) ≥
r], όταν k = r, r + 1, r + 2, ...

Λύση: Χρησιµοποιώντας την υπό συνθήκη πιθανότητα, έχουµε:

P [X(t) = k|X(t) ≥ r] =
P [X(t) = k και X(t) ≥ r]

P [X(t) ≥ r]

αλλά

P [X(t) ≥ r] = 1− P [X(t) < r] = 1−
r−1∑
ν=0

e−λt
(λt)ν

ν!

και

P [X(t) = k και X(t) ≥ r] = P [X(t) = k] = e−λt
(λt)k

k!
αντικαθιστώντας έχουµε τελικά:

P [X(t) = k|X(t) ≥ r] =

(λt)k

k!

eλt −
r−1∑
ν=0

(λt)ν

ν!

2.6 Αυτοκίνητα ϕθάνουν κάπου ακολουθώντας µία διαδικασία

Poisson µε λ = 2|ώρα. Ο αριθµός των επιβατών τους είναι τυχαία

µεταβλητή Y µε Y = 1, 2, 3, 4 και αντίστοιχες πιθανότητες: p1 =
1/2, p2 = 1/4, p3 = 1/4, p4 = 0. Να ϐρεθεί ο αναµενόµενος

αριθµός επιβατών που ϑα αφιχθούν από την 8η πρωϊνή έως και

την 12η, καθώς και η διακύµανση του.

Λύση: Ο αριθµός των επιβατών δίνεται από την τυχαία µεταβλητή:

Xt =

Nt∑
i=1

Yi
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΄Οπου Nt τυχαία µεταβλητή, εκφράζουσα το πλήθος των αυτοκινήτων

που αφικνούται στο χρονικό διάστηµα (0, t]. ∆ηλαδή, έχουµε άθροισµα

όπου το πλήθος των προσθετέων είναι τυχαία µεταβλητή. ΄Αρα,

E(Xt) = E(Nt) · E(Yi) = E(Nt) · µ

Αλλά, Nt ∼ P(2t), άρα η µέση τιµή αφίξεων αυτοκινήτων στο χρονικό

διάστηµα από 8 έως 12, είναι E(Nt) = 2 · 4 = 8. Ακόµα, µ είναι η

µέση τιµή των επιβατών, άρα:

µ = 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
+ 3 · 1

4
+ 4 · 0 = 1.75

και τελικά: E(Xt) = 8 · 1.75 = 14.

Για την διακύµανση ισχύει ο τύπος : V (Xt) = E(Nt) · σ2 + µ2V (Nt).
Επειδή Nt ∼ P(2t)⇒ V ar(Nt) = 2 · 4 = 8 και

σ2 = V ar(Yi) = E(Y 2
i )− E2(Yi) =

= 12 · 1

2
+ 22 · 1

4
+ 32 · 1

4
+ 42 · 0− (1.75)2 =

15

4
−
(

7

4

)2

=
11

16

Τελικά:

V ar(Xt) = 8 · 11

16
+

(
7

4

)2

· 8 = 30

2.7 Ο αριθµός των απαιτήσεων που εγείρονται σε ένα χαρτο-

ϕυλάκιο, σε µία χρονική περίοδο t, ακολουθούν µια διαδικασία

Poisson µε λ = 12|εβδοµάδα. ΄Ενα ποσοστό p = 0.2 των απαιτή-

σεων του είναι τύπου Α και οι υπόλοιπες τύπου Β.

1. Να ϐρεθεί η πιθανότητα να υπάρξουν το πολύ 2 απαιτήσεις

τύπου Α σε διάστηµα (α) µιας εβδοµάδος (ϐ) ενός µηνός.

2. Να ϐρεθεί ο αναµενόµενος µέσος αριθµός απαιτήσεων τύ-

που Β, σε µία εβδοµάδα.

Λύση: Συµβολίζουµε :

• N(t) = ο αριθµός των απαιτήσεων στο χρονικό διάστηµα [0, t).

• X(t) = ο αριθµός των απαιτήσεων τύπου Α, στο χρονικό διάστηµα

[0, t).
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Ζητάµε την πιθανότητα να έχουµε x απαιτήσεις τύπου Α, στο χρονικό

διάστηµα [0, t). Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητος έχουµε:

P [X(t) = x] =

∞∑
ν=0

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν]

αλλά

P [X(t) = x|N(t) = ν] =


0 για ν < x(

ν
x

)
pxqν−x για ν ≥ x

εποµένως, διαδοχικά έχουµε:

P [X(t) = x] =
∞∑
ν=0

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν] =

=
∞∑
ν=x

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν] =

=

∞∑
ν=x

(
ν
x

)
pxqν−x·e−λt (λt)

ν

ν!
=

∞∑
ν=x

ν!

x!(ν − x)!
pxqνq−x·e−λt (λt)

ν

ν!
=

=
pxq−xe−λt(qλt)x

x!

∞∑
ν=x

(qλt)ν−x

(ν − x)!
=

(pλt)x

x!
eqλt−λt =

=
(pλt)x

x!
e−pλt

Για p = 0.2 και λ = 12 και t να µετράει εβδοµάδες, έχουµε:

P [X(t) = x] = e−12·0.2·t (2.4t)
x

x!

Εποµένως, για να απαντήσουµε στο ερώτηµα (1.α), ϑέτουµε t = 1:

P [X(1) ≤ 2] = P [X(1) = 0] + P [X(1) = 1] + P [X(1) = 2] = 0.57

Για το ερώτηµα (1.β), ϑέτουµε t = 4.3 και έχουµε:

P [X(4.3) ≤ 2] = P [X(4.3) = 0]+P [X(4.3) = 1]+P [X(4.3) = 2] = 0.21
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Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα 2, ϑέτουµε Z(t) = N(t)−X(t) µία

τυχαία µεταβλητή, που µετρά τις απαιτήσεις τύπου Β και έχουµε:

E[Z(t)] = E[N(t)]− E[X(t)] = λt− λtp = λtq

⇒ E[Z(1)] = E[N(1)−X(1)] = 12 · 1 · (1− 0.2) = 9.6

2.8 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Υπολογί-

σατε την συνδιακύµανση Cov[N(t1), N(t2)], t1, t2 ≥ 0.

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι : t1 ≥ t2 ≥ 0. Οι τυχαίες µεταβλητές

N(t1)−N(t2) και N(t2) είναι ανεξάρτητες, άρα διαδοχικά έχουµε:

Cov[N(t1), N(t2)] = Cov[N(t1)−N(t2) +N(t2), N(t2)] =

= Cov[N(t1)−N(t2), N(t2)]+Cov[N(t2), N(t2)] = 0+Cov[N(t2), N(t2)] =

= V ar[N(t2)] = λt2

Αν t2 ≥ t1 ≥ 0 οµοίως καταλήγουµε ότι : Cov[N(t1), N(t2)] = λt1,
άρα τελικά:

Cov[N(t1), N(t2)] = λmin{t1, t2}

2.9 Υπολογίσατε την ϱοπογεννήτρια και την πιθανογεννήτρια της δια-

δικασίας Poisson, P(λt).

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

MP(θ) = E(eθN(t)) =

∞∑
k=0

eθke−λt
(λt)k

k!
=

= e−λt
∞∑
k=0

(eθλt)k

k!
= e−λt · eeθλt = eλt(e

θ−1)

Για να ϐρούµε την πιθανογεννήτρια αντικαθιστούµε στην ϱοπογεννή-

τρια, όπου θ το ln θ και έχουµε:

PP(θ) = MP(ln θ) = eλt(e
ln θ−1) = eλt(θ−1)

2.10 ΄Εστω οτι η X(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ
και οτι η Y (t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο µ. ∆είξατε

ότι :

P [X(t) = k|X(t) + Y (t) = n] =

(
n
k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)n−k
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Λύση: Από ΘΟΠ έχουµε:

P [X(t) + Y (t) = n] =

n∑
k=0

P [X(t) = k]P [X(t) + Y (t) = n|X(t) = k]

και επειδή X(t), Y (t) ανεξάρτητες, έχουµε:

P [X(t) + Y (t) = n] =
n∑
k=0

P [X(t) = k]P [Y (t) = n− k] =

= e−(λ+µ)t
n∑
k=0

(λt)k

k!
· (µt)n−k

(n− k)!
= e−(λ+µ)t t

n

n!

n∑
k=0

(
n
k

)
λkµn−k =

= e−(λ+µ)t [(λ+ µ)t]n

n!
, n = 0, 1, 2, ...

όπου χρησιµοποιήσαµε τον ϐασικό τύπο του Newton:

(A+B)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
AkBn−k

∆ιαδοχικά τώρα έχουµε:

P [X(t) = k|X(t) + Y (t) = n] =
P [X(t) = k,X(t) + Y (t) = n]

P [X(t) + Y (t) = n]
=

=
P [X(t) = k]P [Y (t) = n− k]

P [X(t) + Y (t) = n]
=

e−(λ)t (λt)
k

k!
· e−µt (µt)n−k

(n− k)!

e−(λ+µ)t [(λ+ µ)t]n

n!

=

=

(
n
k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)n−k
2.11 ΄Εστω οτι η X(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ
και οτι η Y (t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο µ. ∆είξατε,

χρησιµοποιώντας πιθανογεννήτριες, ότι η µέση τιµή της X(t)−
Y (t) είναι t(λ− µ) και η διασπορά: (λ+ µ)t.

Λύση: Η ϱοπογεννήτρια της ανέλιξης Poisson είναι : M(θ) = eλt(e
θ−1)

,

εποµένως η πιθανογεννήτρια είναι : P (θ) = M(ln θ) = eλt(θ−1)
. ΄Αρα,

η πιθανογεννήτρια της Z(t) = X(t)− Y (t) είναι :

P = PX−Y (θ) = PX(θ) · P−Y (θ) = E[θX(t)] · E[(θ−1)Y (t)] =
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= eλt(θ−1)eµt(θ
−1−1) = e−t(λ+µ)+t(λθ+µθ−1)

΄Εχουµε τώρα:

E[Z(t) = X(t)− Y (t)] =
dP

dθ

∣∣∣∣
θ=1

= t(λ− µ)

και

V ar[Z(t)] = E[Z2(t)]−E2[Z(t)] = E[Z(t)(Z(t)−1)+Z(t)]−E2[Z(t)] =

= E[Z(t)(Z(t)− 1)] + E[Z(t)]− E2[Z(t)]

αλλά,

E[Z(t)(Z(t)− 1)] =
d2P

dθ2

∣∣∣∣
θ=1

= (λ− µ)2t2 + 2µt

οπότε τελικά:

V ar[Z(t)] = [(λ− µ)2t2 + 2µt] + t(λ− µ)− t2(λ− µ)2 = (λ+ µ)t

2.12 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. ∆είξατε ότι :

RN (t1, t2) = λmin{t1, t2}+ λ2t1t2

όπου RN (t1, t2) η αυτοσυσχέτιση (autocorellation),της διαδικασί-

ας.

Λύση:

RN (t1, t2) = Cov[N(t1), N(t2)] + E[N(t1)]E[N(t2)] =

= λmin{t1, t2}+ λ2t1t2

2.13 Υποθέτουµε ότι κάποια ΚΑΚΑ γεγονότα, τα οποία µπορούν κατα-

στρέψουν ένα σύστηµα, ακολουθούν µία ανέλιξη Poisson µε λ=3/ώρα.

Για την προστασία του συστήµατος υπάρχει ένας ΦΥΛΑΚΑΣ. Ο ΦΥΛΑ-

ΚΑΣ πρέπει να αποσυρθεί από το σύστηµα για 10 λεπτά, προκειµένου

να επισκευασθεί. (α) Αν ένα ΚΑΚΟ γεγονός αρκεί για να καταστρέψει

το σύστηµα, ϐρείτε την πιθανότητα να καταρρεύσει το σύστηµα. (ϐ) Αν

το σύστηµα αντέχει ένα ΚΑΚΟ γεγονός αλλά καταρρέει µε δύο, ϐρείτε

την πιθανότητα καταστροφής του συστήµατος.
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Λύση: (α) Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο µε την πιθανότητα να συµβεί

ένα τουλάχιστον κακό γεγονός µέσα σε 10 λεπτά. ∆ηλαδή,

P [N(1/6) ≥ 1] = 1− P [N(1/6) < 1] = 1− P [N(1/6) = 0] =

= 1− e−3· 1
6

(3 · 1
6)0

0!
= 1− e−1/2 = 0.393469

(ϐ) Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο µε την πιθανότητα να συµβούν δύο

τουλάχιστον κακά γεγονότα µέσα σε 10 λεπτά. ∆ηλαδή,

P [N(1/6) ≥ 2] = 1−P [N(1/6) < 2] = 1−P [N(1/6) = 0]−P [N(1/6) = 1] =

= 1− e−3· 1
6

(3 · 1
6)0

0!
− e−3· 1

6
(3 · 1

6)1

1!
= 1− 3

2
e−1/2 = 0.090204

2.7 ΄Αλυτες Ασκήσεις

2.14 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Να δειχθεί

ότι :

P [N(s) = k|N(t) = ν] =

(
ν
k

)(s
t

)(
1− s

t

)ν−k
για t > s και ν ≥ k.

2.15 Εάν X(t) ∼ P(λt), ϐρείτε την πιθανότητα : P [X(t) = k|X(t) ≤
s], όταν k = s, s− 1, s− 2, ...
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Κεφάλαιο 3

Αυστηρός Ορισµός

∆ιαδικασιών Poisson

3.1 Συνάρτηση O(∆t)

Το O(∆t) είναι µία συνάρτηση µε την ιδιότητα :

lim
∆t→0

O(∆t)

∆t
= 0

Χρησιµοποείται για να εκφράσουµε ¨ ασήµαντες ¨ ποσότητες.

3.2 Ορισµός ∆ιαδικασίας Poisson

Μία στοχαστική διαδικασίαN(t), λέγεται στοχαστική διαδικασία Poisson,
µε µέσο λ, αν πληροί τις κάτωθι ιδιότητες :

1. N(t) ακέραιος.

2. N(t) ≥ 0

3. N(0) = 0

4. N(s) ≤ N(t) εάν s ≤ t.

5. N(t)−N(t) = αριθµός γεγονότων, από ένα πιθανόν συµβάν, που

λαµβάνουν χώρα το χρονικό διάστηµα: (s, t].

6. Η N(t) έχει την ιδιότητα των independent increments.

25
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7. Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments.

8. P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1] = λ∆t+O(∆t)

9. P [N(t+ ∆t)−N(t) ≥ 2] = O(∆t) (Είναι πρακτικά µηδέν).

3.3 Θεωρήµατα

Θεώρηµα 3.1 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε µέσο λ, τότε
ισχύει η σχέση :

P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = 1− λ∆t+O(∆t)

όταν ∆t→ 0.

Απόδειξη: ∆ιαδοχικά έχουµε:

∞∑
k=0

P [N(t+ ∆t)−N(t) = k] = 1⇒

⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] + P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1]+

+P [N(t+ ∆t)−N(t) ≥ 2] = 1⇒
⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] + λ∆t+O(∆t) +O(∆t) = 1⇒

⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = 1− λ∆t+O(∆t)

Θεώρηµα 3.2 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε µέσο λ και

pn(t) = P [N(t) = n], τότε :

pn(t) = P [N(t) = n] = e−λt
(λt)n

n!

Απόδειξη: Θα δουλέψουµε επαγωγικά, υπολογίζοντας πρώτα την p0(t).
Γνωρίζουµε ότι : p0(t) = P [N(t) = 0]. Θεωρούµε µία απειροστή µετα-

ϐολή του χρόνου ∆t και έχουµε:

p0(t+∆t) = P [N(t+∆t) = 0] = P [N(t) = 0 και N(t+∆t)−N(t) = 0] =

= P [N(t) = 0] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = p0(t)[1− λ∆t+O(∆t)]

΄Αρα, µετά από πράξεις :

p0(t+ ∆t)− p0(t)

∆t
= −λp0(t) +

O(∆t)

∆t

Θεωρώντας ότι ∆t → 0, η παραπάνω σχέση µετασχηµατίζεται στην

διαφορική εξίσωση:
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p′0(t) = −λp0(t)

Επιλύοντας έχουµε: p0(t) = ke−λt. Αλλά, εφαρµόζοντας την αρχική

συνθήκη: p0(0) = P [N(0) = 0] = 1, ϑα πάρουµε k = 1, οπότε τελικά:

p0(t) = e−λt

Υπολογίζουµε τώρα την πιθανότητα: pn(t) = P [N(t) = n]. ϑεωρώντας

και πάλι µία απειροστή µεταβολή του χρόνου ∆t, έχουµε:

pn(t+∆t) = P [N(t+∆t) = n] = P [N(t) = n και N(t+∆t)−N(t) = 0]+

P [N(t) = n−1 και N(t+∆t)−N(t) = 1]+P [N(t) = n−2 και N(t+∆t)−N(t) = 2]+

+ · · ·+ P [N(t) = 0 και N(t+ ∆t)−N(t) = n− 1] =

= P [N(t) = n]·P [N(t+∆t)−N(t) = 0]+P [N(t) = n−1]·P [N(t+∆t)−N(t) = 1]+

+P [N(t) = n−2]·P [N(t+∆t)−N(t) = 2]+· · ·+P [N(t) = 0]·P [N(t+∆t)−N(t) = n] =

= pn(t) · [1− λ∆t+O(∆t)] + pn−1(t)[λ∆t+O(∆t)]+

+pn−2(t)O(∆t) + pn−3(t)O(∆t) + · · ·+ p0(t)O(∆t)

Εποµένως,

pn(t+∆t) = pn(t)−pn(t)λ∆t+pn(t)O(∆t)+pn−1(t)λ∆t+pn−1(t)O(∆t)+

+O(∆t) · (pn−2(t) + pn−3(t) + · · ·+ p0(t))

Μεταφέροντας το pn(t) στο πρώτο µέρος και διαιρώντας µε το ∆t, έ-

χουµε:

pn(t+ ∆t)− pn(t)

∆t
= −λpn(t) + pn(t)

O(∆t)

∆t
+ pn−1(t)λ+

+pn−1(t)
O(∆t)

∆t
+
O(∆t)

∆t
· (pn−2(t) + pn−3(t) + · · ·+ p0(t))

Παίρνοντας ∆t → 0, οπότε
O(∆t)

∆t → 0, έχουµε οριακά την διαφορική

εξίσωση: p′n(t) = −λpn(t) + λpn−1(t) ή

p′n(t) + λpn(t) = λpn−1(t)
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Αυτή είναι µία γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως. Η λύση

της οµογενούς είναι : pn(t) = ce−λt. Για να ϐρούµε µία µερική λύ-

ση, ϑεωρούµε ότι αυτή έχει την µορφή: M(t) = h(t)e−λt, όπου h(t)
συνάρτηση προς προσδιορισµό. Αντικαθιστώντας έχουµε:

M ′(t) + λM(t) = λpn−1(t)⇒

⇒ h′(t))e−λt + h(t)(−λ))e−λt + λh(t))e−λt = λpn−1(t)⇒

⇒ h(t) =

∫
eλtλpn−1(t)dt⇒M(t) = e−λt

∫
eλtλpn−1(t)dt

΄Αρα, τελικά, η λυση της εξίσωσης είναι :

pn(t) = ce−λt + e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Λαµβάνοντας υπόψη την αρχική συνθήκη: pn(0) = 0, για κάθε n,
έχουµε:

pn(0) = ce0 + e0

∫
e0λ · 0dt = 0⇒ c = 0

΄Αρα, η τελική - τελική λύση της εξίσωσης είναι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Για n = 1, έχουµε:

p1(t) = e−λt
∫
eλtλp0(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λtdt = e−λt · (λt)

Για n = 2, έχουµε:

p2(t) = e−λt
∫
eλtλp1(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)dt = e−λt · (λt)2

2!

Για n = 3, έχουµε:

p3(t) = e−λt
∫
eλtλp2(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)2

2!
dt = e−λt · (λt)3

3!

.

.

.
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Για n− 1, έχουµε:

pn−1(t) = e−λt
∫
eλtλpn−2(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)n−2

(n− 2)!
dt =

= e−λt · (λt)n−1

(n− 1)!

΄Αρα, εν κατακλείδι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)n−1

(n− 1)!
dt⇒

pn(t) = e−λt
(λt)n

n!

Θεώρηµα 3.3 Ισχύει η σχέση: O(∆t) = λ∆t(e−λ∆t − 1).

Απόδειξη: Γνωρίζουµε ότι : P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1] = λ∆t+O(∆t).
Για t = 0, η σχέση γίνεται : P [N(∆t)−N(0) = 1] = λ∆t+O(∆t) και

άρα:

P [N(∆t) = 1] = λ∆t+O(∆t)⇒ e−λt
(λ∆t)

1!
= λ∆t+O(∆t)⇒

⇒ O(∆t) = λ∆t(e−λ∆t − 1)

3.4 Λυµένες Ασκήσεις

3.1 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. Ορίζουµε:

pn(t) = P [N(t) = n]. Χρησιµοποιώντας την ∆Ε p′0(t) = −λp0(t)
και κατάλληλες αρχικές συνθήκες, δείξατε ότι : p0(t) = e−λt.
Χρησιµοποιώντας την ∆Ε : p′n(t) +λpn(t) = λpn−1(t) και κατάλλη-

λες αρχικές συνθήκες, δείξατε ότι : pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt.

Λύση: Η αρχική συνθήκη είναι p0(0) = P [N(0) = 0] = 1. Η ∆Ε

γράφεται : p′0(t) + λp0(t) = 0. Είναι γραµµική οµογενής και άρα

p0(t) = Ceλt. Από την αρχική συνθήκη ϐρίσκουµε ότι : C = 1 και άρα

p0(t) = e−λt.
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Ισχύει ότι p1(0) = P [N(0) = 1] αλλά, από ιδιότητες Poisson, αυτή η

πιθανότητα είναι µηδενική, εποµένως p1(0) = 0. Οµοίως, p2(0) = 0,
p3(0) = 0, ... και γενικά, pn(0) = 0. Αυτή είναι η αρχική συνθήκη που

ϑα χρησιµοποιήσουµε.

Η ∆Ε : p′n(t) + λpn(t) = λpn−1(t) είναι γραµµική πρώτης τάξεως. Η

λύση της οµογενούς είναι : phomn (t) = Ce−λt.

Για να ϐρούµε µία µερική λύση, ϑεωρούµε µία άγνωστη συνάρτηση

U(t) προς προσδιορισµό, έτσι ώστε η pn(t) = U(t)e−λt να είναι λύση

της ∆Ε. Αντικαθιστώντας, έχουµε:

(U(t)e−λt)′ + λ(U(t)e−λt) = λpn−1(t)⇒

⇒ U ′(t)e−λt − U(t)λe−λt + λ(U(t)e−λt) = λpn−1(t)⇒ U(t) =

=

∫
eλtλpn−1(t)dt

και εποµένως η µερική λύση είναι :

ppartialn (t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

και άρα η γενική λύση είναι :

pn(t) = Ce−λt + e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Από την αρχική συνθήκη pn(0) = 0 = pn−1(0), έχουµε:

pn(0) = 0 = Ce−λ0 + e−λ0

∫
eλ0λpn−1(0)dt⇒ 0 = C + 0⇒ C = 0

και η τελική λύση είναι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt



Κεφάλαιο 4

Ενδιάµεσοι Χρόνοι - Χρόνοι

΄Αφιξης

4.1 Ορισµοί

Επαναλαµβάνουµε τους ϐασικούς ορισµούς.

Ορισµός 4.1 Η τυχαία µεταβλητή Zn, που µετράει την χρονική διάρ-

κεια µεταξύ του n− 1 και του n συµβαντος, λέγεται ενδιάµεσος χρόνος.

Ορισµός 4.2 Η τυχαία µεταβλητή Ti, που µας δίνει την χρονική περί-

οδο απο την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί το i-γεγονός, ονοµάζεται

χρόνος άφιξης.

Ορισµός 4.3 ΄Εστω t µία χρονική στιγµή που δεν συβαίνει γεγονός. Ο

χρόνος W (t) από την στιγµή t, µέχρι να συµβεί το επόµενο γεγονός,

ονοµάζεται χρόνος αναµονής.

4.2 Κατανοµές

Θεώρηµα 4.1 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε
οι τυχαίες µεταβλητές των ενδιαµέσων χρόνων είναι ανεξάρτητες και

ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

Zi ∼ E(λ), i = 1, 2, ...

31
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Θεώρηµα 4.2 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε
οι τυχαίες µεταβλητές των χρόνων άφιξης, T1, T2, ..., Tn ακολουθούν την

Γάµµα κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

Tn ∼ Gamma(n, λ), n = 1, 2, ...

µε

E[Tn] =
n

λ
, V [Tn] =

n

λ2

Θεώρηµα 4.3 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. Υποθέ-

τουµε ότι 1 γεγονός συµβαίνει στο διάστηµα (0, t). Η τυχαία µεταβλητή

T1 ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή στο (0, t).

Θεώρηµα 4.4 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε
οι τυχαίες µεταβλητές των χρόνων αναµονής W (t), είναι ανεξάρτητες

και ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

W (t) ∼ E(λ), t > 0

4.3 Λυµένες Ασκήσεις

4.1 οι ασθενείς που ϕθάνουν σε ένα νοσοκοµείο ακολουθούν

την ανέλιξη Poisson µε λ = 1/10 ανά λεπτό. Ο ιατρός δεν ϐλέπει

έναν ασθενή µέχρι να περιµένουν 3 τουλάχιστον ασθενείς.

(α) Βρείτε τον µέσο χρόνο αναµονής µέχρι ο ιατρός να δεχθεί τον

πρώτο ασθενή.

(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα να µην δει ο ιατρός ασθενή την πρώ-

τη ώρα;

Λύση: (α) ΄Εστω T3 ο χρόνος άφιξης του τρίτου ασθενούς. Ζητάµε

E(T3). ΄Εχουµε:

E(T3) = E(Z1+Z2+Z3) = E(Z1)+E(Z2)+E(Z3) = 3· 1
λ

= 3·10 = 30

(ϐ) ΄Εστω p η πιθανότητα να µην ϐλέπει κανέναν ο ιατρός την πρώτη

ώρα. ΄Εχουµε:

p = P [N(60)−N(0) ≤ 2] =

= P [N(60)−N(0) = 0]+P [N(60)−N(0) = 1]+P [N(60)−N(0) = 2] =

= e−60/10 + e−60/10 · 60

10
+ e−60/10 · 1

2
·
(

60

10

)2

= 0.062
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4.2 ΄Εστωσαν X(t), Y (t) ανελίξεις Poisson, µε λόγους λX , λY
αντίστοιχα. Να ϐρεθεί η πιθανότητα το πρώτο γεγονός της δια-

δικασίας X(t) να συµβεί πριν από το πρώτο γεγονός της Y (t).

Λύση: Ορίζουµε :

• ZX,1 µία τυχαία µεταβλητή που µετρά που µετρά τον χρόνο µέχρι

την εµφάνιση του πρώτου γεγονότος της X(t).

• ZY,1 µία τυχαία µεταβλητή που µετρά που µετρά τον χρόνο µέχρι

την εµφάνιση του πρώτου γεγονότος της Y (t).

Οι τυχαίες αυτές µεταβλητές ακολουθούν εκθετικές κατανοµές µε πα-

ϱαµέτρους λX , λY . Η τυχαία µεταβλητή ZY,1, µπορεί να λάβει άπειρες

τιµές. Με την χρήση του Θεωρήµατος Ολικής Πιθανότητος έχουµε:

P [ZX,1 < ZY,1] =

∫ +∞

0
P [ZX,1 < ZY,1|ZY,1 = y] · P [ZY,1 = y]dy =

=

∫ +∞

0
P [ZX,1 < ZY,1|ZY,1 = y] · λY e−λY ydy =

=

∫ +∞

0
P [ZX,1 < y] · λY e−λY ydy =

∫ +∞

0
(1− e−λXy) · λY e−λY ydy =

=

∫ +∞

0
λY e

−λY ydy − λY
∫ +∞

0
e−(λX+λY )ydy =

λY
λX + λY

4.3 ΄Εστω ανέλιξη Poisson µε λόγο λ = 0.5. Βρείτε την πιθανότητα

το 10ο γεγονός να συµβεί µετά την 20η χρονική στιγµή.

Λύση: Με T10 συµβολίζουµε την τυχαία µεταβλητή, του πότε ϑα συµβεί

το 10ο γεγονός, ϑέλουµε P (T10 > 20). Η T10 ακολουθεί την κατανοµή

Erlang. ΄Εχουµε:

P (T10 > 20) =

∫ +∞

20
λ10 t

9

9!
e−λtdt = 0.457931 , λ = 0.5

Ισοδύναµα, η πιθανότητα P (T10 > 20) είναι ίδια µε την P [N(20) < 10],
χρησιµοποιώντας την ανέλιξη Poisson, έχουµε:

P [N(20) < 10] =

9∑
j=0

e−20λ (20λ)j

9!
0.457931 , λ = 0.5



34

4.4 Αποδείξατε το ϑεώρηµα: 4.1

Λύση: Θα δουλέψουµε επαγωγικά. ΄Εστω Z1 ο ενδιάµεσος χρόνος

µέχρι το πρώτο γεγονός. Η πιθανότητα P (Z1 > t) είναι ίση µε την

πιθανότητα: P ( κανένα γεγονός στο (0, t]), εποµένως :

P (Z1 > t) = P [N(t) = 0] = e−λt
(λt)0

0!
= e−λt

΄Αρα, για την αθροιστική κατανοµή της Z1 έχουµε:

FZ1(t) = P [Z1 ≤ t] = 1− P [Z1 > t] =

{
1− eλt, t > 0

0 t ≤ 0

∆ηλαδή, η Z1 ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.

΄Εστω τώρα, Z2 ο ενδιάµεσος χρόνος µεταξύ του 1ου και του 2ου γε-

γονότος. ΄Εστω ακόµα t, µία τυχαία χρονική στιγµή. Η πιθανότη-

τα P (Z2 > t) είναι ίση µε την πιθανότητα το πρώτο γεγονός να έχει

συµβεί στο χρονικό διάστηµα (0, s] και στο διάστηµα (s, s + t] να µη-

νέχει συµβεί γεγονός, δηλαδή µε την πιθανότητα: P [ καµµία άφιξη

στο (s, s + t]|Z1 = s]. Αλλά, λόγω της ιδιότητος των independent
increments, έχουµε:

P [ καµµία άφιξη στο (s, s+t]|Z1 = s] = P [ καµµία άφιξη στο (s, s+t]] =

P [N(t+ s)−N(s) = 0] = P [N(t+ s− s) = 0] = P [N(t) = 0] =

= e−λt
(λt)0

0!
= e−λt

΄Αρα, για την αθροιστική κατανοµή της Z2 έχουµε:

FZ2(t) = P [Z2 ≤ t] = 1− P [Z2 > t] =

{
1− eλt, t > 0

0, t ≤ 0

∆ηλαδή, η Z2 ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.

Οµοίως αποδεικνύεται για την Zi, i = 3, 4, 5, ...., ότι ακολουθεί την

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.

Παραλλαγή απόδειξης. Για να δείξουµε ότι η Z2 ακολουθεί την εκ-

ϑετική κατανοµή, ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα:

P (Z2 > t) =

∫ +∞

−∞
P [Z2 > t|Z1 = τ ]f1(τ)dτ =
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=

∫ +∞

−∞
P [N(t+ τ)−N(τ) = 0]f1(τ)dτ =

= e−λt
∫ +∞

−∞
f1(τ)dτ = e−λt · 1 = e−λt

όπου f1(τ), η συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος της Z1. Η απόδειξη

συνεχίζει όπως πριν.

4.5 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 4.2.

Λύση: Θα υπολογίσουµε την αθροιστική κατανοµή της τυχαίας µετα-

ϐλητής : Tn. ΄Εστω t µία αυθαίρετη χρονική στιγµή. ∆ιαδοχικά έχουµε:

F (t) = P (Tn ≤ t) = P [N(t) ≥ n] =
∞∑
i=n

P [N(t) = i] =
∞∑
i=n

e−λt
(λt)i

i!

Πράγµατι, Tn ≤ t σηµαίνει ότι το n-ιοστό γεγονός συµβαίνει πρίν την

χρονική στιγµή t, άρα, µέσα στο διάστηµα (0, t] συµβαίνουν περισ-

σότερα από n γεγονότα. Για να ϐρούµε την συνάρτηση πυκνότητος

πιθανότητος, παραγωγίζουµε και έχουµε:

f(t) = F ′(t) =
∞∑
i=n

[
−λe−λt (λt)

i

i!
+ e−λt

λ(λt)i−1

(i− 1)!

]
=

=

[
−λe−λt (λt)

n

n!
+ e−λt

λ(λt)n−1

(n− 1)!

]
+

[
−λe−λt (λt)n+1

(n+ 1)!
+ e−λt

λ(λt)n

(n)!

]
+· · ·

· · ·+
[
−λe−λt (λt)n+2

(n+ 2)!
+ e−λt

λ(λt)n+1

(n+ 1)!

]
+ · · · =

= λe−λt
λn−1tn−1

(n− 1)!
= λn

tn−1

(n− 1)!
e−λt

η οποία είναι η συν.π.π. της Γάµµα κατανοµής ή της κατανοµής

Erlang.
Επίσης Tn = Z1 + Z2 + · · ·+ Zn µε Zi ∼ Exp(λ), άρα:

E(Tn) = nE(Zi) =
n

λ
, V (Tn) = nV (Xi) =

n

λ2

4.6 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 4.4.
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Λύση: ΄Εστω ότι το n-οστό γεγονός συµβαίνει την χρονική στιγµή tn και

το n − 1-οστό γεγονός την χρονική στιγµή s. Προφανώς Zn = tn − s.
΄Εστω t µία χρονική στιγµή ανάµεσα στην s και την tn, αυτή την χρονική

στιγµή δεν συµβαίνει κανένα γεγονός, εποµένωςW (t) = tn−t. Ισχύει :

tn − t = tn − s+ s− t = tn − s− (t− s)⇒W (t) = Zn − (t− s)

Για να ϐρούµε την αθροιστική κατανοµή της W (t) ϑεωρούµε σταθερή

ποσότητα τ και υπολογίζουµε :

FW (τ) = P [W (t) ≤ τ ] = 1− P [W (t) > τ ]

Αλλά, χρησιµοποιώντας την προηγούµενη σχέση,

W (t) > τ ⇒ Zn − (t− s) > τ ⇒ Zn > t− s+ τ

Εποµένως,

P [W (t) > τ ] = P [Zn > t− s+ τ |Zn > t− s] =

=
P [Zn > t− s+ τ ∩ Zn > t− s]

P [Zn > t− s]
=
P [Zn > t− s+ τ ]

P [Zn > t− s]
Το Zn ακολουθεί την εκθετική κατανοµή, εποµένως :

P [Zn > t− s+ τ ]

P [Zn > t− s]
=
e−λ(t−s+τ)

e−λ(t−s) = e−λτ ⇒ FW (τ) = 1− e−λτ

Εποµένως η W (t) ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.

4.7 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 4.3.

Λύση: Θα προσδιορίσουµε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της

T1. ΄Εχουµε:

FT1(τ) = P [T1 ≤ τ ] = P [T1 ≤ τ |X(t) = 1] =

=
P [T1 ≤ τ και X(t) = 1]

P [X(t) = 1]
=
P [X(τ) = 1 και X(t)−X(τ) = 0]

P [X(t) = 1]
=

=
λτe−λτe−λ(t−τ)

λte−λt
=
τ

t

Αυτή είναι, αφού t σταθερό, η αθροιστική κατανοµή της οµοιόµορφης

κατανοµής.



Κεφάλαιο 5

Συγχώνευση-∆ιάσπαση

∆ιαδικασιών Poisson

5.1 Συγχώνευση

΄Εστωσαν N1(t), N2(t), δύο στοχαστικές διαδικασίες Poisson µε λό-

γους λ1, λ2 αντίστοιχα. Ορίζουµε την ανέλιξη : N(t) = N1(t) + N2(t).
Ισχύουν τα εξής :

• N(0) = 0

• N(t) ∈ {0, 1, 2, ....}

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των independent increments.

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments.

• Η N(t) είναι στοχαστική ανέλιξη Poisson µε λόγο: λ1 + λ2,

δηλαδή:

N(t) ∼ P(λ1t+ λ2t)

Γενικότερα ισχύει :

Θεώρηµα 5.1 Αν N1(t) ∼ P(λ1t), N2(t) ∼ P(λ2t), . . ., Nm(t) ∼
P(λmt), τότε :

N(t) = N1(t) +N2(t) + · · ·+Nm(t) ∼ P((λ1 + λ2 + · · ·+ λm)t)
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5.2 ∆ιάσπαση

Θεώρηµα 5.2 ΄Εστω N(t), µία στοχαστική ανέλιξη Poisson µε λόγο

λ. ∆ιασπάµε την N(t) σε δύο ανελίξεις N1(t), N2(t), ως εξής : Για κάθε

άφιξη διεξάγουµε ένα τυχαίο πείραµα µε πιθανότητα επιτυχίας p. Εάν

έχουµε επιτυχία, η άφιξη αποδίδεται στην ανέλιξη N1(t), άλλως στην

N2(t). Ισχύουν :

1. N1(t) ∼ P(λpt)

2. N2(t) ∼ P(λqt), q = 1− p

3. Οι N1(t), N2(t) είναι ανεξάρτητες.

5.3 Λυµένες Ασκήσεις

5.1 Το πλήθος των πελατών ενός µπαρ σε ένα χρονικό διάστηµα [0, t)
είναι µία διαδικασία Poisson, N(t), µε λόγο µ. Ενας πελάτης παραγ-

γέλνει ποτό µε πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες και

την ποσότητα N(t). (α) Βρείτε την κατανοµή αυτών που παραγγέλνουν

και αυτών που δεν παραγγέλνουν. (ϐ) Βρείτε την από κοινού κατανοµή.

(γ) είναι ανεξάρτητες·

Λύση: (α) Ορίζουµε X(t) την ανέλιξη, που µετράει αυτούς που πα-

ϱαγγέλνουν και Y (t), αυτούς που δεν παραγγέλνουν. Από Θεώρηµα

Ολικής Πιθανότητος έχω:

P [X(t) = k] =

∞∑
n=0

P [X(t) = k|N(t) = n]P [N(t) = n]

αλλά,

P [N(t) = n] = e−µt
(µt)n

n!
, P [X(t) = k|N(t) = n] =

(
n
k

)
pkqn−k

αντικαθιστώντας, έχω:

P [X(t) = k] =

∞∑
n=k

(
n
k

)
pkqn−ke−µt

(µt)n

n!
=

∞∑
n=k

pkqn−ke−µtµnn!

k!(n− k)!n!
=

=
e−µt(µp)k

k!

∞∑
n=k

(µtq)n−k

(n− k)!
=
e−µt(µp)k

k!
eµtq = e−µtp

(µtp)k

k!
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Εποµένως, η X(t) ακολουθεί Poisson, µε παράµετρο µp και η Y (t)
ακολουθεί Poisson, µε παράµετρο µq.
(ϐ) Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος είναι :

PXY [X(t) = i, Y (t) = j] =
∞∑
n=0

P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = n]P [N(t) = n]

αλλά, P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = n] = 0 εάν n 6= i+ j, οπότε :

PXY [X(t) = i, Y (t) = j] = P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = i+j]P [N(t) = i+j] =

P [X(t) = i|N(t) = i+j]P [N(t) = i+j] =

(
i+ j
i

)
piqje−µt

(µt)i+j

(i+ j)!
=

= e−µt
(µtp)i(µtq)j

i!j!
= e−µtp

(µtp)i

i!
· e−µtq (µtq)j

j!
=

= P [X(t) = i] · P [Y (t) = j]

(γ) Από την προηγούµενη σχέση οι X(t), Y (t) είναι ανεξάρτητες.



40



Ευρετήριο

ενδιάµεσος χρόνος, 12 χρόνος άφιξης, 31

χρόνος αναµονής, 12
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