
΄Ασκηση 2

1 Εκµάϑηση Οϱϑογωνίων [2 µονάδες]

Η κλάση H των οϱϑογώνιων διαχωϱιστών σε d διαστάσεις πεϱιέχει συναϱτήσεις της µοϱϕής:

ha,b(x) =

{
+1 Αν για κάϑε i ∈ [d], ισχύει xi ∈ [ai, bi]

−1 διαϕοϱετικά

για παϱαµέτϱους a1, ..., ad, b1, ..., bd ∈ R. ∆ηλαδή, οι συναϱήσεις παίϱνουν την τιµή +1 αν το
σηµείο είναι µέσα στο οϱϑογώνιο και −1 αλλιώς.

(α) Να δείξετε ότι στη realizable πεϱίπτωση, ο αλγόριθµος A που για ένα σύνολο δειγµάτων
ϐϱίσκει το µικϱότεϱο ορθογώνιο που περιέχει τα ϑετικά σηµεία είναι ERM.

(ϐ) Να δείξετε ότι αν ο A είναι (ε, δ)-realizable PAC learner µε mPAC
H = O

(
d
ε
log(d/δ)

)
.

Συµϐουλή: ∆είξτε ότι ο αλγόϱιϑµος Α επιστϱέϕει ένα οϱϑογώνιο µε παϱαµέτϱους â, b̂
που είναι υποσύνολο του πϱαγµατικού οϱϑογωνίου ha∗,b∗. Στη συνέχεια δείξτε ότι για
κάϑε i ∈ d, Pr[xi ∈ (a∗i , âi)] < ϵ/(2d) και Pr[xi ∈ (b̂i, b

∗
i )] < ϵ/(2d) µε µεγάλη

πιϑανότητα.

(γ) Υποloγίστε το VC dimension της κλάσης H.

(δ) Ποια είναι τα bounds της δειγµατικής πολυπλοκότητας για realizable και agnostic PAC
learning που συνεπάγωνται για τον αλγοϱιϑµο A;

2 Εκµάϑηση από 2 πηγές δειγµάτων [1 µονάδα]

Εξετάστε µια παϱαλλαγή του µοντέλου PAC στην οποία υπάϱχουν δύο πηγές δειγµάτων: η
µια δίνει ϑετικά παϱαδείγµατα και η άλλη αϱνητικά, και τα δύο σύµϕωνα µε µια υποκείµενη
κατανοµή D στο X.

Πιο συγκεκϱιµένα, για µια συνάϱτηση f : X → {−1,+1}, έστω D+ η κατανοµή πάνω
στο X+ = {x ∈ X : f(x) = +1} µε µάϹα πιϑανότητας D+(A) = D(A)/D(X+), για κάϑε
A ⊆ X+. Οµοίως, D− είναι η κατανοµή στο X− = {x ∈ X : f(x) = −1}. Ο οϱισµός του PAC
learnability στο µοντέλο δύο πηγών είναι ο ίδιος µε τον standard οϱισµό του PAC learnability
εκτός από το ότι εδώ ο εκπαιδευόµενος έχει πϱόσϐαση σε m+(ε, δ) i.i.d. παϱαδείγµατα από
τα D+ και m−(ε, δ) i.i.d. παϱαδείγµατα από το D−. O στόχος είναι να πϱοσδιοϱιστεί µια h
τ.ω. µε πιϑανότητα τουλάχιστον 1− δ, Prx∼D+ [h(x) ̸= +1] ≤ ε και Prx∼D− [h(x) ̸= −1] ≤ ε.
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(α) ∆είξτε ότι εάν µια κλάση υποϑέσεων H είναι PAC learnable στο τυπικό µοντέλο µιας
πηγής παϱαδειγµάτων, τότε είναι PAC learnable και στο µοντέλο δύο πηγών.

(ϐ) ΄Εστω h+ και h− οι συναρτήσεις που είναι πάντα +1 και πάντα −1 αντίστοιχα. Yποϑέτωντας
ότι h+, h− ∈ H, δείξτε ότι εάν η κλάση H είναι PAC learnable στο µοντέλο δύο πηγών
παραδειγµάτων, τότε είναι PAC learnable και στο τυπικό µοντέλο µιας πηγής.
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