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Πρόβλημα 6. Για έναν πίνακα A ∈ Rn×n
ορίζουμε το ίχνος ως το άθροισμα των διαγώνιων στοιχείων

του, δηλαδή tr(A) = a11 + a22 + . . .+ ann. ΄Εστω W = {A ∈ Rn×n|tr(A) = 0}. Να δειχθεί ότι ο W είναι

διανυσματικός χώρος και να βρεθεί η διάστασή του.

΄Εχουμε ότι αν A,B ∈W τότε tr(A) = 0, tr(B) = 0 και tr(A+B) = tr(A)+tr(B) = 0 άρα A+B ∈W .
Επίσης, λόγω της προφανούς ιδιότητας tr(λA) = λtr(A) έχουμε ότι A ∈ W δίνει και λA ∈ W για λ ∈ R.
Επίσης tr(0) = 0, όπου το αριστερά μηδέν είναι ο μηδενικός n×n πίνακας και το δεξιά μηδέν ο πραγματικός
αριθμός μηδέν, άρα ο W έχει και το μηδενικό διάνυσμα. ΄Ολες οι ιδιότητες ικανοποιούνται άρα ο W είναι

διανυσματικός χώρος.

Για να βρούμε τη διάσταση του αρκεί να βρούμε μία βάση του. Για 2× 2 πίνακες έχουμε ότι η συνθήκη
tr(A) = 0 δίνει ότι ο W περιέχει όλους τους πίνακες της μορφής[

a11 a12
a12 −a11

]
άρα μία βάση του είναι η [

1 0
0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
Τα παραπάνω είναι βάση του W καθώς είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και παράγουν όλο το W . Αυτό σημαίνει
ότι η διάσταση του W για n = 2 ισούται με 3.
Για γενικό n θα δώσουμε μια βάση του με n2 − 1 στοιχεία. ΄Εστω Eij ο πίνακας που έχει 1 στην θέση

(i, j) και 0 οπουδήποτε αλλού. ΄Εστω Ẽi επίσης ο πίνακας που έχει 1 στη θέση (i, i), −1 στη θέση (n, n)
και 0 οπουδήποτε αλλού. Ισχυριζόμαστε ότι το σύνολο

B :=

{
Ei,j |(i, j) ∈ [n]× [n], i 6= j

}⋃{
Ẽi|1 ≤ i ≤ n− 1

}

είναι μια βάση του W . Πρώτα από όλα, έχουμε ότι tr(Eij) = 0 για i 6= j και άρα Eij ∈ W , αλλά και
tr(Ẽi) = 0 οπότε Ẽi ∈ W . Εν συνεχεία, εύκολα παρατηρεί κανείς ότι όλοι αυτοί οι πίνακες είναι γραμμικώς
ανεξάρτητοι, γιατί κάθε πίνακας στο B έχει ένα μη μηδενικό σε μια εγγραφή όπου όλοι οι άλλοι έχουν 0
1
. Τελικώς, κάθε πίνακας με μηδενικό ίχνος μπορεί να γραφτεί ως το άθροισμα όλων αυτών των πινάκων.

Πρώτα, παρατηρούμε ότι κάθε A ∈ W ικανοποιεί ann = −
∑n−1

i=1 aii λόγω της σχέσης tr(A) = 0. Για
να γράψουμε τον A ως γραμμικό συνδυασμό των πινάκων στη B έχουμε το εξής: για τα στοιχεία εκτός
της διαγωνίου χρησιμοποιούμε τους πίνακες Ei,j με συντελεστή ai,j στον γραμμικό συνδυασμό και για τα

στοιχεία εντός της διαγωνίου, εκτός του n-οστού χρησιμοποιούμε τους Ẽi με συντελεστή aii. Εφόσον τα
στοιχεία στο σύνολο B είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και παράγουν όλο το W αυτό σημαίνει ότι είναι μια βάση
του W . ΄Αρα dimW = |B| = n2 − 1.

1
Προσοχή, αυτό είναι μια ικανή αλλά όχι μια αναγκαία συνθήκη για γραμμική ανεξαρτησία.
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