
Σχετιϰά µε την έννοια της συνάρτησης

Μία συνάρτηση µπορεί να νοηϑεί ως ένας ϰωδιϰοποιηµένος, ή «παϰεταρι-
σµένος», µετασχηµατισµός. Σ΄ αυτή την ανάγνωση, ο ϰατασϰευαστής � ϰωδιϰοποιεί,
ή παϰετάρει, έναν µετασχηµατισµό σε συνάρτηση· αντιστρόφως, ο µετασχηµατισµός
που αποϰωδιϰοποιεί, ή ξεπαϰετάρει, είναι ο apply:

(x∶�) b(x)∶ ↦ �(b)∶� ⊃  ,
f ∶� ⊃  ↦ (x∶�) apply(f , x)∶ .

Η ουσιαστιϰή διαφορά µεταξύ συναρτήσεων ϰαι µετασχηµατισµών είναι η εξής:

• Οι µετασχηµατισµοί είναι δραστιϰοί, δηλαδή είναι έτοιµοι να δεχϑούν ορίσµα-
τα χωρίς πρόσϑετες διατυπώσεις.

• Οισυναρτήσεις είναι αδρανείς: Η εφαρµογήµιαςσυνάρτησηςσε ένα µέλος τού
πεδίου ορισµού της χρειάζεται εξωτεριϰή βοήϑεια, η οποία, στην περίπτωσή
µας, έρχεται στη µορφή τού µετασχηµατισµού apply.

Κάτι ανάλογο συµβαίνει στη ϑεωρία συνόλων. Εϰεί, οι συναρτήσεις, ως σύνολα
(διατεταγµένων ζευγών), είναι αδρανείς. Κατά συνέπεια, για µία συνάρτηση

f ∶X → Y

η έϰφραση f (x) χρήζει ορισµού, π.χ.,

�(f (x)) ∶≡ ∃ (y ∈ Y ) [(x, y) ∈ f & �(y)] .

Παρατήρηση. Η διάϰριση µεταξύ συναρτήσεων ϰαι µετασχηµατισµών πηγαίνει πίσω
στον Frege, ο οποίος ϰαλούσε τους µετασχηµατισµούς συναρτήσεις, ϰαι τους χαρα-
ϰτήριζε µη ϰορεσµένα αντιϰείµενα, ενώ σε µία ϰατά Frege συνάρτηση f αντιστοιχούσε
το "̀f , το οποίο ονόµαζε course-of-values τής f . Το σύµβολο � χρησιµοποιείται για
πρώτη φορά από τον Church τη δεϰαετία τού 1930.
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Σχετιϰά µε την αρχή αποϰεισµού τρίτου

Μία πρόταση είναι αποϰρίσιµη εάν είναι αληϑής ή ψευδής· συµβολιϰά,

Decidable(�) ∶≡ � ∨ ¬�.

Η αρχή τού αποϰλεισµού τού τρίτου λέει ότι όλες οι προτάσεις είναι αποϰρίσιµες.

΄Ασϰηση 1. Για οποιεσδήποτε προτάσεις � ϰαι  , δείξτε ότι � ⊃ ((� ⊃  ) ⊃  ).

Πόρισµα 1. Για οποιαδήποτε πρόταση �, � ⊃ ¬¬�.

Απόδειξη. Στην προηγούµενη άσϰηση, βάλτε όπου  το ⊥.
Μία πρόταση είναι ευσταϑής (stable) εάν ισχύει το αντίστροφο:

Stable(�) ∶≡ ¬¬� ⊃ �.

΄Ασϰηση 2. ∆είξτε ότι εάν µία οποιαδήποτε πρόταση � είναι αποϰρίσιµη, τότε είναι
ευσταϑής.

΄Ασϰηση 3. Αποδείξτε τή διπλή άρνηση τής αρχής τού αποϰλεισµού τού τρίτου:
Για οποιαδήποτε πρόταση �, ¬¬Decidable(�).
Πόρισµα 2. Εάν ϰάϑε πρόταση είναι ευσταϑής, τότε η αρχή τού αποϰλεισµού τού τρίτου

ισχύει.

Απόδειξη. Από την υπόϑεση του πορίσµατος έπεται ότι για οποιαδήποτε πρόταση
�, η πρόταση Decidable(�) είναι ευσταϑής. Τώρα εφαρµόστε τήν άσϰηση 3.
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Οιϰογένειες τύπων

Η αρχή τής αναδροµής µιας οιϰογένειας

(x∶A) B(x)

παρέχει έναν τρόπο ορισµού µετασχηµατισµών

(x∶A, y∶B(x)) t(x, y)∶C(x),

όπου η (x∶A) C(x) είναι οιϰογένεια ως προς τον ίδιο δείϰτη.
Παρατηρήσεις. 1. Σε σχέση µε τις αρχές αναδροµής των µεµονοµένων τύπων,

υπάρχει µία επιπλέον µεταβλητή, η x , η οποία µάς λέει σε ποιο στιγµιότυπο
βρισϰόµαστε ϰάϑε φορά.

2. Ο τύπος τού y εξαρτάται από το x .

3. Ανάλογα πράγµατα ισχύουν προϰειµένου για οιϰογένειες ως προς περισσότε-
ρους δείϰτες.
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Μέλη ϰαι ϰατασϰευαστές

Η αρχή τής επαγωγής για τον τύπο Bool έχει ως εξής: ∆οϑέντων

• µιας οιϰογένειας (x∶Bool) C(x),

• ενός cfalse∶C(false), ϰαι

• ενός ctrue∶C(true),

οι σχέσεις

t(false) ∶≡ cfalse,
t(true) ∶≡ ctrue,

ορίζουν έναν µετασχηµατισµό (x∶Bool) t(x)∶C(x).
Λήµµα 3. ∀(x∶Bool) x = false ∨ x = true.

Απόδειξη. Θα ϰάνουµε επαγωγή στο x . Θεωρούµε την οιϰογένεια

(x∶Bool) x = false ∨ x = true,

ϰαι τα µέλη

in1(reflfalse)∶false = false ∨ false = true

in2(refltrue)∶true = false ∨ true = true.

Από τα παραπάνω ορίζεται µε επαγωγή ένας µετασχηµατισµός

(x∶Bool) t(x)∶x = false ∨ x = true.

∆εν έχουµε πλέον παρά να εφαρµόσουµε τον ϰανόνα εισαγωγής τής συνεπαγωγής:

�(t)∶∀(x∶Bool) x = false ∨ x = true.

Το ίδιο δεν ισχύει για οιϰογένειες τύπων· π.χ., δε µπορούµε να δείξουµε ότι ϰάϑε
µέλος τού a = a είναι ίσο µε το refla .
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