
1η προαιρετική εργαςία για το μάθημα «Αναγνώριςη προτύπων» 

 

Σημειώςεισ: 

1. Η παροφςα εργαςία είναι θ πρϊτθ από 2 ςυνολικά εργαςίεσ, οι οποίεσ είναι 

προαιρετικζσ και κα βακμολογθκοφν (και οι δφο) με μία μονάδα επιπλζον του 10.  

2. Οι απαντιςεισ να όςο το δυνατόν ςυντομότερεσ. 

 

1η άςκηςη:  

Να παράγετε  διςδιάςτατα ςθμεία από μία κανονικι κατανομι , με μζςθ 

τιμι  και μιτρα ςυνδιαςποράσ , για τισ παρακάτω 

περιπτϊςεισ 

(α)  

(β)  

(γ)  

(δ)  

(ε)  

(ςτ)  

(η)  

(θ)  

Απεικονίςτε γραφικά το παραπάνω ςφνολο και ςχολιάςτε τα ςχιματα των ομάδων που 

προκφπτουν. 

 

Υπόδειξη: Για τθν παραγωγι του πρϊτου ςυνόλου δεδομζνων χρθςιμοποιοφμε τισ 

παρακάτω εντολζσ: 

randn(‘seed’,0)  %Initialization of the randn function 

m=[0 0]’; 

S=[1 0; 0 1]; 

N=500; 

X=mvnrnd(m,S,N)’; 

όπου X είναι το μθτρϊο που περιζχει τα διανφςματα ςτισ ςτιλεσ του. 

 

Για τθ γραφικι απεικόνιςθ των δεδομζνων του πρϊτου ςυνόλου χρθςιμοποιοφμε τισ 

παρακάτω εντολζσ: 

figure(1), plot(X(1,:), X(2,:),’.’); 

figure(1), axis equal 

figure(1), axis([-7 7 -7 7]) 

 

Για τα υπόλοιπα ςφνολα εργαηόμαςτε με παρόμοιο τρόπο. 

 

 

 

 

 

 



2η άςκηςη:  

Θεωρείςτε ζνα πρόβλθμα δφο ιςοπίκανων κλάςεων ςτο μονοδιάςτατο χϊρο, οι οποίεσ 

προκφπτουν από τισ κανονικζσ κατανομζσ 1 και , αντίςτοιχα, όπου 

,  και . 

(α) Ταξινομιςτε το ςθμείο  ςε μία από τισ δφο κλάςεισ, με βάςθ τον κανόνα του 

Bayes (κάνετε τισ πράξεισ ςτο χαρτί). 

(β) Να παράγετε ζνα ςφνολο  με  ςθμεία, από τα οποία τα μιςά κα προζρχονται 

από τθν πρϊτθ κλάςθ και τα υπόλοιπα από τθ δεφτερθ. Στθ ςυνζχεια ταξινομιςτε κακζνα 

από τα ςτοιχεία αυτά ςτισ δφο κλάςεισ χρθςιμοποιϊντασ τον ταξινομθτι Bayes. Προτείνετε 

ζναν απλό τρόπο εκτίμθςθσ τθσ πικανότθτασ λάκουσ, , με βάςθ τα αποτελζςματα τθσ 

ταξινόμθςθσ των ςθμείων του , και εφαρμόςτε τον προκειμζνου να υπολογίςετε τθν 

εκτίμθςθ τθσ  (χριςθ MATLAB). 

 

(γ) Επαναλάβετε το (β) για  και για . 

 

(δ) Προςδιορίςτε κεωρθτικά τθν πικανότθτα λάκουσ του ταξινομθτι Bayes για τισ δφο 

κλάςεισ. 

 

(ε) Συγκρίνετε τα αποτελζςματα που προζκυψαν από τα (β), (γ), (δ) και εξάγετε 

ςυμπεράςματα. 

 

Υπόδειξη: Χρθςιμοποιιςτε τον παρακάτω κϊδικα MATLAB για το βιμα (β) (αλλάηοντασ τθν 

τιμι του , ο κϊδικασ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και για τα (γ), (δ)). 

 
randn('seed',0) %Initialization of the random number generator for 

normal distr. 

  
P1=0.5;  %a priori class probabilities 
P2=0.5; 

  
m1=1;    % mean of normal distributions 
m2=7; 
s=2;     % variance of the normal distributions 

  
N=200;   %Total number of points (Give only even numbers) 

  
% The vector containing the set of points (1st half from 1st class) 
Y=[randn(1,N/2)+m1 randn(1,N/2)+m2];  
% The vector containing the true class labels for the points (if 

t(i)=1(2), the 
% i-th point comes from class 1(2)) 
t=[ones(1, N/2) 2*ones(1, N/2)];  

  
output=[]; % Vector containing the class labels of  
for i=1:N 
    %Computation of the pdfs for both classes on the specific data 

points  
    p1=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m1)^2/(2*s));  
    p2=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m2)^2/(2*s)); 

                                                           
1
 Προςοχι: Το  εδϊ ςυμβολίηει τθ διαςπορά 



    % Application of the Bayes rule 
    if(P1*p1>P2*p2) 
        output=[output 1]; 
    else 
        output=[output 2]; 
    end 
end 

  
% Check for the points that are not classified correctly. 
bayes_res=(t~=output) %if bayes_res(i)=1 then the i-th point is 

correctly classified 

 

3η άςκηςη:  

Θεωρείςτε ζνα πρόβλθμα δφο ιςοπίκανων κλάςεων ςτον τριςδιάςτατο χϊρο, όπου οι δφο 

κλάςεισ μοντελοποιοφνται από κανονικζσ κατανομζσ με μζςεσ τιμζσ  

και , αντίςτοιχα. Η μιτρα ςυνδιαςποράσ για τισ δφο κατανομζσ είναι 

  

 

(α) Παράγετε  διανφςματα (τα μιςά από τθν πρϊτθ και τα υπόλοιπα από τθ 

δεφτερθ κατανομι) και ταξινομιςτε τα χρθςιμοποιϊντασ (i) τον ταξινομθτι ελάχιςτθσ 

Ευκλείδειασ απόςταςθσ και  (ii) τον ταξινομθτι ελάχιςτθσ Mahalanobis απόςταςθσ. 

Εκτιμιςτε τθν πικανότθτα λάκουσ ςε κάκε περίπτωςθ. 

 

(β) Επαναλάβετε το (α) για  και . 

 

(γ) Σχολιάςτε τα αποτελζςματα που προζκυψαν από τα (α) και (β). 

 

(δ) Ποια εκτιμάτε  ότι κα ιταν θ απόδοςθ του ταξινομθτι Bayes; (απαντιςτε χωρίσ να 

εφαρμόςετε τον κανόνα του Bayes) 

 

Υπόδειξη: Χρθςιμοποιιςτε για το (α) τον ακόλουκο κϊδικα 

 
randn('seed',0) %initialization of the random number generator 

  
m1=[0.2 0.2 0.2]';  %mean vectors 
m2=[0.7 0.7 0.7]'; 
m=[m1 m2]; 
S=[0.8 0.01 0.01; 0.01 0.2 0.01; 0.01 0.01 0.2]; %Covariance matrix 

  
N=200; %Number of data vectors (only even numbers) 

  
%Generation of the data set 
Y=[mvnrnd(m1',S,N/2); mvnrnd(m2',S,N/2)]'; %Y is an 3xN matrix  

  
%Class labels (if (t(i)=1(2), the i-th vector is from class 1(2)) 
t=[ones(1,N/2) 2*ones(1,N/2)]; 

  
%Application of the Euclidean classifier 
out_eucl=euclidean_classifier(m,Y); 



  
%Application of the Mahalanobis classifier 
out_maha=mahalanobis_classifier(m,S,Y); 

  

 

 
function [z]=euclidean_classifier(m,X) 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% FUNCTION 
%   [z]=euclidean_classifier(m,X) 
% This function classifies a set of data vectors in one out of c 

possible 
% classes, according to the Euclidean classifier. 
% 
% INPUT ARGUMENTS: 
%   m:      an lxc dimensional matrix, whose i-th column corresponds 

to the 
%           mean of the i-th class. 
%   X:      an lxN dimensional matrix whose columns are the data 

vectors to 
%           be classified. 
% 
% OUTPUT ARGUMENTS 
%   z:      an N-dimensional vector whose i-th component contains the 

label 
%           of the class where the i-th data vector has been 

assigned. 
% 
% (c) 2008 A. Pikrakis, S. Theodoridis, K. Koutroumbas, D. Cavouras 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
    [l,c]=size(m); 
    [l,N]=size(X); 

     
    for i=1:N 
       for j=1:c 
          de(j)=sqrt((X(:,i)-m(:,j))'*(X(:,i)-m(:,j))); 
       end 
       [num,z(i)]=min(de); 
    end     

 

 
function z=mahalanobis_classifier(m,S,X) 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% FUNCTION 
%   [z]=mahalanobis_classifier(m,S,X) 
% This function classifies a set of data vectors in one out of c 

possible 
% classes, according to the Mahalanobis classifier. 
% 
% INPUT ARGUMENTS: 
%   m:      an lxc dimensional matrix, whose i-th column corresponds 

to the 
%           mean of the i-th class 
%   S:      an lxl dimensional matrix which corresponds to the matrix 



%           involved in the Mahalanobis distance (when the classes 

have  
%           the same covariance matrix, S equals to this common 

covariance 
%           matrix). 
%   X:      an lxN dimensional matrix, whose columns are the data 

vectors 
%           to be classified. 
% 
% OUTPUT ARGUMENTS 
%   z:      an N-dimensional vector whose i-th component contains the 

label 
%           of the class where the i-th data vector has been 

assigned. 
% 
% (c) 2008 A. Pikrakis, S. Theodoridis, K. Koutroumbas, D. Cavouras 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
    [l,c]=size(m); 
    [l,N]=size(X); 

     
    for i=1:N 
       for j=1:c 
          dm(j)=sqrt((X(:,i)-m(:,j))'*inv(S)*(X(:,i)-m(:,j))); 
       end 
       [num,z(i)]=min(dm); 
    end 

 

 

4η άςκηςη: 

Θεωρείςτε ζνα πρόβλθμα δφο κλάςεων ςτο μονοδιάςτατο χϊρο, όπου οι δφο κλάςεισ 

μοντελοποιοφνται από κανονικζσ κατανομζσ  και , αντίςτοιχα, όπου 

,  και . 

 

(α) Να παράγετε  ςθμεία από τθν πρϊτθ κατανομι και   ςθμεία από τθ 

δεφτερθ κατανομι και ζςτω  και  τα αντίςτοιχα ςφνολα δεδομζνων για κάκε κλάςθ. 

 

(β) Να παράγετε ζνα ςφνολο  με  ςθμεία, από τα οποία τα πρϊτα  κα 

προζρχονται από τθν πρϊτθ κατανομι ενϊ τα υπόλοιπα από τθ δεφτερθ. 

 

(γ) Ασ προςποιθκοφμε τϊρα ότι για το πρόβλθμά μασ γνωρίηουμε τα ακόλουκα: (i) τα 

ςφνολα δεδομζνων  και  για τισ δφο κλάςεισ  και (ii) το γεγονόσ ότι οι δφο κλάςεισ 

μοντελοποιοφνται από κανονικζσ κατανομζσ γνωςτισ (κοινισ) διαςποράσ  και 

άγνωςτων μζςων τιμϊν. Εκτιμιςτε τισ μζςεσ τιμζσ των κατανομϊν των δφο κλάςεων με τθ 

μζκοδο τθσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ (ML). 

 

(δ) Αφοφ εκτιμιςετε τισ a priori πικανότθτεσ των δφο κλάςεων εφαρμόςτε τον ταξινομθτι  

Bayes προκειμζνου να ταξινομιςετε τα ςτοιχεία του ςυνόλου  χρθςιμοποιϊντασ (i) τισ 

πραγματικζσ τιμζσ των μζςων τιμϊν των κατανομϊν και (ii) τισ εκτιμθκείςεσ τιμζσ αυτϊν. 

Εκτιμιςτε τθν πικανότθτα λάκουσ ςτισ δφο περιπτϊςεισ. 

 



(ε) Επαναλάβετε το (α) για  και  ςθμεία και ςτθ ςυνζχεια 

επαναλάβετε τα (γ) και (δ). 

 

(ςτ) Σχολιάςτε τα αποτελζςματα. 

 

(η) Με βάςθ τα δεδομζνα που υποτίκεται ότι είναι γνωςτά ςτο (γ) κα είχε νόθμα θ χριςθ 

τθσ μεκόδου τθσ μεγίςτθσ εκ των υςτζρων πικανότθτασ (MAP) για τθν εκτίμθςθ των μζςων 

τιμϊν των κατανομϊν; 

 

Υπόδειξη: Χρθςιμοποιιςτε τον παρακάτω κϊδικα για τθ διεξαγωγι των πειραμάτων 

 
randn('seed',0) %Initialization of the random number generator for 

normal 

  
m1=1; %The parameters of the distributions 
m2=6; 
s=2; 

  
% Genereation of X1 
N1=15; 
X1=randn(1,N1)+m1; 

  
%Generation of X2 
N2=15; 
X2=randn(1,N2)+m2; 

  
%Generation of Y 
randn('seed',100) %Initialization that guarantees that the same set Y 

will be produced. 
N=1000; 
Y=[randn(1,N/2)+m1 randn(1,N/2)+m2]; 
t=[ones(1,N/2) 2*ones(1,N/2)]; 

  
%Maximum likelihood estimates of the means 
m1_ML=sum(X1)/N1; 
m2_ML=sum(X2)/N2; 

  
% Estimation of the a priori probabilities 
P1=N1/(N1+N2); 
P2=N2/(N1+N2); 

  
%Bayes rule for the case where the true means are used 
output=[]; 
for i=1:N 
    p1=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m1)^2/(2*s));  
    p2=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m2)^2/(2*s)); 
    % Application of the Bayes rule 
    if(P1*p1>P2*p2) 
        output=[output 1]; 
    else 
        output=[output 2]; 
    end 
end 

  
bayes_res=(t~=output); %if bayes_res(i)=1 then the i-th point is 

correctly classified 



  
%Bayes rule for the case where the estimated means are used 
output_ML=[]; 
for i=1:N 
    p1=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m1_ML)^2/(2*s));  
    p2=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m2_ML)^2/(2*s)); 
    % Application of the Bayes rule 
    if(P1*p1>P2*p2) 
        output_ML=[output_ML 1]; 
    else 
        output_ML=[output_ML 2]; 
    end 
end 

  
bayes_res_ML=(t~=output_ML); %if bayes_res_ML(i)=1 then the i-th 

point is correctly classified 

  

 

 

5η  άςκηςη:  

Θεωρείςτε ζνα πρόβλθμα δφο κλάςεων ςτο μονοδιάςτατο χϊρο, όπου οι δφο κλάςεισ 

μοντελοποιοφνται από κανονικζσ κατανομζσ  και , αντίςτοιχα, όπου 

,  και . 

 

(α) Να παράγετε  ςθμεία από τθν πρϊτθ κατανομι και   ςθμεία από τθ 

δεφτερθ κατανομι και ζςτω  και  τα αντίςτοιχα ςφνολα δεδομζνων για κάκε κλάςθ. 

 

(β) Να παράγετε ζνα ςφνολο  με  ςθμεία, από τα οποία τα πρϊτα  κα 

προζρχονται από τθν πρϊτθ κατανομι ενϊ τα υπόλοιπα από τθ δεφτερθ. 

 

(γ) Ασ προςποιθκοφμε τϊρα ότι για το πρόβλθμά μασ γνωρίηουμε μόνο τα ςφνολα 

δεδομζνων  και  για τισ δφο κλάςεισ. Εκτιμιςτε τισ a priori πυκνότθτεσ πικανότθτασ 

των δφο κλάςεων και, ςτθ ςυνζχεια, εφαρμόςτε τον ταξινομθτι Bayes προκειμζνου να 

ταξινομιςετε τα ςτοιχεία του ςυνόλου . Για τθν εκτίμθςθ τθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ τθσ 

κλάςθσ 1 ςε ζνα ςθμείο του  χρθςιμοποιιςτε παράκυρα Parzen (με  και 

ςυνάρτθςθ βάςθσ ( ) τθν , θ οποία ιςοφται με  για όλα τα 

ςθμεία που βρίςκονται ςτο διάςτθμα μεγζκουσ  που είναι κεντραριςμζνο ςτο ) και το 

ςφνολο . Ομοίωσ και για τθν κλάςθ . 

 

(δ) Χρθςιμοποιιςτε τον ταξινομθτι Bayes για τθν ταξινόμθςθ των ςτοιχείων του , 

χρθςιμοποιϊντασ τισ πραγματικζσ τιμζσ των κατανομϊν και ςυγκρίνετε  τα αποτελζςματα. 

 

(ε) Επαναλάβετε για  και . Εξάγετε τα ςυμπεράςματά ςασ. 

 

Υπόδειξη: Χρθςιμοποιιςτε τον παρακάτω κϊδικα 

 



randn('seed',0) %Initialization of the random number generator for 

normal 

  
m1=1; %The parameters of the distributions 
m2=5; 
s=1.75; 

  
% Genereation of X1 
N1=500; 
X1=randn(1,N1)+m1; 

  
%Generation of X2 
N2=500; 
X2=randn(1,N2)+m2; 

  
%Generation of Y 
randn('seed',100) %Initialization that guarantees that the same set Y 

will be produced. 
N=1000; 
Y=[randn(1,N/2)+m1 randn(1,N/2)+m2]; 
t=[ones(1,N/2) 2*ones(1,N/2)]; 

  
% Estimation of the a priori probabilities 
P1=N1/(N1+N2); 
P2=N2/(N1+N2); 

  
%Bayes rule for the case where the true means are used 
output=[]; 
for i=1:N 
    p1=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m1)^2/(2*s));  
    p2=(1/(sqrt(2*pi)*s))*exp(-(Y(i)-m2)^2/(2*s)); 
    % Application of the Bayes rule 
    if(P1*p1>P2*p2) 
        output=[output 1]; 
    else 
        output=[output 2]; 
    end 
end 

  
bayes_res=(t~=output); %if bayes_res(i)=1 then the i-th point is 

correctly classified 

  
%Bayes rule for the case where Parzen estimations are used 
h=0.2; 
output_Parzen=[]; 
for i=1:N 
    p1=sum(abs((X1-Y(i))/h)<=1/2)/(N*h); % This is the 1-D 

implementation of Parzen 
    p2=sum(abs((X2-Y(i))/h)<=1/2)/(N*h); 
    % Application of the Bayes rule 
    if(P1*p1>P2*p2) 
        output_Parzen=[output_Parzen 1]; 
    else 
        output_Parzen=[output_Parzen 2]; 
    end 
end 

  
bayes_res_Parzen=(t~=output_Parzen); %if bayes_res_ML(i)=1 then the 

i-th point is correctly classified 


