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Το διαγώνισµα αυτό είναι µόνο για αυτούς που συµµετείχαν στις παραδόσεις

του µαθήµατος. Αν για παράδειγµα, δεν έχετε παραδώσει την πρώτη άσκηση

δεν µπορείτε να δώσετε αυτό το διαγώνισµα.

Παράδοση στη γραµµατεία Θεωρητικής Πληροφορικής, µέχρι 2µµ, χειρό-

γραφη ή τυπωµένη. Ηλεκτρονική παράδοση επιτρέπεται µόνο για σηµαντικούς

λόγους, αλλά σε αυτή την περίπτωση να ϕροντίσετε να παραδώσετε αργότερα και

ένα τυπωµένο αντίγραφο.

Λύστε όλες τις ασκήσεις. Οι απαντήσεις να είναι σύντοµες και περιεκτικές.

΄Ασκηση 1. Ο αργυροτσικνιάς του Νέστου είναι είδος που κινδυνεύει µε εξαφά-

νιση. Είσαστε µέλος µιας οµάδας επιστηµόνων που προσπαθεί να προσδιορίσει

τον αριθµό των πουλιών. Για το σκοπό αυτό, επαναλαµβάνετε το εξής πείραµα:

πιάνετε ένα αργυροτσικνιά, τον σηµαδεύετε (αν δεν είναι ήδη σηµαδεµένος), και

µετά τον αφήνετε ελεύθερο. Αν ξαναπιάσετε το ίδιο πουλί µπορείτε να διαπιστώ-

σετε αν έχει σηµαδευτεί ήδη ή όχι.

1. Κάποια ϕορά ϑα πιάσετε κάποιον αργυροτσικνιά που είναι ήδη σηµαδε-

µένος. ΄Εστω ότι η πρώτη ϕορά που συµβαίνει αυτό είναι όταν πιάσετε το

m-στό πουλί. Ποιός είναι (περίπου) ο αναµενόµενος αριθµός των πουλιών ;

Η απάντησή σας µπορεί να είναι είτε σε Θ συµβολισµό, είτε καλύτερα της

µορφής ‘περίπου 10m7
’.

2. Περιγράψτε µια διαδικασία που για δεδοµένα ε και δ, υπολογίζει τον α-

ϱιθµό των πουλιών µε λάθος ±ε και πιθανότητα 1 − δ (όπως στον ορισµό

του FPRAS).

΄Ασκηση 2. Θεωρείστε ένα Boolean δένδρο του οποίου κάθε κόµβος εκτός των

ϕύλλων έχει 3 παιδιά. ΄Ολα τα ϕύλλα ϐρίσκονται στο ίδιο ϐάθος k και υπάρχουν

n = 3k
ϕύλλα. Κάθε εσωτερικός κόµβος είναι µια majority gate και υπολογίζει

την τιµή που πλειοψηφεί στα 3 παιδιά του. Η είσοδος είναι οι λογικές τιµές στα

ϕύλλα του δένδρου και η έξοδος είναι η τιµή της ϱίζας του δένδρου.

Θεωρείστε τον εξής αναδροµικό αλγόριθµο για να υπολογίσουµε την έξοδο

χωρίς ίσως να χρειαστεί να διαβάσουµε όλες τις τιµές της εισόδου: Υπολόγισε

(αναδροµικά) τις τιµές δυό τυχαίων παιδιών της ϱίζας. Αν συµφωνούν οι τιµές,

επέστρεψε την κοινή τιµή. ∆ιαφορετικά υπολόγισε το τρίτο παιδί και επέστρε-

ψε την τιµή του. ∆είξτε πως ο αναµενόµενος αριθµός ϕύλλων που διαβάζει ο

αλγόριθµος είναι το πολύ n0.9
.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι έχουµε τυχαία και ανεξάρτητα τυχαία bits (µε πιθανότη-

τα 1/2 − 1/2). ∆είξτε πως µπορούµε να παράγουµε αποτελεσµατικά, δηλαδή
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σχετικά γρήγορα και χρησιµοποιώντας λίγα τυχαία bits, ένα τυχαίο συνεκτι-

κό labeled γράφο µε n κόµβους. ∆ηλαδή ένα τυχαίο στοιχείο του σύνολου

{G : G είναι συνεκτικός και έχει σύνολο κόµβων V = {1, 2, . . . , n}}. Αναλύστε

το χρόνο και τον αριθµό των τυχαίων bits που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµό σας.

΄Ασκηση 4. Θεωρείστε τον τυχαίο περίπατο στο δισδιάστατο πλέγµα n × n, δη-

λαδή στο γράφο µε κόµβους (x, y), x, y ∈ {1, 2, . . . , n} και ακµές που ενώνουν

το (x, y) µε το (x+1, y) ή το (x, y +1). Ο τυχαίος περίπατος είναι ο γνωστός πε-

ϱίπατος που µε πιθανότητα 1/2 παραµένει στον ίδιο κόµβο και µε την υπόλοιπη

πιθανότητα πηγαίνει σε ένα τυχαίο (ισοπίθανο) γειτονικό κόµβο.

Ο τυχαίος αυτός περίπατος είναι το δισδιάστατο ανάλογο του περιπάτου στη

γραµµή {1, 2, . . . , n}. Θεωρείστε γνωστό ότι για τον µονοδιάστατο περίπατο

απαιτούνται O(n2) ϐήµατα για να επισκεφτεί όλους τους κόµβους.

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα από τον µονοδιάστατο περίπατο, δείξτε

ότι ανεξάρτητα από την αρχική ϑέση, ο περίπατος ϑα επισκεφτεί κάποιο κόµβο

στην περιφέρεια του πλέγµατος σε O(n2) ϐήµατα.

Επίσης ϐρείτε ένα καλό πάνω ϕράγµα του αναµενόµενου χρόνου που χρειά-

Ϲεται ώστε να επισκεφτεί όλους τους κόµβους τουλάχιστον µια ϕόρα (cover time).

Καλή επιτυχία !
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