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Η µέθοδος του Jacobi

Η µέθοδος των δυνάµεων, σε συνδυασµό µε τις διάφορες τεχνικές,

χρησιµοποιείται συνήθως για τον προσδιορισµό µερικών ιδιοτιµών και των

αντίστοιχων ιδιοδιανυσµάτων και αυτό γιατί η διαδοχική εφαρµογή της µεθόδου

του υποβιβασµού(deflatiion)έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση των σφαλµάτων

στρογγύλευσης.

Στη συνέχεια ϑα στρέψουµε το ενδιαφέρον µας σε εκείνες τις µεθόδους που

ϐρίσκουν όλο το ιδιοσύστηµα (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα) ταυτόχρονα και όχι

µετά από την εφαρµογή κάποιας τεχνικής διατάραξης. Οι µέθοδοι αυτές

ϐασίζονται στους µετασχηµατισµούς οµοιότητας για τον µετασχηµατισµό του

αρχικού πίνακα A σε έναν άλλο του οποίου το ιδιοσύστηµα είναι εύκολο να

υπολογισθεί.
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Θεώρηµα 1

Αν ένας πίνακας A έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα x1, x2, . . . , xn

που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn και αν P = [x1, x2, . . . , xn], τότε ο

P είναι µη ιδιάζων και

P
−1

AP = D (1)

όπου

D =



λ1 0

λ2

.
.

.
0 λn

 . (2)
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Απόδειξη

Ο P είναι ένας πίνακας του οποίου οι στήλες είναι γραµµικά ανεξάρτητες, άρα

ο P είναι µη ιδιάζων. Επίσης

AP = A [x1, x2, . . . , xn]

= [Ax1,Ax2, . . . ,Axn]

= [λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn]

= [x1, x2, . . . , xn]



λ1 0

λ2

.
.

.
0 λn


= PD.
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Αν τώρα περιοριστούµε σε Ερµιτιανούς (A = A
H) πίνακες τότε ισχύει το

ακόλουθο ϑεώρηµα

Θεώρηµα 2

Αν ο A είναι ένας Ερµιτιανός πίνακας τάξης n, µε ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn (όχι

κατ΄ ανάγκη διακεκριµένες), τότε υπάρχει ένας µοναδιαίος (unitary) πίνακας P,

τέτοιος ώστε

P
∗
AP = D (3)

όπου D είναι ένας πραγµατικός διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τα

λ1, λ2, . . . , λn.
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Από την (3) και επειδή ο P είναι µοναδιαίος (P∗ = P
−1) έπεται ότι

AP = PD

πράγµα που σηµαίνει ότι οι στήλες του P είναι ιδιοδιανύσµατα του A. Είναι

ϕυσικό λοιπόν να προσπαθήσουµε να δηµιουργήσουµε τον πίνακα P

χρησιµοποιώντας διαδοχικούς στοιχειώδεις µοναδιαίους µετασχηµατισµούς.

Πράγµατι, στη συνέχεια κατασκευάζουµε µία προσέγγιση του P τέτοια ώστε ο

πίνακας P
∗
AP να έχει τα εκτός της διαγωνίου του στοιχεία πολύ µικρά σε

σύγκριση µε τα διαγώνια στοιχεία του A. ΄Ετσι η µέθοδός µας ϑα πρέπει να έχει

σαν αποτέλεσµα την ελάττωση των εκτός της κυρίας διαγωνίου στοιχείων του

πίνακα A. Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να διατυπώσουµε το ακόλουθο

ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3

Αν ο πίνακας A είναι Ερµιτιανός, τότε ο πίνακας B = P
∗
AP όπου P

∗
µοναδιακός

(unitary) είναι Ερµιτιανός και έχει την ίδια Ευκλείδια norm µε εκείνη του A,

δηλαδή

∥ B ∥2
E
=∥ A ∥2

E
(4)

όπου

∥ A ∥2
E
=

n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 . (5)
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Απόδειξη

Παρατηρούµε ότι B
∗ = B. Επίσης

∥ A ∥2

E = tr(A∗
A)

= tr(A2)

=
n∑

i=1

λ2

i

όπου λi είναι ιδιοτιµή του A. Επειδή όµως ο B = P
∗
AP είναι όµοιος µε τον A, πράγµα που

σηµαίνει ότι οι πίνακες A και B έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, συνεπάγεται ότι η (4) ισχύει.

Συνεπώς αν κατασκευάσουµε την ακολουθία των Ερµιτιανών πινάκων

A1 = A

A2 = P
∗
1 A1P1

.

.

. (6)

As+1 = P
∗
s AsPs

.

.

.

από το Θεώρηµα 3 συνεπάγεται ότι η Ευκλείδια norm του κάθε πίνακα As είναι ίση µε εκείνη του

A1 = A.
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Αλλά ο σκοπός µας είναι να ελαττωθεί το µέγεθος των εκτός της κυρίας διαγωνίου στοιχείων του

A, χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς οµοιότητας. ’ρα αν ορίσουµε τις ποσότητες

E(s) =
∑
i,j=1

i ̸=j

∣∣∣a(s)
ij

∣∣∣2 (7)

D(s) =
n∑

i=1

∣∣∣a(s)
ij

∣∣∣2 (8)

και διαλέξουµε την ακολουθία
{

P(s)

}
, s = 1, 2, . . . στην (6) τέτοια ώστε

E(s+1) ≤ E(s) (9)

τότε

D(s+1) ≥ D(s) (10)

αφού ∥ As+1 ∥E=∥ As ∥E . Είναι ϕανερό λοιπόν ότι µεγιστοποιώντας την ποσότητα D(s+1) − D(s) η

ταχύτητα σύγκλισης της ακολουθίας {As} , s = 1, 2, . . . ϑα είναι η µεγαλύτερη δυνατή.
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Στη συνέχεια ϑα αναπτύξουµε τη µέθοδο του Jacobi (1846) η οποία

µετασχηµατίζει τον πίνακα A1 σε διαγώνιο εκτελώντας µία ακολουθία από

επίπεδες περιστροφές. Για λόγους ευκολίας ϑα υποθέσουµε ότι ο πίνακας A

είναι πραγµατικός και συµµετρικός οπότε ο P είναι ένας ορθογώνιος πίνακας

και η (3) γράφεται σαν P
T
AP = D ενώ οι (6) µετασχηµατίζονται στις

A1 = A

A2 = P
T

1 A1P1

A3 = P
T

2 A2P2

...
...

As+1 = P
T

s
AsPs

...
...
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Αν επιλέξουµε σαν πίνακα P τον

P =

r →

q →



1

. . . 0

1

cos θ · · · sin θ
1

0
...

. . .
... 0

1

− sin θ · · · cos θ
1

0
. . .

1


(11)

∆ιδάσκων: Φ.Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Αριθµητική ΑνάλυσηΚεφάλαιο 4. Αριθµητικός Υπολογισµός Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων18 Απριλίου 2024 11 / 74



Θεώρηµα 4. ( Μέθοδος Jacobi )

Αν ο A είναι ένας πραγµατικός και συµµετρικός πίνακας τότε : (a) P
T
P = I (δηλαδή ο P είναι

ορθογώνιος) (b) Αν B = (bij) = P
T
AP, τότε ο B είναι συµµετρικός και

(i)

Για i ̸= r, q και j ̸= r, q bij = aij (12)

(ii)

Για i ̸= r, q (13)

bir = bri = air cos θ − aiq sin θ

biq = bqi = air sin θ + aiqcosθ (14)

(15)

(iii)

brr = arr cos
2 θ + aqq sin

2 θ − 2arq sin θ cos θ

bqq = arr sin
2 θ + aqq cos

2 θ + 2arq sin θ cos θ (16)

(iv)

brq = bqr =
1

2
(arr − aqq) sin 2θ + arq cos 2θ. (17)
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Απόδειξη

(a) ΄Εστω P = [p1, p2, . . . , pn] τότε για j ̸= r, q έχουµε

pj = ej = [0, 0, . . . , 0, 1, 0,
↑
j

. . . 0]T και για j = r, q

pr =



0

0

...

cos θ
...

− sin θ
...

0


← r

← q

pq =



0

0

...

sin θ
...

cos θ
...

0


← r

← q

(18)
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Εποµένως

P
T
P =


p

T

1

p
T

2

...

p
T

n

 [p1 p2 . . . pn] =


p

T

1p1 p
T

1p2 . . . p
T

1pn

p
T

2p1 p
T

2p2 . . . p
T

2pn

...
...

...

p
T

n
p1 p

T

n
p2 . . . p

T

n
pn

 .

Το τυχόν στοιχείο στη ϑέση (i, j) του P
T
P είναι το p

T

i
pj . Επίσης για i, j ̸= r, q

έχουµε

p
T

i
pj = e

T

i
ej =

{
1, αν i = j

0, αν i ̸= j.
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Για i = r και j ̸= r, q

p
T

i pj = p
T

r ej = 0.

Για i = r και j = r

p
T

r pr = cos2 θ + sin2 θ = 1.

΄Οµοια για i = q και j = q

p
T

qpq = cos2 θ + sin2 θ = 1.

Για i = r και j = q

p
T

r pq = cos θ sin θ − sin θ cos θ = 0.

Επειδή ο πίνακας P
T
P είναι συµµετρικός έχουµε ότι και p

T

qpr = 0. ’ρα απεδείχθη ότι για όλα τα i

και j

p
T

i pj =

{
1 αν i = j

0 αν i ̸= j

δηλαδή P
T
P = I και ο P είναι ένας ορθογώνιος πίνακας.
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(b) Θεωρούµε τον πίνακα A ως A = [a1, a2, . . . , an] όπου

ai = [a1i , a2i , . . . , ani ]
T . Τότε

B = P
T
AP =


p

T

1

p
T

2

...

p
T

n

A[p1 p2 . . . pn]

=


p

T

1

p
T

2

...

p
T

n

 [Ap1 Ap2 . . . Apn] =


p

T

1Ap1 p
T

1Ap2 . . . p
T

1Apn

p
T

2Ap1 p
T

2Ap2 . . . p
T

2Apn

...
...

...
...

p
T

n
Ap1 p

T

n
Ap2 . . . p

T

n
Apn

 .

Συνεπώς, bij = p
T

i
Apj και διακρίνουµε πάλι τις προηγούµενες περιπτώσεις.
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Για i ̸= r, q και j ̸= r, q έχουµε

bij = p
T

i Apj = e
T

i Aej = e
T

i aj = aij .

Για i ̸= r, q και j = r

bir = p
T

i Apr = e
T

i



a11 . . . a1r . . . a1q . . . a1n

.

.

.
.
.
.

ar1 . . . arr . . . arq . . . arn

.

.

.
.
.
.

aq1 . . . aqr . . . aqq . . . aqn

.

.

.
.
.
.

an1 . . . anr . . . anq . . . ann





0

.

.

.

cos θ
.
.
.

− sin θ
.
.
.

0


← r

← q

= e
T

i


a1r cos θ − a1q sin θ
a2r cos θ − a2q sin θ

.

.

.

anr cos θ − anq sin θ

 = air cos θ − aiq sin θ.
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Για i ̸= r, q και j = q έχουµε

biq = p
T

i
Apq = e

T

i


a1r cos θ + a1q sin θ
a2r cos θ + a2q sin θ

...

anr cos θ + anq sin θ

 = air cos θ + aiq sin θ.

Για i = j = r έχουµε

brr = p
T

r
Apr = [0 . . .

r↓
cos θ . . .

q↓
− sin θ . . . 0]


a1r cos θ − a1q sin θ
a2r cos θ − a2q sin θ

...

anr cos θ − anq sin θ


= arr cos

2 θ − arq cos θ sin θ − aqr sin θ cos θ + aqq sin
2 θ.

= arr cos
2 θ − 2arq cos θ sin θ + aqq sin

2 θ (arq = aqr).
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Για i = j = q έχουµε

bqq = p
T

qApq = [0 . . .
r↓

sin θ . . .
q↓

cos θ . . . 0]


a1r sin θ + a1q cos θ
a2r sin θ + a2q cos θ

.

.

.

anr sin θ + anq cos θ


= arr sin

2 θ + arq cos θ sin θ + aqr sin θ cos θ + aqq cos
2 θ

= arr sin
2 θ + 2arq cos θ sin θ + aqq cos

2 θ.

Για i = r και j = q έχουµε

brq = p
T

r Apq = [0 . . .
r↓

cos θ . . .
q↓
− sin θ . . . 0]


a1r sin θ + a1q cos θ
a2r sin θ + a2q cos θ

.

.

.

anr sin θ + anq cos θ


= arr cos θ sin θ + arq cos

2 θ − aqr sin
2 θ − aqq cos θ sin θ.

= 1/2(arr − aqq) sin 2θ + arq cos 2θ.

Παρατηρούµε τώρα ότι ο B είναι συµµετρικός, και συνεπώς η απόδειξη του (b) είναι πλήρης.
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Ο ορθογώνιος πίνακας P που ορίσθηκε από την (12) καλείται πίνακας επίπεδης περιστροφής

καθόσον περιστρέφει τους άξονες r και q κατά µία γωνία θ.

Η κλασική µέθοδος του Jacobi σαρώνει τα στοιχεία του πίνακα As της ακολουθίας (11) που

ϐρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο και προσδιορίζει το στοιχείο a
(s)
rq µε τη µεγαλύτερη

απόλυτο τιµή, το οποίο καλείται οδηγό στοιχείο. Η αναζήτηση αυτή γίνεται µόνο στο άνω τριγωνικό

τµήµα του As αφού είναι συµµετρικός.

Στη συνέχεια η γωνία περιστροφής θs εκλέγεται έτσι ώστε το στοιχείο a
(s+1)
rq να είναι µηδέν. Αν

λοιπόν απαιτήσουµε brq = 0, τότε από την (17) έχουµε

brq =
1

2
(arr − aqq) sin 2θ + arq cos 2θ = 0

ή

tan 2θ =
2arq

aqq − arr

, aqq − arr ̸= 0. (19)

Η γωνία θ εκλέγεται έτσι ώστε

−π

4
≤ θ ≤ π

4
.
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Αν aqq − arr = 0 τότε arq cos θ = 0 και θ = π/4.

Στην περίπτωση όπου arq = 0 δεν χρειάζεται καµία περιστροφή ενώ ο As ϑα

είναι ήδη διαγώνιος. ’ρα υπάρχει πάντα µία γωνία θ τέτοια ώστε brq = bqr = 0.

∆εν χρειάζεται όµως να λύσουµε την τριγωνοµετρική εξίσωση (19) προκειµένου

να ϐρούµε την θ καθόσον χρειαζόµαστε µόνο τα sin θ και cos θ. ΄Ετσι αν

ϑέσουµε

β = |aqq − arr | και a = 2arqsign(aqq − arr) (20)

όπου

signx =
x

|x|
=

{
1, αν x > 0

−1, αν x < 0

τότε η (17) γράφεται ως εξής

tan 2θ =
α

β
.

∆ιδάσκων: Φ.Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Αριθµητική ΑνάλυσηΚεφάλαιο 4. Αριθµητικός Υπολογισµός Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων18 Απριλίου 2024 21 / 74



Για τον υπολογισµό του cos θ έχουµε sec2 2θ = 1 + tan2 2θ ή

sec2
2θ = 1 +

α2

β2

άρα

cos2
2θ =

β2

α2 + β2
.

Επειδή |θ| ≤ π/4 διαλέγουµε το cos 2θ να είναι ϑετικό, έτσι

cos 2θ =
β√

α2 + β2
.
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Επίσης εύκολα ϐρίσκουµε ότι

sin 2θ =
α√

α2 + β2
.

Από την cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 έχουµε τελικά ότι

cos θ =

[
1

2

1 +
β√

α2 + β2


]1/2

(21)

ενώ από την sin 2θ = 2 cos θ sin θ λαµβάνουµε

sin θ =
α

2 cos θ
√

α2 + β2
. (22)
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Αλγόριθµος της κλασικής µεθόδου του Jacobi

1 Προσδιορισµός των r και q τέτοιων ώστε

a
(s)
rq = max

1≤i,j≤n

∣∣∣a(s)
ij

∣∣∣ .
2 Υπολογισµός των α και β από την (20)

3 Υπολογισµός των cos θ και sin θ από τις (21) και (22).

4 Υπολογισµός του As+1 χρησιµοποιώντας τις (12), (13) και (16). Αντί της (17)

το ϐήµα 4 ολοκληρώνεται ϑέτοντας a
(s+1)
rq = a

(s+1)
qr = 0. Θα πρέπει

ωστόσο να χρησιµοποιηθεί η (17) σαν υπολογιστικός έλεγχος µαζί µε έναν

έλεγχο του µεγέθους της ποσότητας | sin2 θ + cos2 θ − 1|.
5 Ο σχηµατισµός της ακολουθίας των As ϑα σταµατήσει όταν E(s) ≤ ε, ε > 0,

γιατί στη ϕάση αυτή τα διαγώνια στοιχεία του As είναι καλές προσεγγίσεις

των ιδιοτιµών λ1, λ2, . . . , λn.
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Με ϐάση τις σχέσεις του Θεωρήµατος 3 αποδεικνύεται ότι

E(s+1) = E(s) − 2(a
(s)
rq )2

(23)

το οποίο δίνει

D(s+1) = D(s) + 2(a
(s)
rq )2

(24)

πράγµα που αποδεικνύει ότι η ακολουθία των πινάκων As συγκλίνει σε διαγώνιο

µορφή και τελικά ο πίνακας As ϑα είναι ουσιαστικά ένας διαγώνιος πίνακας.

Θα πρέπει όµως να δειχθεί ότι η ακολουθία τείνει σε ένα σταθερό διαγώνιο

πίνακα. ∆ηλαδή ϑα πρέπει να δειχθεί ότι

|a(s+1)
rr − a

(s)
rr | → 0

για s→∞. Επίσης έχουµε ότι

a
(s+1)
rr − a

(s)
rr = −a

(s)
rr (1− cos2 θ)− 2a

(s)
rq cos θ sin θ + a

(s)
qq sin2 θ

= (a
(s)
qq − a

(s)
rr ) sin2 θ − 2a

(s)
rq cos θ sin θ.
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Αν a
(s)
qq − a

(s)
rr = 0 έχουµε αµέσως ότι

|a(s+1)
rr − a

(s)
rr | > |a(s)

rq |

αφού |θ| = π/4. Αν a
(s)
qq − a

(s)
rr ̸= 0 τότε χρησιµοποιώντας την (19) και απλές τριγωνοµετρικές

σχέσεις ϐρίσκουµε

|a(s+1)
rr − a

(s)
rr | = |a(s)

rq | | tan θ|.
Αλλά |θ| ≤ π/4 και συνεπώς γενικά

|a(s+1)
rr − a

(s)
rr | ≤ |a(s)

rq |.

Αν είµαστε στη ϕάση όπου |a(s+1)
rq | ≤ ε τότε και

|a(s+1)
rr − a

(s)
rr | ≤ ε.

όµοια

|a(s+1)
qq − a

(s)
qq | ≤ ε.

Συνεπώς ο αλγόριθµος του Jacobi δηµιουργεί µία ακολουθία πινάκων οι οποίοι τείνουν σε ένα

σταθερό διαγώνιο πίνακα, ο οποίος είναι όµοιος µε τον αρχικό. Αποδεικνύεται ότι η µέθοδος

είναι και ευσταθής.
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Παραλλαγές της µεθόδου του Jacobi

Επειδή η αναζήτηση, σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου, για το στοιχείο arq µε το µέγιστο µέτρο είναι

χρονοβόρα, γιαυτό υπάρχουν δύο εναλλακτικές στρατηγικές που είναι περισσότερο χρήσιµες

στην πράξη.

Κυκλική µέθοδος Jacobi

Η πρώτη είναι εκείνη κατά την οποία δεν γίνεται καµία αναζήτηση. Τα στοιχεία µηδενίζονται

σύµφωνα µε µία κυκλική σειρά. Η συνηθισµένη σειρά είναι εκείνη των γραµµών, δηλαδή

µηδενίζονται τα στοιχεία στις ϑέσεις (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n), (2, 3), (2, 4), . . . , (2, n), (3, 4), . . . ,

(n− 1, n). Σε κάθε ϐήµα ελέγχεται αν το στοιχείο που πρόκειται να µηδενισθεί είναι µεγάλο σε

µέγεθος συγκρινόµενο µε το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων στοιχείων.

Μέθοδος του Jacobi µε ϕράγµα(threshold)

Ορίζεται ένα ϕράγµα (threshold) κατά τη διάρκεια κάθε ϐήµατος. Αν το υποψήφιο για µηδενισµό

στοιχείο του πίνακα είναι µικρότερο από το ϕράγµα αυτό κατά απόλυτο τιµή, τότε αγνοείται

(διαφορετικά µηδενίζεται). Φυσικά, το ϕράγµα αυτό ελαττώνεται σε κάθε ϐήµα. Επειδή η

ποσότητα E(s) τείνει στο µηδέν, ϑα χρειαστεί το ϕράγµα να γίνει τελικά ένας αριθµός πολύ κοντά

στο µικρότερο αριθµό που µπορεί να παρασταθεί από τον υπολογιστή που χρησιµοποιείται. Στην

περίπτωση αυτή µπορούµε να υποθέσουµε ότι η µέθοδος έχει συγκλίνει.
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Είναι δυνατόν να αποδειχθεί ότι για τις παραπάνω τρεις µεθόδους του Jacobi η

σύγκλιση είναι τετραγωνική µε την έννοια ότι

E(s+N) ≤ K [E(s)]
2

όπου το K εξαρτάται από την απόσταση των ιδιοτιµών και την τάξη n του πίνακα

A και N = (1/2)n(n− 1). Αποδεικνύεται επίσης ότι η µεγίστη τιµή της

ποσότητας D(s+1) − D(s) λαµβάνεται όταν ισχύει η (19) (γιατί;).
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Παράδειγµα

Εφαρµόστε τρία ϐήµατα της µεθόδου του Jacobi στον πίνακα

A =

1 0 2

0 2 1

2 1 1


Λύση

Βήµα 1. Το πρώτο µεγαλύτερο κατ΄ απόλυτη τιµή στοιχείο που συναντάται κατά τη

σάρωση κατά γραµµές ϐρίσκεται στη ϑέση (1,3) άρα r = 1 και q = 3. Συνεπώς

aqq = a33 = 1, arr = a11 = 1 και επειδή |aqq − arr | = |1− 1| = 0 έχουµε

θ = π
4

οπότε cos θ =
√

2

2
και sin θ =

√
2

2
. Από την (12) για

i, j ̸= 1, 3 ή για i = j = 2 έχουµε ότι b22 = a22 = 2 και από την (13) για i = 2

έχουµε

b21 = b12 = a21 cos θ − a23 sin θ = 0 ·
√

2

2
− 1 ·

√
2

2
≡ −0.7071

b23 = b32 = a21 sin θ + a23 cos θ = 0 ·
√

2

2
+ 1 ·

√
2

2
≡ 0.7071.
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Επίσης από την (16) έχουµε

b11 = a11 cos
2 θ + a33 sin

2 θ − 2a13 sin θ cos θ

= 1 ·
(√

2

2

)2

+ 1 ·
(√

2

2

)2

− 2 · 2 ·
√

2

2
·
√

2

2
= 3

b33 = a11 sin
2 θ + a33 cos

2 θ + 2a13 sin θ cos θ

= 1 ·
(√

2

2

)2

+ 1 ·
(√

2

2

)2

+ 2 · 2 ·
√

2

2
·
√

2

2
= −1.

Τελικά αν A1 = A τότε

A2 =

 −1 −0.7071 0

−0.7071 2 0.7071

0 0.7071 3

 .

Βήµα 2. Το πρώτο µεγαλύτερο κατ΄ απόλυτη τιµή στοιχείο που συναντάται κατά τη σάρωση κατά

γραµµές ϐρίσκεται στη ϑέση (1,2) άρα r = 1 και q = 2. Συνεπώς

aqq = a22 = 2, arr = a11 = −1. Εποµένως, έχουµε

β = |aqq − arr | = |2 + 1| = 3

και

α = 2a12sign(aqq − arr) = 2 · (−0.7071) · 1 ≡ −1.4142.
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’ρα

cos θ =

[
1

2

(
1 +

β√
α2 + β2

)]1/2

=

[
1

2

(
1 +

3√
(−1.4142)2 + 32

)]1/2

= 0.9758

sin θ =
α

2 cos θ
√
α2 + β2

=
−1.4142

2 · 0.9758
√

(−1.4142)2 + 32
= −0.2184.

Από την (12) για i = j = 3 έχουµε ότι b33 = a33 = 3 και από την (13) για i = 3 έχουµε

b31 = b13 = a31 cos θ − a32 sin θ = 0 · 0.9758− 0.7071 · (−0.2184) ≡ 0.1544

b32 = b23 = a31 sin θ + a32 cos θ = 0 · (−0.2184) + 0.7071 · 0.9758 ≡ 0.6899.

Επίσης από την (16) έχουµε

b11 = a11 cos
2 θ + a22 sin

2 θ − 2a12 sin θ cos θ

= −1 · 0.9758
2 + 2 · (−0.2184)2 − 2 · (−0.7071) · (−0.2184) · 0.9758

= −1.1581

b22 = a11 sin
2 θ + a22 cos

2 θ + 2a12 sin θ cos θ

= −1 · (−0.2184)2 + 2 · (0.9758)2 + 2 · (−0.7071) · (−0.2184) · 0.9758

= 2.1581.
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Εποµένως

A3 =

−1.1581 0 0.1544

0 2.1581 0.6899

0.1544 0.6899 3

 .

Βήµα 3. r = 2, q = 3, β = 0.8419, α = 1.3799, cos θ = 0.8720,

sin θ = 0.4895 και

A4 =

−1.1581 −0.0756 0.1344

−0.0756 3.2083 0

0.1344 0 7.9495

 .
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Υπολογισµός των ιδιοδιανυσµάτων

Είναι ϕανερό ότι

As+1 = (P1P2 . . . Ps)
T
A1(P1P2 . . . Ps)

και στην περίπτωση όπου η µέθοδος έχει συγκλίνει, έχουµε ότι

P
T
A1P = D (25)

όπου

P = P1P2 . . . Ps. (26)

Συνεπώς από την (25) έχουµε ότι οι στήλες του P δίνουν τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A. Αξίζει

να σηµειωθεί ότι τα ιδιοδιανύσµατα προσδιορίζονται στη µέθοδο του Jacobi ταυτόχρονα µε τις

ιδιοτιµές. Επίσης τα ιδιοδιανύσµατα που δίνονται από τον P είναι ορθογώνια. Στην περίπτωση

όπου οι ιδιοτιµές του A είναι πλησίον η µία µε την άλλη, υπάρχει πιθανότητα τα ιδιοδιανύσµατα να

µην υπολογισθούν µε µεγάλη ακρίβεια. Το γεγονός ότι, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του Jacobi,

µπορούµε πάντα να προσδιορίσουµε όλα τα ιδιοδιανύσµατα είναι ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα

της µεθόδου. Ωστόσο, στη συνέχεια ϑα παρουσιαστούν ορισµένες ταχύτερες µέθοδοι, ιδιαίτερα

όταν οι ιδιοτιµές είναι διακεκριµένες.
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Η µέθοδος του Givens

΄Ενα ϐασικό µειονέκτηµα της µεθόδου του Jacobi είναι ότι τα στοιχεία του πίνακα

που µηδενίζονται σε ένα ϐήµα µπορεί να γίνουν µη µηδενικά (µε αρκετά

µεγάλη τιµή) στα επόµενα ϐήµατα. Το ϕαινόµενο αυτό έχει σαν συνέπεια η

µέθοδος του Jacobi να είναι µη πεπερασµένη. ΄Ετσι όταν απαιτείται µεγάλη

ακρίβεια για τις ιδιοτιµές ή όταν τα διαγώνια στοιχεία του A δεν είναι µεγάλα σε

µέγεθος, συγκρινόµενα µε τα εκτός της διαγωνίου στοιχεία του A, είναι δυνατόν

να έχουµε πάρα πολύ αργή σύγκλιση της µεθόδου. Επίσης, συνήθως

επιθυµούµε µόνο τον υπολογισµό των ιδιοτιµών και όχι των ιδιοδιανυσµάτων.

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε µεθόδους, οι οποίες µετασχηµατίζουν ένα

Ερµιτιανό πίνακα A σε έναν άλλο, του οποίου το ιδιοσύστηµα είναι εύκολο να

υπολογιστεί. Πιο συγκεκριµένα ο αρχικός πίνακας ϑα µετασχηµατιστεί σε ένα

πραγµατικό συµµετρικό τριδιαγώνιο πίνακα µε ένα πεπερασµένο αριθµό

ϐηµάτων.
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Η µέθοδος του Givens

Προκειµένου να αποφευχθεί το ϐασικό µειονέκτηµα της µεθόδου του Jacobi, ο

Givens (1954) ανέπτυξε µία µέθοδο, η οποία διατηρεί τα µηδενικά στοιχεία στις

εκτός της διαγωνίου ϑέσεις από την στιγµή που ϑα δηµιουργηθούν.

1ο ϐήµα

Η µέθοδος αυτή ξεκινά µε την εκλογή των a23, a24, . . . , a2n σαν οδηγά στοιχεία

αλλά αντί να επιλεγεί η γωνία θ τέτοια ώστε να µηδενίζονται τα στοιχεία αυτά

(όπως στη µέθοδο Jacobi), η γωνία θ επιλέγεται έτσι ώστε να µηδενίζονται τα

στοιχεία a13, a14, . . . , a1n (και τα συµµετρικά τους). Κατ΄ αυτό τον τρόπο ένας

συµµετρικός πίνακας Α µετασχηµατίζεται στον συµµετρικό πίνακα της µορφής

x x 0 0 0 . . . 0

x x x x x . . . x

0 x x x x . . . x

0 x x x x . . . x

0 x x x x . . . x

...
...

...
...

...
...

0 x x x x . . . x

ο οποίος έχει n− 2 µηδενικά στην πρώτη γραµµή και στην πρώτη στήλη.
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2ο ϐήµα

Εκλέγοντας στη συνέχεια σαν οδηγά στοιχεία από την τρίτη γραµµή (στήλη) που ϐρίσκονται στις

ϑέσεις (3, 4), (3, 5), . . . (3, n) και τη γωνία περιστροφής θ έτσι ώστε να µηδενίζονται τα στοιχεία

στις ϑέσεις που έχουν υπογραµµιστεί, δηλαδή στις (2, 4), (2, 5), . . . , (2, n), παράγεται ο πίνακας

x x 0 0 0 . . . 0

x x x 0 0 . . . 0

0 x x x x . . . x

0 0 x x x . . . x

0 0 x x x . . . x

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 x x x . . . x

ο οποίος έχει n− 3 µηδενικά στη δεύτερη γραµµή και στη δεύτερη στήλη. Παρατηρούµε ότι τα

µηδενικά της πρώτης γραµµής και της πρώτης στήλης ϑα διατηρηθούν αφού αυτά αντικαθίστανται

από γραµµικούς συνδυασµούς µηδενικών (ϐλ. (13)).
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r-ϐήµα

Γενικά το r κύριο ϐήµα της όλης διαδικασίας αποτελείται από n− r − 1 επί

µέρους ϐήµατα, κατά τα οποία δηµιουργούνται µηδενικά διαδοχικά στις ϑέσεις

r + 2, r + 3, . . . , n της r γραµµής και στήλης και το µηδέν στην (r − 1, q) ϑέση

παράγεται εκλέγοντας σαν οδηγό στοιχείο εκείνο της ϑέσης (r, q).
Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία η µέθοδος ϑα µετασχηµατίσει τον αρχικό πίνακα

σε ένα συµµετρικό τριδιαγώνιο µετά από
∑

n−2

i=1
(n− i − 1) = (n− 1)(n− 2)/2

περιστροφές, πράγµα που δείχνει ότι η µέθοδος Givens απαιτεί πεπερασµένο

πλήθος ϐηµάτων. Είναι ϕανερό λοιπόν ότι οι υπολογισµοί στη µέθοδο του

Givens έχουν διαταχθεί κατά τέτοιο τρόπο ώστε να µπορούµε να µηδενίσουµε

στοιχεία εκτός της κύριας διαγωνίου, ενώ την ίδια στιγµή να παραµένουν

µηδενικά τα προηγούµενα (µηδενικά) στοιχεία του πίνακα.
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Χρησιµοποιώντας λοιπόν τον πίνακα Ps όπως ορίστηκε στη µέθοδο Jacobi

µπορούµε να µηδενίσουµε αντί του a
(s+1)
rq το στοιχείο a

(s+1)
r−1,q (και το a

(s+1)
q,r−1).

Αυτό µπορεί να γίνει αν ϑέσουµε i = r − 1 στη δεύτερη σχέση της (12) οπότε

br−1,q = bq,r−1 = ar−1,r sin θ + ar−1,q cos θ = 0 (27)

η οποία ικανοποιείται αν

sin θ = −αar−1,q και cos θ = αar−1,r (28)

όπου

α =
1√

a
2
r−1,r + a

2
r−1,q

. (29)

Για την παραγωγή ενός τριδιαγώνιου πίνακα οι τιµές των r και q είναι

2 ≤ r ≤ n− 1 και r + 1 ≤ q ≤ n. Τέλος, µπορεί να υπολογιστεί ότι περίπου

4/3n
3 πολλαπλασιασµοί χρειάζονται για να γίνει η τριγωνοποίηση σε σύγκριση

µε 2n
3 πολλαπλασιασµούς για ένα ϐήµα της µεθόδου Jacobi.
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Παράδειγµα

Να µετατραπεί ο πίνακας 
1 2 1 2

2 2 −1 1

1 −1 1 1

2 1 1 1


σε τριδιαγώνιο µε τη µέθοδο Givens.
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Λύση

Καταρχήν

α =
1√

a
2
1,2 + a

2
1,3

=
1√
5
, sin θ = − 1√

5
, cos θ =

2√
5
.

Από την (12) και για i = 1, 2, 3 έχουµε

b1,2 = a12 cos θ − a13 sin θ = 2 · 2√
5
− 1

(
−1

1√
5

)
=

5√
5
= b12

b2,4 = b4,2 = a42 cos θ − a43 sin θ = 1 ·
(

2√
5

)
− 1

(
− 1√

5

)
=

3√
5

b34 = b4,3 = a42 sin θ + a43 cos θ = 1 ·
(
− 1√

5

)
+ 1 ·

(
2√
5

)
=

1√
5
.
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Οι (16) και (17) για r = 2 και q = 3 δίνουν

b22 = a22 cos
2 θ + a33 sin

2 θ − 2a23 sin θ cos θ = 1

b33 = a22 sin
2 θ + a33 cos

2 θ + 2a23 sin θ cos θ = 2

b23 = b32 =
1

2
(a22 · a33) sin 2θ + a23 cos 2θ =

=
1

2
(2− 1)

(
−4

5

)
+ (−1)

(
3

5

)
= −1.

Οι υπόλοιποι υπολογισµοί αφήνονται σαν άσκηση για τον αναγνώστη.

∆ιδάσκων: Φ.Τζαφέρης (ΕΚΠΑ) Αριθµητική ΑνάλυσηΚεφάλαιο 4. Αριθµητικός Υπολογισµός Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων18 Απριλίου 2024 41 / 74



Η µέθοδος του Householder

Ο Householder (1958) ανέπτυξε µία µέθοδο, η οποία τριδιαγωνοποιεί ένα συµµετρικό

πίνακα A χρησιµοποιώντας ακριβώς n− 2 ορθογώνιους µετασχηµατισµούς οµοιότητας.

Αυτοί οι µετασχηµατισµοί είναι πιο πολύπλοκοι από εκείνους της απλής περιστροφής αλλά

η πλήρης τριδιαγωνοποίηση του πίνακα απαιτεί µόνο περίπου τους µισούς υπολογισµούς

σε σύγκριση µε τη µέθοδο του Givens.

Ο µετασχηµατισµός του Householder χρησιµοποιεί τους πίνακες

P ∈ R
n×n

της µορφής

P = I − 2ww
T

(30)

όπου w = (wi) ∈ R
n

είναι ένα διάνυσµα στήλη τέτοιο ώστε

w
T
w = 1 (31)

ή

w
2

1 + w
2

2 + · · ·+ w
2

n = 1.
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Θεώρηµα 1.

Αν ο πίνακας P ορισθεί από τις (30) και(31), τότε

(i) P = P
T

(ii) P = P
−1.

Απόδειξη

(i) P
T = I − 2(ww

T )T = I − 2ww
T = P

(ii) P
T
P = P

2 = (I − 2ww
T )(I − 2ww

T )

= I − 4ww
T + 4w(w T

w)w T

= I − 4ww
T + 4ww

T

= I.

’ρα P = P
T = P

−1 και συνεπώς ο P είναι συµµετρικός και ορθογώνιος.
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Στη συνέχεια ας ϑεωρήσουµε n− 2 µετασχηµατισµούς Householder αρχίζοντας

µε τον συµµετρικό πίνακα A ∈ R
n×n. ΄Εχουµε

A1 = A

A2 = P2A1P2

A3 = P3A2P3

... (32)

An−1 = Pn−1An−2Pn−1

όπου οι πίνακες

Pr , r = 2, 3, . . . , n− 1

ορίζονται από την

Pr = I − 2w
(r)

w
(r)T

(33)
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µε

w
(r) =



0

...

0

wr

wr+1

...

wn


(34)

και

w
2
r
+ w

2
r+1 + · · ·+ w

2
n
= 1. (35)

Ο σκοπός µας είναι να µετασχηµατίσουµε τον πραγµατικό συµµετρικό πίνακα A1

σε ένα πραγµατικό συµµετρικό τριδιαγώνιο πίνακα An−1 χρησιµοποιώντας n− 2

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς οµοιότητας.
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Προκειµένου να υπολογίσουµε τον

Ar = PrAr−1Pr (36)

ϑα πρέπει να υπολογίσουµε πρώτα τα στοιχεία wr ,wr+1, . . . ,wn του

διανύσµατος w
(r) έτσι ώστε ο πίνακας PrAr−1Pr να µηδενίζει τα n− r στοιχεία

εκτός των τριδιαγωνίων, στη γραµµή r − 1 και στη στήλη r − 1 του Ar−1. Για την

παραγωγή των τύπων υπολογισµού των wr ,wr+1, . . . ,wn ας εξετάσουµε

αναλυτικά την περίπτωση όπου n = 4 και r = 2. Με άλλα λόγια έστω ο

συµµετρικός πίνακας

A1 =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 .

Στη συνέχεια ϑέλουµε να µηδενίσουµε τα συµµετρικά Ϲευγάρια δηλαδή

a13 = a31 = 0 και a14 = a41 = 0 (37)

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό

A2 = P2A1P2 (38)
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όπου

P2 = I − 2w
(2)

w
(2)T

(39)

και

w
(2) =


0

w2

w3

w4

 (40)

µε

w
2
2 + w

2
3 + w

2
4 = 1. (41)
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Σχηµατίζοντας τον P2 έχουµε ότι
1 0 0 0

0 1− 2w
2
2 −2w2w3 −2w2w4

0 −2w3w2 1− 2w
2
3 −2w3w4

0 −2w4w2 −2w4w3 1− 2w
2
4

 .

Επειδή ο A2 είναι συµµετρικός δείχνουµε µόνο την 1η στήλη. ΄Ετσι

A2 = P2A1P2

= P2


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44




1 0 0 0

0 1− 2w
2
2 −2w2w3 −2w2w4

0 −2w3w2 1− 2w
2
3 −2w3w4

0 −2w4w2 −2w4w3 1− 2w
2
4



=


1 0 0 0

0 1− 2w
2
2 −2w2w3 −2w2w4

0 −2w3w2 1− 2w
2
3 −2w3w4

0 −2w4w2 −2w4w3 1− 2w
2
4




a11 a
′
12 a

′
13 a

′
14

a21 a
′
22 a

′
23 a

′
24

a31 a
′
32 a

′
33 a

′
34

a41 a
′
42 a

′
43 a

′
44


(42)
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=


a
′′
11 a

′′
12 a

′′
13 a

′′
14

a21(1− 2w
2
2 ) + a31(−2w2w3) + a41(−2w2w4) a

′′
22 a

′′
23 a

′′
24

a21(−2w3w2) + a31(1− 2w
2
3 ) + a41(−2w3w4) a

′′
32 a

′′
33 a

′′
34

a21(−2w4w2) + a31(−2w4w3) + a41(1− 2w
2
4 ) a

′′
42 a

′′
43 a

′′
44

 .
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Για την απλοποίηση των υπολογισµών χρησιµοποιούµε τους τόνους προκειµένου

να διαφοροποιήσουµε τα στοιχεία του A2 από τα αντίστοιχα του A1. Αν τώρα

ϑέσουµε

p = w2a21 + w3a31 + w4a41 (43)

τότε τα στοιχεία της πρώτης στήλης του A2 γράφονται στην απλούστερη µορφή

a
′′
11 = a11

a
′′
21 = a21 − 2w2p (44)

a
′′
31 = a31 − 2w3p

a
′′
41 = a41 − 2w4p.
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΄Εστω τώρα s
2
k

συµβολίζει το άθροισµα των τετραγώνων των στοιχείων κάτω από

την κύρια διαγώνιο στην k στήλη. Τότε για τον A2 έχουµε στην πρώτη στήλη

s
2
1 = (a′′

21)
2 + (a′′

31)
2 + (a′′

41)
2

= (a21 − 2w2p)2 + (a31 − 2w3p)2 + (a41 − 2w4p)2
(45)

= a
2
21 + a

2
31 + a

2
41 − 4p(a21w2 + a31w3 + a41w4) + 4p

2(w2
2 + w

2
3 + w

2
4 )

ή

s
2
1 = a

2
21 + a

2
31 + a

2
41 − 4p

2 + 4p
2

= a
2
21 + a

2
31 + a

2
41.

Συνεπώς η ποσότης s
2
1 είναι η ίδια για τους A3και A2 δηλαδή παραµένει

αναλλοίωτη κάτω από το µετασχηµατισµό του Householder.
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Θεώρηµα 2.

Το άθροισµα των τετραγώνων των στοιχείων κάτω από την κύρια διαγώνιο της

στήλης r − 1 του πίνακα Ar−1 παραµένει αναλλοίωτο κάτω από το

µετασχηµατισµό του Householder Ar = PrAr−1Pr .

Το ίδιο συµβαίνει, λόγω συµµετρίας, και για τα στοιχεία δεξιά της κύριας

διαγωνίου στη γραµµή r − 1.
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Ας ϑέσουµε τώρα

a
′′
31 = a

′′
41 = 0

τότε

a21 − 2w2p = ±s1(s
2
1 = (a′′

21)
2)

a31 − 2w3p = 0 (46)

a41 − 2w4p = 0

όπου

s1 =
√

a
2
21 + a

2
31 + a

2
41. (47)
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Πολλαπλασιάζοντας τις ανωτέρω εξισώσεις µε w2,w3 και w4, αντίστοιχα και προσθέτοντας

έχουµε

w2a21 + w3a31 + w4a41 − 2p(w2

2 + w
2

3 + w
2

4 ) = ±w2s1

ή

p − 2p = ±w2s1

ή

p = ±w2s1. (48)

΄Ετσι λοιπόν αντικαθιστώντας την τιµή του p στις εξισώσεις (46) λαµβάνουµε

a21 ± 2w
2

2 s1 = ±s1

a31 ± 2w2w3s1 = 0 (49)

a41 ± 2w2w4s1 = 0.

Οπότε λύνοντας τις τρεις µη-γραµµικές εξισώσεις µε τρεις αγνώστους w2,w3 και w4 προκύπτουν

w
2

2 =
s1 ± α21

2s1

w3 = ±
a31

2w2s1

(50)

w4 = ±
a41

2w2s1

.
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Στις παραπάνω σχέσεις πρέπει να αποφασίσουµε για τη χρήση του πρόσηµου. Προκειµένου να

αποφύγουµε το µηδενισµό του αριθµητή στην πρώτη εξίσωση διαλέγουµε το πρόσηµο να

συµφωνεί µε το signa21. ΄Ετσι

w
2

2 =
a21 (signa21) + s1

2s1

w3 = a31

(
signa21

2w2s1

)
(51)

w4 = a41

(
signa21

2w2s1

)
.

Στη συνέχεια δεν χρησιµοποιούµε την τετραγωνική ϱίζα για τον υπολογισµό του w2 επειδή όλες οι

παραπάνω σχέσεις είναι δευτέρου ϐαθµού ως προς w2. ΄Ετσι διαιρώντας την πρώτη εξίσωση µε

w2 έχουµε

w2 =
a21(signa21) + s1

2w2s1

τότε το w
(2)

έχει την εξής απλή µορφή

w
(2) =

(
signa21

2w2s1

)
0

a21 + s1(signa21)
a31

a41

 (52)
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ή

w
(2) = β2υ

(2)
(53)

όπου

β2 =
signa21

2w2s1

και υ(2) =


0

a21 + s1(signa21)
a31

a41

 . (54)

Εκφράζοντας τον P2 συναρτήσει του υ(2)
αντί του w

(2)
έχουµε .

P2 = I − 2w
(2)

w
(2)T

= I − 2β2

2υ
(2)υ(2)T

(55)

= I − α2υ
(2)υ(2)T

,

όπου

α2 = 2β2

2 = 2
1

4w
2
2 s

2
1

=
1

s
2
1 + s1|a21|

(56)

λόγω της (54) και της πρώτης σχέσης των (51). Χρησιµοποιώντας τα υ(2)
αντί των w

(2)

αποφεύγουµε τον υπολογισµό µιας τετραγωνικής ϱίζας κατά τους υπολογισµούς µας. ΄Ετσι

λοιπόν έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3.

Ο µετασχηµατισµός Pr Ar−1Pr όπου Pr = I − αrυ
(r)υ(r)T

αr =
1

s
2
r−1

+ sr−1|ar,r−1|
(57)

υ(r) =



0

.

.

.

0

âr,r−1

ar+1,r−1

.

.

.

an,r−1


(58)

µε âr,r−1 = ar,r−1 + sr−1(signar,r−1) και sr−1 =
√

a
2
r,r−1

+ ar+1,r−1 + · · ·+ a
2
n,r−1

ϑα

µηδενίσει τα n− r εκτός των τριδιαγωνίων στοιχείων στη γραµµή r − 1 και στήλη r − 1 του Ar−1 (η

απόδειξη αφήνεται σαν άσκηση).
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∆εν χρειάζεται όµως να σχηµατίσουµε τον Pr προκειµένου να εφαρµόσουµε

τον

P1Ar−1Pr

καθόσον

A
′ = PAP

= (I − αυυT )A(I − αυυT )

= A− αυυT
A− αAυυT + α2υ(υT

Aυ)υT

= A− αυυT
A− αAυυT + α2(υT

Aυ)υυT

= A− (υq
T + qυT ) (59)

όπου

q = u − µυ

u = 2Aυ (60)

µ =
α

2
υT

u.
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΄Ετσι αν γνωρίζουµε το υ τότε υπολογίζουµε το q και µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε την (59) προκειµένου να εκτελέσουµε το µετασχηµατισµό.

Παρατηρούµε τέλος ότι µετά το µετασχηµατισµό PrAr−1Pr τα µετασχηµατισµένα

στοιχεία στη στήλη r − 1 (µε όµοια αποτελέσµατα για τη γραµµή r − 1) είναι τα

a
′
r−1,r−1 = ar−1,r−1

a
′
r,r−1 = sr−1 (61)

a
′
r+1,r−1 = 0

...

a
′
n,r−1 = 0. (62)

Η δεύτερη εξίσωση της (61) είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 3 και

µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν ένας έλεγχος για την ακρίβεια των υπολογισµών.

Τέλος, το πλήθος των πολλαπλασιασµών για την τριδιαγωνοποίηση είναι το µισό

της µεθόδου του Givens.
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Υπολογισµός του Ιδιοσυστήµατος ενός Συµµετρικού Τριδιαγώνιου πίνακα

Οι µέθοδοι του Givens και του Householder µετασχηµατίζουν ένα συµµετρικό

πίνακα σε ένα συµµετρικό τριδιαγώνιο πίνακα. Αποµένει λοιπόν ο

προσδιορισµός του ιδιοσυστήµατος αυτού του πίνακα. Στο σηµείο αυτό ϑα

πρέπει να αποφασίσουµε αν χρειαζόµαστε το πλήρες ιδιοσύστηµα (δηλαδή

όλες τις ιδιοτιµές µε ή χωρίς τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα) ή απλά µερικές

ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατά τους. Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε το

τελευταίο πρόβληµα, ενώ για το πρώτο πρόβληµα υπάρχει µία περισσότερο

αποτελεσµατική µέθοδος.

΄Εστω ο συµµετρικός τριδιαγώνιος πίνακας

T =


a1 b1

b1 a2 b2 0

. . .
. . .

. . .

0 bn−2 an−1 bn−1

bn−1 an

 . (63)

Υποθέτουµε ότι bi ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1.
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Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την τιµή του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του Τ

χωρίς τον υπολογισµό των συντελεστών του.

Αν Pi(λ) είναι η ορίζουσα του οδηγού κύριου υποπίνακα, τάξης i του T − λI, τότε

για i = 1, 2, 3 λαµβάνουµε

P1(λ) = a1 − λ

P2(λ) = (a2 − λ)P1(λ)− b
2
1 (64)

P3(λ) = (a3 − λ)P2(λ)− b
2
2P1(λ)

πράγµα που δηλώνει µία γενική αναδροµική σχέση η οποία δίνεται από το

ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 1

Αν T είναι ένας πραγµατικός συµµετρικός τριδιαγώνιος πίνακας και αν T − λI

δίνεται από την

T − λI =


a1 − λ b1

b1 a2 − λ b2 0

. . .
. . .

. . .

0 bn−2 an−1 − λ bn−1

bn−1 an − λ

 (65)

τότε για i = 1, 2, . . . , n

Pi(λ) = (ai − λ)Pi−1(λ)− b
2
i−1Pi−2(λ) (66)

όπου P−1(λ) ≡ 0, P0(λ) ≡ 1 και b0 = 0.
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Απόδειξη

Αν

Pi(λ) = det


a1 − λ b1

b1 a2 − λ b2 0

. . .
. . .

. . .

0 bi−2 ai−1 − λ bi−1

bi−1 ai − λ

 (67)

τότε αναπτύσσοντας την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής

έχουµε για i ≥ 3 την (66).

Είναι ϕανερό τώρα ότι οι ϱίζες κάθε πολυωνυµικής εξίσωσης Pi(λ) = 0 είναι

πραγµατικές. Επειδή Pn(λ) = det(T − λI)είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

του T , ο σκοπός µας είναι να ϐρούµε τις ϱίζες της Pn(λ) = 0.
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Θεώρηµα 2

Αν Τ είναι ο πραγµατικός συµµετρικός τριδιαγώνιος πίνακας που ορίζεται από την (63) µε

bi ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1, τότε οι ϱίζες κάθε εξίσωσης Pi(λ) = 0 είναι διακεκριµένες και

χωρίζονται από τις ϱίζες της Pi−1(λ) = 0.

Απόδειξη

Επειδή bk ̸= 0 για k = 1, 2, . . . , n− 1, καµία από τις δύο διαδοχικές εξισώσεις

Pi−1(λ) = 0 και Pi(λ) = 0 δεν είναι δυνατόν να έχουν µία κοινή ϱίζα, γιατί αν είχαν, τότε, λόγω

της (66) και οι Pi−2(λ) = 0, Pi−3(λ) = 0, . . . , Pi(λ) = 0 ϑα είχαν την ίδια ϱίζα.

Αλλά το a1 είναι η µοναδική ϱίζα της P1(λ) = 0 και το a1 δεν είναι ϱίζα της

P2(λ) = 0, αφού b1 = 0 λόγω της υπόθεσης. Ο διαχωρισµός των ϱιζών αποδεικνύεται µε τη

µέθοδο της επαγωγής.

Εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί ότι το a1, η ϱίζα της P1(λ) = 0, ϐρίσκεται µεταξύ των

διακεκριµένων ϱιζών της P2(λ) = 0. Υποθέτουµε ότι οι ϱίζες των Pi−2(λ) = 0 και Pi−1(λ) = 0

είναι διακεκριµένες και οι ϱίζες της πρώτης χωρίζουν τις ϱίζες της δεύτερης. ΄Εστω

r1 < r2 < · · · < ri−1 οι ϱίζες της Pi−1(λ) = 0.
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...απόδειξη

Τότε από την αναδροµική σχέση (66) για k = 1, 2, . . . , i − 1 έχουµε

Pi(rk) = −b
2

i−1Pi−2(rk)

το οποίο σηµαίνει ότι οι ποσότητες Pi(rk) και Pi−2(rk) έχουν αντίθετα πρόσηµα. Ωστόσο, λόγω της

υπόθεσης της επαγωγής, το Pi−2(λ) αλλάζει πρόσηµο µεταξύ των rk και rk+1, k = 1, 2, . . . , i − 2

πράγµα που σηµαίνει ότι και το Pi(λ) αλλάζει πρόσηµο.

Με άλλα λόγια η Pi(λ) = 0 έχει µια ϱίζα µεταξύ κάθε Ϲευγαριού διαδοχικών ϱιζών της

Pi−1(λ) = 0. Επειδή δε

Pi(λ)→

{
∞, λ→ −∞

(−1)i∞, λ→∞

για i = 1, 2, . . . , n έπεται ότι η Pi(λ) = 0 έχει µια ϱίζα δεξιά της ri−1 και µια ϱίζα αριστερά της

r1. Αν οι ϱίζες της Pi(λ) είναι οι s1, s2, . . . , si δείξαµε ότι

s1 < r1 < s2 < r2, · · · < si−1 < ri−1 < si .
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...απόδειξη

Συνεπώς οι ϱίζες της Pi(λ) = 0 είναι διακεκριµένες και χωρίζονται από τις ϱίζες της

Pi−1(λ) = 0.

Η ιδιότητα αυτή αποτελεί τη ϐάση µιας αποτελεσµατικής τεχνικής για τον προσδιορισµό των

ϑέσεων των ιδιοτήτων του T . Πιο συγκεκριµένα η ακολουθία των πολυωνύµων

{Pi(λ)}, i = 1, 2, . . . , n που ορίζεται από την (66) αποτελεί µια ακολουθία Sturm στο διάστηµα

(−∞, ∞) σύµφωνα µε τον ακόλουθο ορισµό.
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Ορισµός

Ας ϑεωρήσουµε την ακολουθία των πραγµατικών πολυωνύµων

p0(x), p1(x), p2(x), . . . , pn(x) µε τις παρακάτω δύο ιδιότητες, όσον αφορά ένα

ανοικτό διάστηµα (a, b), όπου a µπορεί να είναι το −∞ και b το∞:

(i) Για κάθε τιµή x0 ∈ (a, b), αν pk(x0) = 0, τότε

Pk−1(x0)Pk+1(x0) < 0

το οποίο σηµαίνει ότι τα Pk−1(x0) και Pk+1(x0) έχουν αντίθετα πρόσηµα.

(ii) p0(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Τότε η ακολουθία αυτή των πολυωνύµων καλείται µια ακολουθία Sturm στο

διάστηµα (a, b).
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Ορισµός

Στο σχήµα 1 παρουσιάζεται ο διαχωρισµός των ϱιζών για n = 3, όπου a1 είναι ϱίζα της

P1(λ) = 0, µ1 και µ2 οι ϱίζες της P2(λ) = 0 και λ1, λ2 και λ3 οι ϱίζες της P3(λ) = 0. ∆εν έχει

σηµασία αν λ2 < a1 ή a1 < λ2 αρκεί a1, λ2 ∈ (µ1, µ2).

Σχήµα 1

σξ1.πδφ

Σχήµα: ∆ιαχωρισµός ϱιζών των P1(λ), P2(λ) και P3(λ)
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Ορισµός

΄Εστω s(λ) ο αριθµός των αµετάβλητων προσήµων στην ακολουθία 1, P1(λ), P2(λ), . . . , Pn(λ).
Αν Pi(λ) = 0 για κάποιο i λαµβάνουµε σαν πρόσηµο το πρόσηµο του Pi−1(λ).
Για παράδειγµα, για το σχήµα 1 παρατηρούµε ότι έχουµε τον παρακάτω πίνακα όταν το λ
ϐρίσκεται στα αντίστοιχα διαστήµατα.

Πίνακας 5

(−∞, λ1) (λ1, µ1) (µ1, λ2) (λ2, a1) (a1, µ2) (µ2, λ3) (λ3,∞)

1 + + + + + + +

P1(λ) + + + + - - -

P2(λ) + + - - - + +

P3(λ) + - - + + + -

sλ 3 2 2 1 1 1 0
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Από το σχήµα 1 παρατηρούµε ότι ο αριθµός s(λ) είναι ίσος µε το πλήθος εκείνων των ϱιζών της

P3(λ) = 0, οι οποίες είναι µεγαλύτερες ή ίσες µε λ. Γενικά έχουµε

Θεώρηµα 2

Η ποσότητα s(λ) είναι το πλήθος των ϱιζών της Pn(λ) = 0 οι οποίες είναι µεγαλύτερες ή ίσες µε

λ.

Είναι ϕανερό λοιπόν ότι µία συστηµατική αναζήτηση, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2 για

διάφορες τιµές του λ, ϑα προσδιορίσει προσεγγιστικά διαστήµατα τα οποία περικλείουν µία

ιδιοτιµή.

Επειδή ρ(T) ≤∥ T ∥β για κάθε norm πίνακα έχουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του T (ϱίζες της Pn(λ) )

ϐρίσκονται στο κλειστό διάστηµα [− ∥ T ∥∞, ∥ T ∥∞].

Χρησιµοποιώντας τώρα τη µέθοδο της διχοτόµησης και το Θεώρηµα 2 µπορούµε να ϐρούµε ένα

διάστηµα το οποίο να περιέχει µόνον την ιδιοτιµή που αναζητούµε.

Στο σηµείο αυτό η µέθοδος της διχοτόµησης µπορεί να συνεχιστεί µέχρις ότου επιτευχθεί η

επιθυµητή ακρίβεια για την ιδιοτιµή που έχουµε αποµονώσει. Φυσικά µετά από m διχοτοµήσεις το

µέγεθος του διαστήµατος ϑα είναι 2
−m[− ∥ T ∥∞, ∥ T ∥∞].
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Παράδειγµα

∆ίνεται ο πίνακας

T =


−2 1 0

1 −2 1

1 −2 1

0 1 −2

 .

Πόσες από τις ιδιοτιµές του ϐρίσκονται στο διάστηµα [−2, 0];

Λύση

Αν λ = 0 τότε από το Θεώρηµα 2 ϐρίσκουµε

P0(0) = 1, P1(0) = −2, P2(0) = 3, P3(0) = −4, και P4(0) = 5.

Η ακολουθία των σηµείων της {Pi(0)}, i = 0, 1, . . . , 4 είναι

+−+−+

οπότε s(0) = 0 πράγµα που δηλώνει ότι ο T δεν έχει καµία ϑετική ή µηδέν ιδιοτιµή, δηλαδή ο T

είναι ένας αρνητικά ορισµένος πίνακας.
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Αν λ = −2 τότε έχουµε την ακολουθία P0(−2) = 1, P1(−2) = 0,

P2(−2) = −1, P3(−2) = 0, P4(−2) = 1 και η ακολουθία των προσήµων είναι

η ++−−+, άρα s(−λ) = 2 πράγµα που σηµαίνει ότι ο T έχει δύο ιδιοτιµές

του στο διάστηµα [−2, 0].

Στη συνέχεια µπορούµε να διχοτοµήσουµε το διάστηµα [−2, 0] και να

επαναλάβουµε την παραπάνω διαδικασία µέχρις ότου ϐρούµε κάποιο διάστηµα

που περιέχει µόνο την ιδιοτιµή που επιθυµούµε.

Η παραπάνω τεχνική είναι πολύ αποτελεσµατική αν χρειάζεται να ϐρούµε τις

ιδιοτιµές σε ένα συγκεκριµένο διάστηµα ή µερικές από τις πρώτες ή µερικές

από τις τελευταίες ιδιοτιµές ενός n× n συµµετρικού τριδιαγώνιου πίνακα.

Υποθέτουµε τώρα ότι έχουµε υπολογίσει µία ή περισσότερες ιδιοτιµές ενός

συµµετρικού πίνακα A ∈ Rn×n αφού πρώτα τον µετασχηµατίσαµε σε ένα

συµµετρικό τριδιαγώνιο πίνακα T .
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΄Εστω

A = P
T
TP

µε P
T
P = I.

Αν λ είναι µία ιδιοτιµή του T µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα y , τότε Ty = λy και έτσι

λ(PT
y) = P

T
Ty

= P
T
TP(PT

y)

= A(PT
y)

δηλαδή το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα στη λ ιδιοτιµή του A είναι το

x = P
T
y. (68)

Με άλλα λόγια µπορούµε να υπολογίσουµε το ιδιοδιάνυσµα x του A υπολογίζοντας πρώτα το

ιδιοδιάνυσµα y του T και µετά να χρησιµοποιήσουµε την (68). Για λόγους υπολογιστικής

ευστάθειας, ο Wilkinson (σελ. 142) συνιστά τη χρήση της αντίστροφης µεθόδου των δυνάµεων

για τον υπολογισµό του y .
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Παρατηρήσεις

1. Αν ο τριδιαγώνιος πίνακας T παράγεται από µία ακολουθία µετασχηµατισµών του

Householder, τότε από την (68) έχουµε

x = (P2P3 . . . Pn−1)y

= [I − a2υ
(2)υ(2)T

] . . . [I − an−1υ
(n−1)υ(n−1)T

]y

και οι πολλαπλασιασµοί αυτοί µπορούν να γίνουν πολύ απλά αν παρατηρήσουµε ότι

(I − aυυT )y = y − a(υT
y)υ.

Η απλότητα των υπολογισµών ενισχύεται από το γεγονός ότι, για το υ(r)
, τα πρώτα r − 1

στοιχεία είναι µηδέν.

2. Η µέθοδος του Householder ϐρίσκει µία ιδιοτιµή κάθε ϕορά και αν, όπως συχνά είναι η

περίπτωση, επιθυµούµε µόνο µία ιδιοτιµή, τότε ο αλγόριθµος αυτός είναι κατάλληλος.

Ακόµα και αν επιθυµούµε όλες τις ιδιοτιµές απαιτεί λιγότερο υπολογιστικό χρόνο από τις

παραλλαγές της µεθόδου Jacobi και για το λόγο αυτό χρησιµοποιείται πάρα πολύ συχνά

για πραγµατικούς, συµµετρικούς πίνακες. Η µέθοδος του Jacobi από την άλλη πλευρά

είναι κατάλληλη για την εύρεση όλων των ιδιοτιµών ταυτόχρονα µαζί µε το πλήρες

ορθοκανονικό σύνολο των ιδοδιανυσµάτων (αν η τάξη του πίνακα n δεν είναι τόσο µεγάλη

ώστε ο υπολογιστικός χρόνος να είναι λίγος).
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