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Εισαγωγή

▶ Πολλά πϱοϐλήµατα απαϱίϑµησης δεν λύνονται µόνο µε τα
εϱγαλεία από τις µεταϑέσεις και συνδυασµούς.

▶ Οι γενικές τεχνικές απαϱίϑµησης δίνουν τη λύση.

Οϱισµός.
Πείϱαµα: Μια διαδικασία µε συγκεκϱιµένο (αϱιϑµήσιµο) σύνολο
δυνατών / παϱατηϱήσιµων αποτελεσµάτων.

▶ Θέλουµε να απαϱιϑµήσουµε το σύνολο των δυνατών
αποτελεσµάτων ενός πειϱάµατος.

▶ Μετϱάµε δηλαδή αντικείµενα µε οϱισµένες ιδιότητες.
▶ Σηµαντικό κοµµάτι των ∆ιακϱιτών Μαϑηµατικών.



Εϕαϱµογές

✓ Πολυπλοκότητα αλγοϱίϑµων
✓ Τηλεϕωνικοί αϱιϑµοί
✓ Πλήϑος I.P.’s
✓ Τεχνικές αλληλούχησης DNA
♣ Τυχεϱά παιχνίδια.



΄Ενα παϱάδειγµα

▶ password υπολογιστή µε 6, 7 ή 8 χαϱακτήϱες
▶ Χαϱακτήϱες: γϱάµµατα ή ψηϕία.
▶ Υποχϱεωτικά ένα αϱιϑµητικό ψηϕίο

Πόσα password (συνϑηµατικά) υπάϱχουν;
Θα απαντηϑεί παϱακάτω.



Ο κανόνας του γινοµένου

Ξεκινάµε µε κάποιες ϐασικές αϱχές αϱίϑµησης:

Κανόνας του γινοµένου
Εστω ότι µια διαδικασία διαχωϱίϹεται σε µια ακολουϑία δύο
εϱγασιών.
Αν υπάϱχουν n1 τϱόποι να γίνει η πϱώτη εϱγασία και για κάϑε
έναν από αυτούς, υπάϱχουν n2 τϱόποι να γίνει η δεύτεϱη, τότε
υπάϱχουν συνολικά n1n2 τϱόποι εκτέλεσης της διαδικασίας.

→ Ο κανόνας του γινοµένου επεκτείνεται στις πεϱιπτώσεις όπου
µια διαδικασία µποϱεί να διασπαστεί σε k εϱγασίες, οπότε το
σύνολο των τϱόπων εκτέλεσης είναι

n1n2 · · ·nk.



Ο κανόνας του γινοµένου

Παϱάδειγµα 1.
Πόσα πιϑανά αποτελέσµατα υπάϱχουν µετά την ϱίψη 2 Ϲαϱιών;
Απάντηση: Κάϑε 2 Ϲάϱι µποϱεί να έχει 6 διαϕοϱετικά
αποτελέσµατα, οπότε n1 = n2 = 6 ⇒ 36 αποτελέσµατα.

Παϱάδειγµα 2.
Πόσες διαϕοϱετικές συµϐολοσειϱές bit υπάϱχουν µε µήκος 9;
Απάντηση: Κάϑε bit µποϱεί να έχει τιµή 0 ή 1, οπότε ni = 2. Αϱα
29 = 512 διαϕοϱετικές συµϐολοσειϱές.



Ο κανόνας του γινοµένου

Παϱάδειγµα 3.
Πόσες πινακίδες αυτοκινήτων µποϱούν να υπάϱξουν µε 3
ελληνικά γϱάµµατα και 4 αϱιϑµούς ;
Απάντηση: Αν χϱησιµοποιούνται τα 24 γϱάµµατα και οι 10
αϱιϑµοί χωϱίς πεϱιοϱισµό στην επιλογή τους, τότε υπάϱχουν
243104 = 138.240.000 συνδυασµοί.

Παϱάδειγµα 4.
Πόσες διαϕοϱετικές συναϱτήσεις από σύνολο A, n στοιχείων, σε
σύνολο B, k στοιχείων, µποϱούν να κατασκευαστούν;
Απάντηση: Μια συνάϱτηση αντιστοιχεί στην επιλογή ενός από τα
στοιχεία του B για κάϑε (διακϱιτό) στοιχείο του A. Υπάϱχουν
συνολικά kn συναϱτήσεις της µοϱϕής f : A → B.



Πληϑικότητα δυναµοσυνόλου

΄Εστω πεπεϱασµένο σύνoλο S.

Αντιστοιχούµε κάϑε υποσύνoλο του S σε µια µοναδική
συµϐολοσειϱά bit µήκους |S| ως εξής. Κάϑε στοιχείο του S
αντιστοιχεί σε ένα bit: 1, αν το στοιχείο ϐϱίσκεται στο υποσύνολο,
0 αν όχι.

Κάϑε συµϐολοσειϱά είναι ουσιαστικά µια συνάϱτηση S → {0,1},
και υπάϱχουν 2|S| τέτοιες συναϱτήσεις.
Αϱα υπάϱχουν |P(S)| = 2|S| υποσύνολα του S διότι υπάϱχουν
τόσες συµϐολοσειϱές µήκους |S|.

Π.χ. S = {α, β, γ}, |P(S)| = 23 = 8.



Συνολοϑεωϱητική έκϕϱαση

Εστω τα πεπεϱασµένα σύνολα A1,A2, . . . ,Am . Αν κάϑε πείϱαµα
έχει αποτελέσµατα A1, . . . ,Am και το συνολικό αποτέλεσµα
οϱίϹεται από ένα στοιχείο σε κάϑε Ai , τότε αντιστοιχεί στο
καϱτεσιανό γινόµενο

A1 × A2 × · · · × Am = {(a1, . . . ,am) : ai ∈ Ai}.

Ξέϱουµε πως το πλήϑος των στοιχείων του καϱτεσιανού γινοµένου
ισούται µε το γινόµενο των πληϑικοτήτων του κάϑε συνόλου

|A1 × A2 × · · · × Am | = |A1| · |A2| · · · |Am |



Ο κανόνας του αϑϱοίσµατος

Κανόνας του αϑϱοίσµατος
Αν µια διαδικασία µποϱεί να γίνει είτε µε n1 τϱόπους είτε µε n2
τϱόπους, έτσι ώστε κανένα στοιχείο των πϱώτων να µην πεϱιέχεται
στους δεύτεϱους (αποκλειστική διάϹευξη), τότε υπάϱχουν
συνολικά n1 + n2 τϱόποι εκτέλεσης της διαδικασίας.



Ο κανόνας του αϑϱοίσµατος

Παϱάδειγµα 5.

▶ 2 λίστες για απαλλακτικές εϱγασίες
▶ 18 ϐιϐλιογϱαϕικές εϱγασίες, 35 ανάπτυξης κώδικα

Πόσες επιλογές έχει κάϑε ϕοιτητής;
Απάντηση: Οι επιλογές είναι 18 + 35 = 53.



Ο κανόνας του αϑϱοίσµατος

Η συνολοϑεωϱητική διατύπωση του κανόνα του αϑϱοίσµατος
αϕοϱά στην ένωση συνόλων που είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους:

|A1 ∪ A2 · · · ∪ Am | = |A1|+ |A2| · · ·+ |Am |, Ai ∩ Aj = ∅, ∀ i, j.

Η παϱαπάνω έκϕϱαση αποτελεί διαµέϱιση της ένωσης
⋃m

i=1 Ai .



∆ιαϕοϱές αϑϱοίσµατος-γινοµένου

Παϱάδειγµα 6.
15 µπάλες = 7 µονόχϱωµες + 7 δίχϱωµες + 1 µαύϱη.

(Γινόµενο)
#(Επιλογών µίας µονόχϱωµης και µίας δίχϱωµης) = 7 · 7 = 49.

(΄Αϑϱοισµα)
#(Επιλογών µπάλας εκτός της µαύϱης) = 7 + 7 = 14.



∆ιαϕοϱές αϑϱοίσµατος-γινοµένου

Ο κανόνας του γινοµένου εϕαϱµόϹεται αν γίνουν και τα δύο
πειϱάµατα.

Από την άλλη, εϕαϱµόϹουµε τον κανόνα του αϑϱοίσµατος εάν
γίνει ακϱιϐώς ένα εκ των 2 πειϱαµάτων, δηλ. είτε το πϱώτο
πείϱαµα είτε το δεύτεϱο.

Ο κανόνας του αϑϱοίσατος ή αυτός του γινοµένου πολλές ϕοϱές
δεν αϱκεί για να λύσουν ένα πϱόϐληµα απαϱίϑµησης. Ο
συνδυασµός τους όµως µποϱεί να δώσει τη λύση.



Λύση του παϱαδείγµατος password [Rosen]

▶ password (συνϑηµατικό) µε 6, 7 ή 8 χαϱακτήϱες
▶ Χαϱακτήϱες: αγγλικά γϱάµµατα ή ψηϕία.
▶ Υποχϱεωτικά ένα αϱιϑµητικό ψηϕίο

Απάντηση: ΄Εστω P το συνολικό πλήϑος αποδεκτών συνϑηµατικών
και Pi = πλήϑος αποδεκτών συνϑηµατικών µε i = 6,7,8
αγγλικούς χαϱακτήϱες αντίστοιχα, όχι µόνο γϱάµµατα:

✓ Κανόνας αϑϱοίσµατος ⇒ P = P6 + P7 + P8.
Εστω pi το πλήϑος των συνϑηµατικών µε i γϱάµµατα και
αϱιϑµούς, ℓi το πλήϑος των συνϑηµατικών µε i γϱάµµατα.

✓ Κανόνας αϑϱοίσµατος: pi = Pi + ℓi ⇒ Pi = pi − ℓi .

✓ Κανόνας γινοµένου: pi = 36i , ℓi = 26i .



Ο κανόνας της διαίϱεσης

Ο κανόνας της διαίϱεσης
Υπάϱχουν n/d διαϕοϱετικά αποτελέσµατα ενός πειϱάµατος που
εκτελείται δυνητικά µε n αποτελέσµατα, αλλά κάϑε d από αυτά
είναι ίδια.

Συνολοϑεωϱητικά έχουµε, για n = |A| δυνητικά αποτελέσµατα και
κάποιο άγνωστο k διακϱιτών αποτελεσµάτων, την εξής διαµέϱιση:

A = A1 ∪ · · · ∪ Ak, Ai ∩ Aj = ∅, ∀ i, j,

όπου |A1| = · · · = |Ak| = d, συνεπώς k = |A|/d = n/d.



Ροτόντα: πϱόϐληµα

Παϱάδειγµα 7.
Με πόσους τϱόπους κάϑονται σε ϱοτόντα 4 άτοµα, ϑεωϱώντας 2
τϱόπους ίδιους αν καϑένας έχει δεξιά κι αϱιστεϱά ίδιους γείτονες;

Πϱόκειται για το ίδιο αποτέλεσµα αν µετακινηϑούν όλοι κατά µία
ϑέση στην ίδια ϕοϱά π.χ. αντίϑετα µε τους δείκτες του ϱολογιού.

Παϱατηϱώ πως υπάϱχουν 4! διατάξεις αν οϱιστεί κάποια ϑέση ως
1η και καϑίσουν τα άτοµα σε οϱισµένη ϕοϱά.



Ροτόντα: λύση

Παϱάδειγµα
Με πόσους τϱόπους κάϑονται σε ϱοτόντα 4 άτοµα, ϑεωϱώντας 2
τϱόπους ίδιους αν καϑένας έχει δεξιά κι αϱιστεϱά ίδιους γείτονες;

Kανόνας διαίϱεσης: A = όλοι οι τϱόποι καϑίσµατος. Ai = τϱόποι
να καϑίσουν σε συγκεκϱιµένη σειϱά (και µετακινούµενοι µέχϱι 3
ϑέσεις): |Ai | = 4 = d. Ζητείται το πλήϑος k των Ai :

|A| = | ∪k
i=1 Ai | = 4! = kd ⇒ k = 3!

Β’ µέϑοδος: Η ϑέση του 1ου ατόµου οϱίϹεται αυϑαίϱετα. Τα
υπόλοιπα 3 άτοµα διατάσσονται µε 3! τϱόπους, αϕού οϱιστεί η
ϕοϱά της διάταξης. ΄Αϱα συνολικά 3! τϱόποι καϑίσµατος.



Ροτόντα: λύση

Παϱάδειγµα
Με πόσους τϱόπους κάϑονται σε ϱοτόντα 4 άτοµα, ϑεωϱώντας 2
τϱόπους ίδιους αν καϑένας έχει δεξιά κι αϱιστεϱά ίδιους γείτονες;

Kανόνας διαίϱεσης: A = όλοι οι τϱόποι καϑίσµατος. Ai = τϱόποι
να καϑίσουν σε συγκεκϱιµένη σειϱά (και µετακινούµενοι µέχϱι 3
ϑέσεις): |Ai | = 4 = d. Ζητείται το πλήϑος k των Ai :

|A| = | ∪k
i=1 Ai | = 4! = kd ⇒ k = 3!

Β’ µέϑοδος: Η ϑέση του 1ου ατόµου οϱίϹεται αυϑαίϱετα. Τα
υπόλοιπα 3 άτοµα διατάσσονται µε 3! τϱόπους, αϕού οϱιστεί η
ϕοϱά της διάταξης. ΄Αϱα συνολικά 3! τϱόποι καϑίσµατος.
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Ο κανόνας της αϕαίϱεσης

Κανόνας της αϕαίϱεσης
Αν µια διαδικασία µποϱεί να γίνει είτε µε n1 τϱόπους είτε µε n2
τϱόπους, έτσι ώστε k στοιχεία των πϱώτων να πεϱιέχονται στους
δεύτεϱους, τότε υπάϱχουν συνολικά n1 + n2 − k τϱόποι εκτέλεσης
της διαδικασίας.

Ο κανόνας της αϕαίϱεσης έχει το συνολοϑεωϱητικό του ανάλογο
στην αϱχή εγκλεισµού-αποκλεισµού:



Απαϱίϑµηση ένωσης
▶ Η αϱχή του εγκλεισµού αποκλεισµού χϱησιµοποιείται στην

απαϱίϑµηση ενώσεων συνόλων ή ενδεχοµένων.
▶ Η πεϱίπτωση των 2 ενδεχοµένων είναι η πιο γνωστή:

Rosen, Εικόνα 8.5.1



΄Ενωση δύο ενδεχοµένων

Παϱάδειγµα 8.
Από τους ϕοιτητές του 1ου έτους, 81 παϱακολουϑούν το µάϑηµα
των ∆ιακϱιτών Μαϑηµατικών, 53 το µάϑηµα του
Πϱογϱαµµατισµού, ενώ αµϕότεϱα µαϑήµατα παϱακολουϑούν 43
ϕοιτητές. Πόσοι είναι οι πϱωτοετείς ?

΄Εχουµε ως πϱος την παϱακολούϑηση των µαϑηµάτων:

|A| = 81, |B| = 53, |A ∩ B| = 43 ⇒
⇒ |A ∪ B| = (81 + 53)− 43 = 91.



΄Ενωση 3 συνόλων
Στην πεϱίπτωση 3 ενδεχοµένων ξέϱουµε ότι:

|A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1|+ |A2|+ |A3|
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − |A2 ∩ A3|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|



΄Ενωση 4 συνόλων

|A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4| = |A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4|
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − |A1 ∩ A4|
− |A2 ∩ A3| − |A2 ∩ A4| − |A3 ∩ A4|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|+ |A1 ∩ A2 ∩ A4|
+ |A2 ∩ A3 ∩ A4|+ |A1 ∩ A3 ∩ A4|
− |A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4|



Γενικευµένη Αϱχή εγκλεισµού / αποκλεισµού

Θεώϱηµα. Για πεπεϱασµένα A1, . . . ,An, [n] := {1, . . . ,n}:

|A1 ∪ · · · ∪ An| =

= |A1|+ · · ·+ |An|
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − · · · − |An−1 ∩ An|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|+ |A1 ∩ A2 ∩ A4|+ · · ·

...
− (−1)k ∑

J⊂[n] & |J |=k
|
⋂

j∈J Aj|

...
− (−1)n|A1 ∩ · · · ∩ An| =

=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aik |.
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Παϱάδειγµα Ι

Πόσοι ϑετικοί ϕυσικοί αϱιϑµοί µικϱότεϱοι του 1000 δεν είναι
πολλαπλάσια του 2, του 3 ούτε του 5;

Απάντηση:
Για τους ϕυσικούς 1, . . . ,999 οϱίϹουµε σύνολα:
A1 = {πολλαπλάσια του 2} : |A1| = ⌊999/2⌋ = 499,
A2 = {πολλαπλάσια του 3} : |A2| = ⌊999/3⌋ = 333,
A3 = {πολλαπλάσια του 5} : |A3| = ⌊999/5⌋ = 199,
|A1 ∩A2| = ⌊999/(2 ·3)⌋ = 166, |A2 ∩A3| = ⌊999/(3 ·5)⌋ = 66,
|A1 ∩ A3| = ⌊999/10⌋ = 99, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = ⌊999/30⌋ = 33.

Το σύνολο των ϕυσικών που είναι πολλαπλάσια τουλάχιστον ενός
από τα 2, 3, 5 έχει πληϑάϱιµο:
|A1 ∪ A2 ∪ A3| = 499 + 333 + 199 − 166 − 99 − 66 + 33 = 733
οπότε η λύση είναι 999 − 733 = 266 αϱιϑµοί.



Παϱάδειγµα Ι

Πόσοι ϑετικοί ϕυσικοί αϱιϑµοί µικϱότεϱοι του 1000 δεν είναι
πολλαπλάσια του 2, του 3 ούτε του 5;

Απάντηση:
Για τους ϕυσικούς 1, . . . ,999 οϱίϹουµε σύνολα:
A1 = {πολλαπλάσια του 2} : |A1| = ⌊999/2⌋ = 499,
A2 = {πολλαπλάσια του 3} : |A2| = ⌊999/3⌋ = 333,
A3 = {πολλαπλάσια του 5} : |A3| = ⌊999/5⌋ = 199,
|A1 ∩A2| = ⌊999/(2 ·3)⌋ = 166, |A2 ∩A3| = ⌊999/(3 ·5)⌋ = 66,
|A1 ∩ A3| = ⌊999/10⌋ = 99, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = ⌊999/30⌋ = 33.

Το σύνολο των ϕυσικών που είναι πολλαπλάσια τουλάχιστον ενός
από τα 2, 3, 5 έχει πληϑάϱιµο:
|A1 ∪ A2 ∪ A3| = 499 + 333 + 199 − 166 − 99 − 66 + 33 = 733
οπότε η λύση είναι 999 − 733 = 266 αϱιϑµοί.



Εϕαϱµογή εγκλεισµού-αποκλεισµού [Rosen 8.6]

▶ Το πϱοηγούµενο πϱόϐληµα αϕοϱούσε ιδιότητες P1, . . . , Pn

όπου Ai τα σύνολα στοιχείων που ικανοποιούν τις ιδιότητες.
▶ Θέτουµε N(Pi1 · · · Pik ) = |Ai1 ∩ · · · ∩ Aik | το πλήϑος των

στοιχείων που ικανοποιούν τις αντίστοιχες ιδιότητες.
▶ Το πλήϑος των στοιχείων που δεν ικανοποιούν καµία

ιδιότητα εκ των Pi1 , . . . , Pik είναι N(P ′
i1 · · · P

′
ik ) = N−

|Ai1 ∪ · · · ∪ Aik |, όπου N το συνολικό πλήϑος στοιχείων.

΄Αϱα: N(P ′
1 · · · P ′

n) = N −
∑

1≤i≤n
N(Pi) +

∑
1≤i<j≤n

N(PiPj)

−
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
2<k≤n

(−1)k+1N(Pi1 · · · Pik )



Παϱάδειγµα ΙΙ

Πόσοι ϑετικοί ακέϱαιοι ως το 50 δεν διαιϱούνται από τους 4
µικϱότεϱους πϱώτους αϱιϑµούς;

Απάντηση: P1 = {m ≤ 50 : 2|m}, P2 = {m ≤ 50 : 3|m},
P3 = {m ≤ 50 : 5|m}, P4 = {m ≤ 50 : 7|m}.

N(P1) = 25,N(P2) = ⌊50/3⌋ = 16,N(P3) = 10,N(P4) = 7,
N(P1P2) = 8,N(P1P3) = 5,N(P1P4) = 3,
N(P2P3) = 3,N(P2P4) = 2,N(P3P4) = 1,
N(P1P2P3) = 1,N(P1P2P4) = 1,N(P2P3P4) = 0,
N(P1P3P4) = 0 και N(P1P2P3P4) = 0.

Συνολικά: N(P ′
1P ′

2P ′
3P ′

4) = 50−
−(25 + 16 + 10 + 7)+(8+5+3+3+2+1)−(1+1+0+0)+0 =
12.
΄Ασκηση: Απαϱιϑµήστε τους.



Παϱάδειγµα ΙΙ

Πόσοι ϑετικοί ακέϱαιοι ως το 50 δεν διαιϱούνται από τους 4
µικϱότεϱους πϱώτους αϱιϑµούς;

Απάντηση: P1 = {m ≤ 50 : 2|m}, P2 = {m ≤ 50 : 3|m},
P3 = {m ≤ 50 : 5|m}, P4 = {m ≤ 50 : 7|m}.

N(P1) = 25,N(P2) = ⌊50/3⌋ = 16,N(P3) = 10,N(P4) = 7,
N(P1P2) = 8,N(P1P3) = 5,N(P1P4) = 3,
N(P2P3) = 3,N(P2P4) = 2,N(P3P4) = 1,
N(P1P2P3) = 1,N(P1P2P4) = 1,N(P2P3P4) = 0,
N(P1P3P4) = 0 και N(P1P2P3P4) = 0.

Συνολικά: N(P ′
1P ′

2P ′
3P ′

4) = 50−
−(25 + 16 + 10 + 7)+(8+5+3+3+2+1)−(1+1+0+0)+0 =
12.
΄Ασκηση: Απαϱιϑµήστε τους.



Το κόσκινο του Εϱατοσϑένη

▶ Μια αϱχαία και αποδοτική µέϑοδος για να ελέγξουµε αν ένας
δεδοµένος ακέϱαιος N είναι πϱώτος.

▶ Για να είναι ο N σύνϑετος, πϱέπει να διαιϱείται από
τουλάχιστον έναν πϱώτο που είναι ≤

√
N .

▶ ΕϕαϱµόϹοντας εγκλεισµό-αποκλεισµό µποϱούµε γϱήγοϱα να
ϐϱούµε το πλήϑος των πϱώτων (και αντίστοιχα των σύνϑετων)
αϱιϑµών µικϱότεϱων από

√
N .



Το κόσκινο του Εϱατοσϑένη (Παϱάδειγµα)

▶ Για να ελέγξουµε αϱιϑµούς µέχϱι το 50, αϱκεί να ϐϱούµε
τους αϱιϑµούς που διαιϱούνται µε τους 4 µικϱότεϱους
πϱώτους, όπως στο πϱοηγούµενο παϱάδειγµα διότι ο αµέσως
µεγαλύτεϱος πϱώτος, το 11, υπεϱϐαίνει το

√
50.

▶ Βϱήκαµε N(P ′
1P ′

2P ′
3P ′

4) = 12.
▶ Επίσης οι αϱιϑµοί 2,3,5,7 είναι πϱώτοι, ενώ ο 1 µετϱήϑηκε

αλλά δεν ϑεωϱείται πϱώτος.
▶ ΄Αϱα το σύνολο των πϱώτων αϱιϑµών που δεν υπεϱϐαίνουν το

50 είναι 4 + N(P ′
1P ′

2P ′
3P ′

4)− 1 = 15.



Απαϱιϑµώντας της συναϱτήσεις "επί": παϱάδειγµα

Παϱάδειγµα 9.
Πόσες επί συναϱτήσεις f : A → B υπάϱχουν εάν |A| = 6 και
|B| = 3;

Απάντηση: ΄Εστω b1, b2, b3 τα τϱία στοιχεία του συνόλου B.
Θέτουµε την ιδιότητα Pi = { η εικόνα της f δεν πεϱιέχει το bi}.
Συνολικά υπάϱχουν 36 συναϱτήσεις f (γιατί?)

΄Εχουµε N(Pi) = 26, i = 1,2,3 (2 επιλογές για 6 στοιχεία).
Εϕόσον i ̸= j, τότε N(PiPj) = 16 (1 επιλογή για 6 στοιχεία).
Οι δυνατοί συνδυασµοί {Pi , Pj} είναι 3.

Συνολικά: N(P ′
1P ′

2P ′
3) = 36 − [3N(Pi)− 3N(PiPj) + N(P1P2P3)] =

36 − (3 · 26 − 3 · 16 + 0) = 540.



Απαϱιϑµώντας της συναϱτήσεις επί

Το πϱοηγούµενο παϱάδειγµα γενικεύεται για το πλήϑος των
συναϱτήσεων επί από σύνολα m στοιχείων σε σύνολα n στοιχείων.

Bϱείτε τη γενίκευση, και καϑοϱίσετε ποια είναι η σχέση µεταξύ
των m,n για να υπάϱχουν συναϱτήσεις επί.

Πϱέπει m ≥ n, τότε το πλήϑος συναϱτήσεων επί είναι:

nm−C(n,1)(n−1)m+C(n,2)(n−2)m+· · ·+(−1)n−1C(n,n−1)1m ,

όπου C(a, b) = a!/(b!(a − b)!) είναι οι τϱόποι επιλογής b
αντικειµένων από a, π.χ. C(a,1) = C(a,a − 1) = a.



Απαϱιϑµώντας της συναϱτήσεις επί

Το πϱοηγούµενο παϱάδειγµα γενικεύεται για το πλήϑος των
συναϱτήσεων επί από σύνολα m στοιχείων σε σύνολα n στοιχείων.

Bϱείτε τη γενίκευση, και καϑοϱίσετε ποια είναι η σχέση µεταξύ
των m,n για να υπάϱχουν συναϱτήσεις επί.

Πϱέπει m ≥ n, τότε το πλήϑος συναϱτήσεων επί είναι:

nm−C(n,1)(n−1)m+C(n,2)(n−2)m+· · ·+(−1)n−1C(n,n−1)1m ,

όπου C(a, b) = a!/(b!(a − b)!) είναι οι τϱόποι επιλογής b
αντικειµένων από a, π.χ. C(a,1) = C(a,a − 1) = a.



Βασικές έννοιες απαϱίϑµησης [Rosen Κεϕ. 6.1]

Εγκλεισµός-Αποκλεισµός [Rosen Κεϕ. 8.5]
Εϕαϱµογές του Εγκλεισµού-Αποκλεισµού
∆ιαταϱάξεις

Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα [Rosen Κεϕ. 6.2]

Ασκήσεις



∆ιαταϱάξεις

Οϱισµός 1.
∆ιατάϱαξη ονοµάϹουµε µια µετάϑεση (permutation, διάταξη) που
δεν αϕήνει κανένα αντικείµενο στην αϱχική του ϑέση.
ΣυµϐολίϹουµε το πλήϑος των διαταϱάξεων n στοιχείων µε Dn

(derangments).

Παϱάδειγµα 10.
Πόσες είναι οι µεταϑέσεις 3 στοιχείων και ποιές είναι διαταϱάξεις ;

3!

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)

΄Οχι ∆ιαταϱάξεις ∆ιαταϱάξεις



∆ιαταϱάξεις

Οϱισµός 1.
∆ιατάϱαξη ονοµάϹουµε µια µετάϑεση (permutation, διάταξη) που
δεν αϕήνει κανένα αντικείµενο στην αϱχική του ϑέση.
ΣυµϐολίϹουµε το πλήϑος των διαταϱάξεων n στοιχείων µε Dn

(derangments).

Παϱάδειγµα 10.
Πόσες είναι οι µεταϑέσεις 3 στοιχείων και ποιές είναι διαταϱάξεις ;
3!

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)

΄Οχι ∆ιαταϱάξεις ∆ιαταϱάξεις



∆ιαταϱάξεις

Θεώϱηµα 1.
Το πλήϑος των διαταϱάξεων ενός συνόλου µε n στοιχεία είναι

Dn = n!

(
1 − 1

1!
+

1
2!

− · · ·+ (−1)n 1
n!

)
.

Απόδειξη.
▶ Θέτουµε Pi = {Το στοιχείο i παϱέµεινε στην ϑέση του},
▶ Θέλουµε N(P ′

1P ′
2 · · · P ′

n): κανένα στοιχείο στην ϑέση του.
▶ Παϱατηϱούµε N(Pi1Pi2 · · · Pim ) = (n − m)! για m ≤ n.

(συνεχίϹεται)



∆ιαταϱάξεις (συνέχεια απόδειξης)

▶ Tο πλήϑος επιλογών m δεικτών i1, i2, . . . , im είναι C(n,m).
▶ ΄Αϱα Dn =

= n!−C(n,1)(n−1)!+C(n,2)(n−2)!−· · ·+(−1)nC(n,n)0! =

= n!−
n∑

k=1

(−1)k+1C(n, k)(n − k)! = n! +
n∑

k=1

(−1)k n!

k!
.



∆ιαταϱάξεις και πιϑανότητα

Παϱάδειγµα 11.
΄Ενας εϱγαϹόµενος δεν αϱιϑµεί σωστά τα καπέλα των πελατών ενός
εστιατοϱίου µε αποτέλεσµα κάϑε ϕοϱά να δίνει τυχαία κάποιο
καπέλο σε κάϑε πελάτη που ϕεύγει. Ποια η πιϑανότητα να µην
δώσει κανένα καπέλο σωστά;

▶ Εϕαϱµογή των διαταϱάξεων στην ϑεωϱία πιϑανοτήτων.
▶ Dn διαταϱάξεις σε σύνολο n! µεταϑέσεων
▶ P({κανένα σωστό καπέλο}) = Dn/n!



Βασικές έννοιες απαϱίϑµησης [Rosen Κεϕ. 6.1]

Εγκλεισµός-Αποκλεισµός [Rosen Κεϕ. 8.5]
Εϕαϱµογές του Εγκλεισµού-Αποκλεισµού
∆ιαταϱάξεις

Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα [Rosen Κεϕ. 6.2]

Ασκήσεις



Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα

- 10 πεϱιστεϱιά µε 9 διαϑέσιµες ϕωλιές.
- Αϱα µία τουλάχιστον ϕωλιά ϑα έχει > 1 πεϱιστέϱια.



Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Θεώϱηµα 2 (Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα).
Εστω k ένας ϑετικός ακέϱαιος. Εάν ϑέλουµε να τοποϑετήσουµε
n ≥ k + 1 αντικείµενα σε k κουτιά, τότε τουλάχιστον ένα κουτί ϑα
πεϱιέχει πεϱισσότεϱα από ένα αντικείµενα.



Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα, αν και ϕαινοµενικά απλή, µποϱεί να
δώσει κάποια ενδιαϕέϱοντα αποτελέσµατα:

Πόϱισµα 1.
Μια συνάϱτηση f από ένα σύνολο µε n ≥ k + 1 στοιχεία σε ένα
σύνολο µε k στοιχεία δεν είναι ποτέ 1 πϱος 1.



Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Παϱάδειγµα 12.
Ανάµεσα σε 367 ανϑϱώπους τουλάχιστον 2 έχουν γενέϑλια την
ίδια µέϱα.

Παϱάδειγµα 13.
Πόσους ϕοιτητές πϱέπει να έχει µία τάξη ώστε τουλάχιστον 2 να
έχουν ίδιο ϐαϑµό αν η ϐαϑµολόγηση είναι από το 0 έως το 10 και
επιτϱέπονται ακέϱαιοι και τα µισά τους;

Απάντηση: 22 ϕοιτητές.



Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Παϱάδειγµα 12.
Ανάµεσα σε 367 ανϑϱώπους τουλάχιστον 2 έχουν γενέϑλια την
ίδια µέϱα.

Παϱάδειγµα 13.
Πόσους ϕοιτητές πϱέπει να έχει µία τάξη ώστε τουλάχιστον 2 να
έχουν ίδιο ϐαϑµό αν η ϐαϑµολόγηση είναι από το 0 έως το 10 και
επιτϱέπονται ακέϱαιοι και τα µισά τους;
Απάντηση: 22 ϕοιτητές.



Εϕαϱµογές

Παϱάδειγµα 14.

▶ 30 ηµέϱες αγώνων για µια οµάδα,
▶ ≥ 1 αγώνες την ηµέϱα, ≤ 45 αγώνες συνολικά.

∆είξτε ότι υπάϱχει µια πεϱίοδος συνεχόµενων ηµεϱών που η
οµάδα παίϹει ακϱιϐώς 14 αγώνες.
Απάντηση:

➝ aj = πλήϑος παιχνιδιών ως και τη µέϱα j = 1, . . . ,30.
➝ bj = aj + 14 (αµϕότεϱες αυστηϱώς αύξουσες)
➝ 60 ϑετικοί όϱοι συνολικά, όπου b30 ≤ 59.
➝ αϱχή πεϱιστεϱώνα ⇒ δύο ίσοι όϱοι, όµως όχι ίδιας

ακολουϑίας, άϱα ak = bj = aj + 14, για κάποια k > j.



Η γενικευµένη αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Θεώϱηµα 3 (Η γενικευµένη αϱχή του πεϱιστεϱώνα).
Αν τοποϑετήσουµε N αντικείµενα σε k κουτιά, τότε ένα τουλάχιστον
κουτί ϑα πεϱιέχει τουλάχιστον ⌈N

k ⌉ αντικείµενα.

Παϱάδειγµα 15.
Πόσα χαϱτιά πϱέπει να τϱαϐήξουµε από µια τϱάπουλα 52
ϕύλλων, ώστε τουλάχιστον 3 να έχουν το ίδιο σύµϐολο;

Απάντηση: Θεωϱήστε k = 4 κουτιά. Tοποϑετώντας N χαϱτιά σε
αυτά, πϱέπει ⌈N/4⌉ ≥ 3. Aϱα N ≥ 9.
Εναλλακτικά N ≥ 4 · 2 + 1 = 9.



Η γενικευµένη αϱχή του πεϱιστεϱώνα

Θεώϱηµα 3 (Η γενικευµένη αϱχή του πεϱιστεϱώνα).
Αν τοποϑετήσουµε N αντικείµενα σε k κουτιά, τότε ένα τουλάχιστον
κουτί ϑα πεϱιέχει τουλάχιστον ⌈N

k ⌉ αντικείµενα.

Παϱάδειγµα 15.
Πόσα χαϱτιά πϱέπει να τϱαϐήξουµε από µια τϱάπουλα 52
ϕύλλων, ώστε τουλάχιστον 3 να έχουν το ίδιο σύµϐολο;

Απάντηση: Θεωϱήστε k = 4 κουτιά. Tοποϑετώντας N χαϱτιά σε
αυτά, πϱέπει ⌈N/4⌉ ≥ 3. Aϱα N ≥ 9.
Εναλλακτικά N ≥ 4 · 2 + 1 = 9.



Θεωϱία Ramsey

Παϱάδειγµα 16 (Rosen, Παϱάδ. 9).
Σε σύνολο 6 ατόµων, κάϑε Ϲεύγος αποτελείται είτε από 2 ϕίλους
είτε 2 εχϑϱούς. ∆είξτε πως υπάϱχουν 3 αµοιϐαία ϕίλοι (κλίκα) ή 3
αµοιϐαία εχϑϱοί.

Απάντηση: Εστω άτοµο Α. Οι υπόλοιποι 5 µοιϱάϹονται σε ϕίλους
και εχϑϱούς του Α, άϱα το ένα εκ των δύο υποσυνόλων πεϱιέχει
≥ ⌈5/2⌉ = 3 άτοµα (Αϱχή πεϱιστεϱώνα). Τους γϱάϕουµε Β, Γ, ∆.

Εστω οι Β, Γ, ∆ ϕίλοι του Α. Αν δυο εκ των Β, Γ, ∆ είναι ϕίλοι,
ϐϱέϑηκαν 3 αµοιϐαία ϕίλοι. Αλλιώς οι Β, Γ, ∆ είναι αµοιϐαία
εχϑϱοί.

Αντίστοιχα αν οι Β, Γ, ∆ εχϑϱοί του Α.



Βασικές έννοιες απαϱίϑµησης [Rosen Κεϕ. 6.1]

Εγκλεισµός-Αποκλεισµός [Rosen Κεϕ. 8.5]
Εϕαϱµογές του Εγκλεισµού-Αποκλεισµού
∆ιαταϱάξεις

Η αϱχή του πεϱιστεϱώνα [Rosen Κεϕ. 6.2]

Ασκήσεις



Ασκήσεις



΄Ασκηση 1

Πόσες δυαδικές συµϐολοσειϱές µήκους 10 ξεκινούν µε 000 ή
τελειώνουν σε 1111;

Aπάντηση.
▶ Υπάϱχουν 27 συµϐολοσειϱές που ξεκινούν µε 000 αϕού σε

καϑεµιά από τις 7 τελευταίες ϑέσεις µποϱεί να υπάϱχει 0 ή 1.
▶ Οµοίως, υπάϱχουν 26 συµϐολοσειϱές που τελειώνουν σε

1111, και
▶ υπάϱχουν 23 συµϐολοσειϱές που ξεκινούν µε 000 και

τελειώνουν σε 1111 (αϕού µόνο οι 3 ενδιάµεσες ϑέσεις
µποϱούν να επιλεγούν ελεύϑεϱα)

Οπότε από την αϱχή εγκλεισµού/αποκλεισµού η απάντηση είναι
27 + 26 − 23 = 184.



΄Ασκηση 1

Πόσες δυαδικές συµϐολοσειϱές µήκους 10 ξεκινούν µε 000 ή
τελειώνουν σε 1111;
Aπάντηση.
▶ Υπάϱχουν 27 συµϐολοσειϱές που ξεκινούν µε 000 αϕού σε

καϑεµιά από τις 7 τελευταίες ϑέσεις µποϱεί να υπάϱχει 0 ή 1.
▶ Οµοίως, υπάϱχουν 26 συµϐολοσειϱές που τελειώνουν σε

1111, και
▶ υπάϱχουν 23 συµϐολοσειϱές που ξεκινούν µε 000 και

τελειώνουν σε 1111 (αϕού µόνο οι 3 ενδιάµεσες ϑέσεις
µποϱούν να επιλεγούν ελεύϑεϱα)

Οπότε από την αϱχή εγκλεισµού/αποκλεισµού η απάντηση είναι
27 + 26 − 23 = 184.



΄Ασκηση 2

Πόσες µεταϑέσεις των 26 γϱαµµάτων του Αγγλικού αλϕαϐήτου
δεν πεϱιέχουν καµία από τις συµϐολοσειϱές fish, rat, bird;

Aπάντηση.
▶ Υπάϱχουν 26! µεταϑέσεις συνολικά.
▶ Για να ϐϱω πόσες πεϱιέχουν fish, ϑεωϱώ τα 4 γϱάµµατα

ενωµένα σε ένα, υπολογίϹω µεταϑέσεις 22+1 γϱαµµάτων: 23!
▶ Αντίστοιχα 24! µεταϑέσεις µε rat και 23! µε bird
▶ 21! µεταϑέσεις µε fish και rat µαϹί: 4 γϱάµµατα του fish σε

ένα, 3 γϱάµµατα του rat σε ένα, 19 ξεχωϱιστά
▶ Ποτέ δεν συνυπάϱχουν bird και rat, ούτε bird και fish.
▶ Eγκλεισµός/αποκλεισµός: 26!− (23! + 24! + 23!− 21!).



΄Ασκηση 2

Πόσες µεταϑέσεις των 26 γϱαµµάτων του Αγγλικού αλϕαϐήτου
δεν πεϱιέχουν καµία από τις συµϐολοσειϱές fish, rat, bird;
Aπάντηση.
▶ Υπάϱχουν 26! µεταϑέσεις συνολικά.
▶ Για να ϐϱω πόσες πεϱιέχουν fish, ϑεωϱώ τα 4 γϱάµµατα

ενωµένα σε ένα, υπολογίϹω µεταϑέσεις 22+1 γϱαµµάτων: 23!
▶ Αντίστοιχα 24! µεταϑέσεις µε rat και 23! µε bird
▶ 21! µεταϑέσεις µε fish και rat µαϹί: 4 γϱάµµατα του fish σε

ένα, 3 γϱάµµατα του rat σε ένα, 19 ξεχωϱιστά
▶ Ποτέ δεν συνυπάϱχουν bird και rat, ούτε bird και fish.
▶ Eγκλεισµός/αποκλεισµός: 26!− (23! + 24! + 23!− 21!).



΄Ασκηση 3

Σε µια οµάδα n ϕοιτητών έχουν καϑοϱιστεί συγκεκϱιµένες ϑέσεις
για καϑεµία από 2 διαλέξεις που ϑα γίνουν στην ίδια αίϑουσα
χωϱητικότητας επίσης n ατόµων. Με πόσους τϱόπους µποϱούν να
καϑοϱιστούν αυτές οι ϑέσεις αν κανένας ϕοιτητής δεν κάϑεται
στην ίδια ϑέση και στις δύο διαλέξεις;

Aπάντηση.
▶ Υπάϱχουν n! τϱόποι να κάτσουν οι ϕοιτητές στην 1η διάλεξη.

Η καϱέκλα που κάϑεται ο ϕοιτητής k παίϱνει ταµπέλα "k"
▶ Στη δεύτεϱη διάλεξη πϱέπει να γίνει µια διατάϱαξη σε σχέση

µε τις ταµπέλες της πϱώτης διάλεξης, δηλαδή Dn τϱόποι.
▶ ΄Αϱα τελικά η απάντηση είναι n!Dn.
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΄Ασκηση 4

Να δείξετε ότι για κάϑε ϑετικό ακέϱαιο n ισχύει:

n! =

(
n

0

)
Dn +

(
n

1

)
Dn−1 + · · ·+

(
n

n − 1

)
D1 +

(
n

n

)
D0

όπου Dk ο αϱιϑµός των διαταϱάξεων k αντικειµένων.

Aπάντηση.
▶ Αϱιστεϱό µέλος: πλήϑος µεταϑέσεων n αντικειµένων
▶ ∆εξί µέλος: Το ίδιο!

Μετϱάω µεταϑέσεις n αντικειµένων όπου τα k µένουν στην
ϑέση τους ως εξής: Επιλέγω k από n αντικείµενα µε

(n
k

)
τϱόπους. Τα υπόλοιπα τα διαταϱάσσω (Dn−k τϱόποι).
Συνολικά

(n
k

)
Dn−k τέτοιες µεταϑέσεις.

AϑϱοίϹω για k = 0 . . .n.
Υπενϑύµιση:

(n
k

)
=

( n
n−k

)
.
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