
Θεώρημα Taylor

U � Rn
ανοιχτό f : U Ñ R,Ck

συνάρτηση, 0 ¤ r ¤ k φυσικός, x P U, h � ph1, h2, . . . , hnq P R
n

Dr f pxqphq :�
¸

1¤i1,i2,...,ir¤n

Br f pxq
Bxi1Bxi2 � � � Bxir

hi1hi2 � � � hir

Πολυώνυμο Taylor τάξης r της f στο x0 είναι το Tr,x0 f με

Tr,x0 f pxq :� f px0q �
ŗ

j�1

1
j!

D j f px0qpx� x0q

Θεώρημα Taylor: f όπως πιο πάνω, x0 P U. Τότε

f pxq � Tk,x0pxq � op||x� x0||
kq

για x Ñ x0. [Δηλαδή, για την Rpxq :� f pxq � Tk,x0pxq ισχύει limxÑx0 Rpxq{||x� x0||
k � 0.]

Θετικά ορισμένοι πίνακες

'Εστω A � pai, jq1¤i, j¤n P R
n�n

συμμετρικός πίνακας. Ο A λέγεται
1

Θετικά ορισμένος αν xtAx ¡ 0 για κάθε x P Rn, x � 0.

Αρνητικά ορισμένος αν xtAx ¡ 0 για κάθε x P Rn, x � 0.

Αόριστος αν υπάρχουν x, y P Rn
ώστε xtAx   0 και ytAy ¡ 0.

Παρατηρούμε ότι

xtAx �
ņ

i, j�1

ai, jxix j.

Αν ο A είναι διαγώνιος με στοιχεία c1, c2, . . . , cn στη διαγώνιο, τότε

xtAx � c1x2
1 � c2x2

2 � � � � � cnx2
n.

'Εστω λ1, λ2, . . . , λn οι ιδιοτιμές του A (είναι πραγματικές γιατί ο A είναι συμμετρικός).

Πρόταση:

A θετικά ορισμένος ô λ1, λ2, . . . , λn ¡ 0

Α αρνητικά ορισμένος ô λ1, λ2, . . . , λn   0

Α αόριστος ô Υπάρχουν δύο ετερόσημες ιδιοτιμές.

Θεώρημα. (Sylvester) 'Εστω A P Rn�n
συμμετρικός πίνακας.

A θετικά ορισμένος ô ∆1 ¡ 0,∆2 ¡ 0,∆3 ¡ 0, � � � ,∆n ¡ 0

Α αρνητικά ορισμένος ô ∆1   0,∆2 ¡ 0,∆3   0, � � � , p�1qn∆n ¡ 0 pδηλαδή τα πρόσημα πάνε εναλλάξq

Α αόριστος ð Το πρώτο ∆k που χαλάει και τα δύο μοτίβα είναι � 0.

'Αλλο κριτήριο: Αν ∆n � 0 και ο A δεν είναι θετικά ή αρνητικά ορισμένος, τότε ο A είναι αόριστος.

(Γιατί τότε όλες οι ιδιοτιμές του A είναι μη μηδενικές, αφού έχουν γινόμενο ∆n � 0, και εφόσον δεν είναι

θετικά ορισμένος ή αρνητικά ορισμένος, υπάρχουν δύο ετερόσημες ιδιοτιμές)

1
Υπενθύμιση: Κάθε x P Rn

το θεωρούμε ως πίνακα-στήλη. Το ανάστροφό του, xt � px1, x2, . . . , xnq, είναι πίνακας-γραμμή.



Τοπικά ακρότατα

Εστω f όπως πιο πάνω, με k ¥ 2, και x0 P U με ∇ f px0q � 0. Εσσιανός πίνακας είναι ο n� n πίνακας

H f px0q :�
�

B2 f
BxiBx j

px0q



1¤i, j¤n

�

�
�������

B2 f
Bx2

1

B2 f
Bx1Bx2

� � � B2 f
Bx1Bxn

B2 f
Bx2Bx1

B2 f
Bx2

2
� � � B2 f

Bx2Bxn

...
...

. . .
...

B2 f
BxnBx1

B2 f
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� � � B2 f
Bx2

n

�
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'Ολες οι παράγωγοι στον πίνακα είναι υπολογισμένες στο x0 αλλά το παραλείπουμε για συντομία.

H f px0q θετικά ορισμένος ñ το x0 σημείο τοπικού ελαχίστου

H f px0q αρνητικά ορισμένος ñ το x0 σημείο τοπικού μεγίστου

H f px0q αόριστος ñ το x0 σαγματικό σημείο

Ο τύπος αλλαγής μεταβλητής

Θεώρημα. 'Εστω G � R2
στοιχειώδες χωρίο και T : G Ñ R2

συνάρτηση που είναι 1-1 και C1
στο G�

(εσωτερικό του G). Θέτουμε D � T pGq. Για κάθε f : D Ñ R ολοκληρώσιμη συνάρτηση ισχύει ότι¼
D

f px, yq dxdy �
¼

T�1pDq

f pT pu, vqq
����Bpx, yqBpu, vq

pu, vq
���� dudv (1)

Δηλαδή στο ολοκλήρωμα του αριστερού μέλους κάναμε την αλλαγή μεταβλητών px, yq :� T pu, vq. Στο

ολοκλήρωμα του δεξιού μέλους, το T�1pDq είναι το G, αλλά αυτή η γραφή είναι πιο βοηθητική.

Κάνουμε την αλλαγή αν στο δεξί μέλος το χωρίο ολοκλήρωσης ή ο ολοκληρωτέος είναι πιο βολικός από

τα αντίστοιχα του αριστερού μέλους, ιδανικά και τα δύο.

Μεθοδος. Θέλουμε να υπολογίσουμε το ¼
D

f px, yq dxdy.

1. Βρίσκουμε επεικόνιση T : A Ñ R2
ώστε T pAq � D (επομένως το A είναι αρκετά μεγάλο σύνολο).

2. Βρίσκουμε G � A ώστε T pGq � D και στο G�
η T να είναι 1-1.

3. Με αυτά τα T,G εφαρμόζουμε τον τύπο (1).

Για παράδειγμα, στον πολικό μετασχηματισμό, μπορούμε να παίρνουμε A � r0,8q�RÑ R2,T pr, θq :�

pr cos θ, r sin θq, αλλά ανάλογα το ολοκλήρωμα περιορίζουμε την T σε κατάλληλο σύνολο G � A, π.χ.,

G � r1, 2s� r0, 2πs αν το χωρίο D είναι ο δακτύλιος με εσωτερικό κύκλο ακτίνας 1 και εξωτερικό ακτίνας

2 [και οι δύο με κέντρο το p0, 0q]. Η T δεν είναι 1-1 στο G, είναι όμως στο G�
.


