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	�	�
��	����������/�#��	������/�	
��!/�����������������	�����������0���0

��������������2�?!	/	
�����B����������
�����!B��������
��?!	/	
�<q�l=�R#5

�����	�
	
��	!����20 �
0���	����	
0	��!	�����	������������� ��������	����

��� ������ ���	�� �
0 ������
0 ��� �������4���� ��� �� �� �� ���� ��/	�� ��! �����0

������!����� �������� ��� ��� ��0 ��������� �� ����	����	���� ��	� ������!�����

����������	�0�����������0�?�	�	��0���� ���#30�������	���������������	�����


�������~

���
�������������
������������������������� !�����"��#$%�������$���
���$��%��
���

�������
����#�#�����#���������
�
�&������
�����"���#���$��
������������
	'

5�������i
����,J(&'p,J�! ������	�	���2	
��	!�����������1
������#3�@

�
����������1��������
������
��/������������������/�����0��1����0�
0����4��0

����
0�����	
0����@�
����
�
� �2	
�
0������!�0����/���1��/��
0��/����!�0

	�
� ����4�� ��� �
� �����	
� ������ ��� ��������! ��� ���	��
�!B�� �?�������� �
�

�����
 ����� �/� ����/�# �@ ���2 �
� ����4�!� ��!���	
 ��� ���!1��/� ��	�/� 	�
�

������?
 �/� ��1
�������� �
0 ��/������20 ��� �
0 ��������20� ��!����� ��� �

����������0  �����2��0 ���20 �
0 ���	�2�
0# > �����	����0 ���	��0 �
0 ������
0 2���

����������0����
���� 2���!�
#�������4�������0��0��������0����4����0�������0~

�
�������( ��
������"��#$%���#����������)�����
����������%&�*��"������������%��	�
������	�

������������!#���������������#�%�)������$����
�*%�
)����"����'
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> 4�1��0 ��� ����/����� �<q�l= �����B���� 
(�� �
0 ����4���20 ������
0#

��� ����4���2 ������
 ����
0 ��?
0 �!��� ��� ��1�!�� ���� ��1� ��1�!� ��� ��������

�����! �� ���������! 	� �����	����0	�����������0 ����!� �?!	/	
������4�1��� �
0

����20

Ax + By + C = 0

�����1��������?!	/	
�����������!���1�!�#3���4����0�������0������
0��?
0�!���

����!i��0� ����4���0� ����4���0 <��1�0 ��� �������0 ��� �����!B����� 	� ��� ��1�!�0=�

����!��1������@����0��0�������0�����!����1�!�������?!	/	
��������4�1������

��1��?!	/	
��������4�1������� ��������0����21�0��	��0������������!���@����0

��0�������07

���������	�������� ��������� �� ����� ����� �
03�������20A�/����!�0� ���

2��� ��	��	���� 2�
 ��/	�� 	��� �,J(&'p,J# 5 �����
 �/� �������� ������
0 ��?
0

�������! �� ������!���� �
0 3���4���20 A�/����!�0# ��
 �
� ��� 2 ��� �,J(&'p,J� 2���

��/	��0 �������0 ��� �!�� ��� ������� �� �����	���� ��	/ ���0 �?!	/	
0 �
0 ����20

�<q�l= � R �� ������ ���� �<q�l=� �
���2 �� � �� ��� ��! �� �����	��! /0 	�����	�� 0

������	����� ��21��0 	��� ��/��� 	�����2	�/�� �!�� ���� �� ��� ��� ������

�������	��	
� ��� ��/0 ��� ����������� �!���� 	�
 �����
 �
0 ������
0# ������0 �!���

���!/0�������0�������������/0��� ��0��������/�	
��!/�#�������!���
	��!�����

3� ��2�
� �
���2
 ������
��������������� ��� ���	
��!� �������!��� ��������/

	�
����!�����0������������
	�����������	����������	��1��2�/����2�� ��
��

���/��� ���	��1���	
��!�#3�	��4��!	������ ' �
����	��	
 ������
���	
��!��

��� �
� �� 2 �/� 	����������/� ��� �� � �
 �/�!� �����	� 	�
� ����	��������



����1�!� ��� �� 1����� 
���?��� �/� q ��� �����	����� 	�	�2����0 	����������/��

��!����������
	��!�����3� ��2�
�
�������1
���2�?���
	
���'������~

.

'�&��

���� & �!��� ���0 	��1���0 ���1��0# 3� q ��� l  �!��� 	�����������0 ���0 �������2����

	
��!���
0	��!��0���3� ��2�
�����

r = 22 yx � , tan��
x
y

3���������	�2	���� ����0 ��0 ����0 ��� �� ' ��� � 	�
� �?!	/	
  ' � &� ��!������ �
�

�?!	/	
�
0	��!��0���3� ��2�
	������	����0	�����������0~

7 ������!B��������
�����
��0	��0����������0�������0����?��������
� ���!��/	
���
�� ��

�?!	/	
����������0�!B�0#
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tan(
a
1 22 yx � ) -

x
y = 0

3��2
�?!	/	
��/0����!��� ����!����������
�
����
�����
�
0	��!��0���

3� ��2�
� ���� 	� ��1� ���2 ��� q ����	��� �! ��� ������ 	����� ����� ��� l ���

���!	�����#

��
� �����
 ��������� ��� �!��� ��� ��0 ���
��� 	
��!/�� �!��� ��	�������� ��

1�/�������0	�����������0���	
��!��	�����2	����� �����#3�����
��!	�
�������


����������2 �������	��	
 ���0 ������
0# ���� �� 	�����������0 �/� 	
��!/� �
0

�����B����� /0 	�����2	��0 ������0 ��!�
0 ����4�
�20 p <	��21/0 ���  �����=� �
0

�������
0#�����
���:

x = �(t),  y = i(t)

3������������������	
��!�+����!������������ ��
������/	��!���1�!�

�� � ������� ��@ �
� �� 2 �/� �?� �/� ��� 	 
���!B�� �/�!� � �� �� � �?� �� �/� q� � �

	�����������0������
���	
��!����������������	������	/��� �����/0�?20~

x = vt cos�,   y = vt sin�

>� �?�	�	��0 ����0 ���� ��� ��� ����������2 ����	��	
 �
0 ��1�!�0# 3� ���

	
��!� M ����!��� � ���� ���/ 	@ ��� ����� �� ���!�� ' ���/ ��� �
� �� 2 �/�

	����������/� �� �� 	�����������0 ��� ���
��� 	
��!�� ������� �� �����������

	�����2	����� �����/0�?20~

x = r cos/t,  y = r sin/t.

����/
 �/����2 �� ��
�� �������	������������������� �����	����0 <' ���=#3��2

�!��� ��� ����������2 �������	��	
 ��� ������# ��� ����������2 �������	��	
 �
0

	��!��0���3� ��2�
�!��������

x = vt cos/t,   y = vt sin/t.

�����
�� ��
���
0�!�
	
0���	
��!�����/	�
����!���������	����������������

���/
�/����2�� ��
���
0������20�!�
	
0#

5 �������	��	
 ���0 ������
0 	� ����������2 ����2 ����������	� ���0 ��0

�����2	��0�����!1���� 	@���2�
�������~���0����/	��0�������0���	�������4����0

�	� ��� �� ����4�����0� ������	�� �� ������� 	@ ���2 �
 ����2# 3���0 � �����0

�������	��	
0�����������������	��	�
� �������0 ������
0/0 ��� ��0 ���0 ���
���

	
��!��# > ���	��0 ���0 ������
0 /0 ��� ��0 ���0 ���
��� 	
��!�� ��� 
 ����������2

�������	��	
 2�
 ��/	��� �������� �������	�� �� 1������ ��� ��� ��� ���!���	
 �
0

������0 �
0 ������
0~�� ��� ��� ������
 �������4������ ���� ����!0 �� 	����� �/�

	
��!/�����������������	�����������0���0q���l�!���	�����2	��0������0��!�
0
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����4�
�20 p� 
 ���!� 	��21/0 ���
������� /0  ����0� ���� ������	� �� � �� ���

���
	
��	!�~�/�!���2��0��?������#

>� 	�����2	��0 � ��� i ��������� ��	��� 	� �������0 �������	���0� ��� 	�


	��� ���	���������������	���	�
!���
�������
0������
0����������������
#��	�

���	���� ?��������0 ��� ������ ������!������ 	�* ������� ��	� ��� 67�� ����� 	���

������1� ������ ���	�� �
0 ������
0� ��/0 �������1
�� ��� �� A���� ��1
������ o#

Jordan:

+�� 
��� !��� "��#$%�� �����$��� 
�� �$��%�� 
��� ������� 
��� �#�#����� #��� ���

���
�
�&������
����������������������
	����

x = �(t),  y = i(t)

���0�����������������!���	�����	�
��R� t�18.

:�����
	���/0������!�������	��0����*'r&-2�������������0#���6|7R��

m����0��1
������0%,&-*����?���������!����!0����	�������
	���� q��<p=��� l�

i<p= ���	����0 ���R � t�6���	��� �!0	�� ���	�
������� ��� ��0���!�0 ��	����� �/�

	
��!/������	�����������0���0�������������0�?�	�	��0q��<p=���l�i<p=<R � t�1) 

�������� ��� �����
�� ������/�� <�	/������ ��� 	�������� 	
��!�=� �
���2 ��� ��1�

	
��!�    M<q� l= ��� ���������� �����! �� ��1�! ��� ���2 �
0 ���������� p <R � t�1) 

��������	��~

x = �(t) ��� y = i(t)

�� ���������� ���� ��! ��� ��� � ���	��0 ��� �*'r&- 	�
� ��2�
 ��� �������
��

�!����������
��0~��	������/�	
��!/����1�������	���/����������	��������

�����	��!"��#$%� ����������������
��������������������#3�����/0���	���!����

���
��������� ����������������
<���	 
���!	�
������
������2�
	
���0	����0

	����������/���������=�	���/�����
����!����������
�����!B����������������

�����������#

8 ����1��!B���� ��� ��� 	�����
	
 s<p= ���	���
	�� �R�6� �����B���� 	��� 20 	�� 	
��!� p 0 �� � �� �
�

������1
 �����
��~ �� �����?�� ����!0 ��0 ����0 p �
0���?���
�
0����4�
�20 ������0�����	�
� ���2 p 0 ,

�����!����!0������ ��������0�
0	�����
	
0	��	
��!�p���p 0 ����� �������?����0�	��2��������2
���	��	
#3���4�	����, �����!����!0���������	���
������
�����2/0�?20~A����1�����������1�!����
�����1��������1������� �����01�����0���1��0�������0�	��������0�
0	�����
	
0s<p=��� f(t 0 ) ��
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§ ���'���()!*$"+���,�-./01

A�� �� ������4���� �/0 ����	����B���� ��� ������
 ��� %,&-* 1� ������ ��

��!?��������������,$&�������
�	���- �#��������#��"����
�������)���#���!��
�
��&)����

Q#C��?
�2	����������	
��!�������#

�	�/�����0� �����1�!����� �!���2����������� �!�������/���#>	����0

��0�!������������������!	������1�	
��!����<��1��������=��2����0	@���	
��!�

��� ���������� ��� ����	�� �� ������ ����� �	�� ��1� 	
��!� ��� ���������� ��

����	��� �! 	� ��� 	
��!� ����� �	��� ��� ��2����0# 5 ��������	
 ��� ��0 ����������

������ �������� �� �!��� 	��� 20 �
���2� ������ �� ���������! 
 	��12�
~ 	
��!� ���

���������� ��� ����	��� ��� 	� ������� 	
��!� ��� ��2����0 �� �!��� �� !��� �������

����?����0#�����������������	
����	����B���������������1������~

:�����!B��������2���	���		���!	����
���	��4��!B����������	�������0

�� ��?�� �� � 1
1 , T1

2 , T1
3 , T1

4 #  ;/�!B���� ���!	��� � �� ������/�� 	� ��		��� !	�

���������/��� 1
1 , Q1

2 , Q1
3 , Q1

4 �<� 2��6=#

�2 )(��

�� ��2����  � 1
1 , T 1

2 , T 1
3 , T1

4 ��� �� ���!	��� � ������/�� �
1
1 , Q 1

2 , Q1
3 , Q1

4 ��

�����B�������2�������������/������
0��?
0#���� /�!B������1���2��	���		���

!	����
���	��4��!B���� �� ��2������������ ����� ��� ��� 1
1 �� T 2

1 , T 2
2 , T 2

3 , T 2
4 ,

������������ ���������
���!��	
���� 1
2 ��� 2

5 , T 2
6 , T 2

7 , T 2
8 �����	�����!�������!���

��� 1
3 ��� 2

9 , T 2
10 , T 2

11 , T 2
12 �������0������������ ����������� 1

4 ��� 2
13 , T 2

14 , T 2
15 , T 2

16 .

3�����6M��2����T 2
1 �� ��� 2

16 �����!������������2�
������
�����	


��� ��� �������� ��� � ���� �� p ��� t 0 ��� ��� �������� ��� �#���	�����
	
 ����!��� 	��� 20 	� ���
���	�
�����!���	��� 20	���1�	
��!����#
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�� �����B���� ��2���� ������
0 ��?
0# ��
 	��� ��� ��������� ��1� ��� ��� ��

��		��� ������/��� 1
1 , Q1

2 , Q 1
3 , Q 1

4 	� ��		��� !	� ���������/��#��	� ��!������ 6M

������/��������
0��?
0#��������/��	�����!������������� 1
1 	��4��!B������� 2

1 ,

Q 2
2 , Q 2

3 , Q 2
4 ������������������������

1
2 ��� 2

5 , Q 2
6 , Q 2

7 , Q 2
8 ������������� �����

������ 1
3 ��� 2

9 , Q 2
10 , Q 2

11 , Q 2
12 ��������0�����������������������

1
4 ��� 2

13 , Q 2
14 ,

Q 2
15 , Q 2

16 #>�	��4���	��!���������!����������������	��	����������/���/����!/���

���/��!���0������������������� �������� �	�����������	
��!�#O����2��/0���

��		��� ������/��������������� ���� �
� �������	
������4�1��� ���0 ����������

����� � ��� ��� ����� 	
��!� - �� ��	� ����� ��� ���������� – ����! ����!0 ���� �
�

������2 �/� 	��4���	��� �� ���	�?�� ���� �� � ��� ����� 	
��!� ��1� ��� ��� ��

������/�� � 2
4 ��� � 2

5 , Q 2
8 ��� �

2
9 , Q 2

12 ��� � 2
13 �
���2 �� �������!� ��� �� �����

������/�� ������
0 ��?
0 ��� ���������� ��� �
� �������	
 ���������� ��������/�

����
0��?
0<� 2��Q=#

5�����������
�����2��! ����
	�����/���������/�����������!	��� �

��2���������� �����������	�������0����?��#3� /�!	����������1���������

��2����������
0��?
0	���		���!	���2�������!������M9��2������!�
0��?
0���

	�
	��� ���	��4��!B����<������	�������0��?��=��� 3
1 ��

3
2 ��

3
3 �###�

3
64 #�����!���

����� /�!B������1�������/��������
0��?
0	���		���!	�������/�������!������

M9������/����!�
0��?
0���	��4��!B������� 3
1 , Q 3

2 , Q 3
3 ,...,Q 3

64 ������Q 3
1 , Q 3

2 ,

Q 3
3 ,...,Q 3

4 � ��������i������
������	
���� 2
1 ��������/��� 3

5 , Q 3
6 , Q 3

7 , Q 3
8 ����
�

�����	
���� 2
2 �#�#�#

����	��4���	�������������	�?������1�������������������/����!�
0��?
0

<�/����!/������/��!���0����������������=��� �����������	
��!�#��/0������

��		���������/����!�
0��?
0�����������������
������	
���0����������
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������
0 ��?
0  � ��� ����� ��� ����� 	
��!� <�� ��	�� ����� ��� ����������=#

O�����/0� ����! ����!0 ���� �
� ������2 ��� 	��4���	��� �� ���	�?�� �	�� ��1�

������/�� ��!�
0 ��?
0 ��� �����!B���� �������!� 	�
� �������	
 ���0 ����������

������
0��?
0��� �������	
��!����������������/����!�
0��?
0���������������

�
� �������	
 ���0 ���������� ���������� ������
0 ��?
0 <� 2�� g=# 5 �����������


�����2��0�!��� �
	�����/���������/�����������!	��� ���2���������� ��������

���	�������0����?��#

3��2�
�������	!������	
0�/���
���/�����/���������/������������
�

�����	�������	��� !B������������	��#��	� ���2��0�/���
���/��	���� ���2��0

�/���������/���������/�	����!����	���
�����1�0��?����
��?
�����������
�

n-��	�2 �������	
 �� �2��0 �/� ��
���/� �!���
n

�
�
�

�
�
	

4
1 ��� �� �2��0 �/� ������� �/�

��������/��!���
n

�
�
�

�
�
	

2
1 #��������	��� ����	���1���2��� n

k ��?
0-��������/��� n
k

�
0 !���0 ��?
0� <���� � �� �� � !��� ��!��
 .  � �/0 ��� �� ��2��=# �@ ���� �� � ��� ��

��!�����������1���?
-�����������	2����
����	��� !������	�	����2�������	��

������/���
0�����	
0���20�
0��?
0#3��2
����	��� !������	�	����2�������	��

������/�� ��0 ��������� �� ����	����	���� �
� ��������	
 ��� ��0 ���������� ��� ��

��2�����!��������������#�	�/p 0 ����� �!�	
��!������2����0�#��	
��!�����

��2���	������ �	������<���������	����=��2��������
0��?
0������ �	���	����

��2��������
0��?
0�#�#�#3����������������/���������	��� ���	����2�������

����� ��� �� 	
��!� p 0 � ��!������ ��� �����
 ������1!� ��������/�# O����2 ��1�

������/����?
0-��2���	����	�����������������/�����
������
0��?
0��������2


��?
-��?�������2��0�/����������!���	���
����������������/��� ����������

�����	
��!�+ 0 ������!�����	��� ����	��p 0 #��	�� ������!?�����	���1�	
��!����

��2����0����	��� �!����������	����	
��!��������������9 Q.

9 �����!��/0���	
��!��������������������	��� �!	������	
��!������2����0#5��������	
��0�
������/0�����!�����������	2����
#������	
��!���������������������	��� ���	������	
��!����
��2����0 �!��� ��� ���������� �� �	/������0 �/�!�0 �/� ��������/� �/� ��� /��	��� ��/� �/� ��?�/�#
�
��!�����!����	/��������������/���1���?
0����	��� ���	������������	
��!������2����0#
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���������� ����!?��������@ ���2 �
�����	��� !� ��1�	
��!� ��� ����������

����	��� �!	������ �	������	
��!������2����0#�	�/+ 0 ���������2����	
��!����

�#3��� 1� ��2��� ����� �	��� 	� ��� ������/��� 1
i ����
0 ��?
0� ����� �	��� 	� ���

������/�� � 2
k ������
0 ��?
0� �� ���!� 1� ����� ���� 	�� � 1

i � ����� �	��� 	� ���

������/��� 3
l ��!�
0��?
0������!����
	�������1������ ����	��� 2

k �#�#�#

C�/���������2�����������	��� ���	@������������/��#�	�/��������!���

��� 1
i , T

2
k , T 3

l �#�#�#��1�����@��������2��������� ��	�����
��������������2��0

�/� ��
���/� ��!��� 	���
����� �
� ��?
	
 �
0 ��?
0# ������0� ������� �� ��2����

� ������� ��� �����	
��!� p 0 #���	
��!����� ��� ��2����0�����	��� �!����4�0 ��

	
��!�+ 0 ��������������#���������������!?�����
	��� ����
0��������	
0���

����	����	���# 3� p 0 �!��� ������ 	
��!� ��� ��2����0� ���� ��� ������2���� - ��1�

	
��!� p ������ ������� 	�� p 0 1� 4�!	������ 	�� !��� ��2�� ��?
0 - 2 	� ��� ���������

��2���
0��?
0���20#������/0��	
��!�+ 0 ���+����	�����!�����	��� ��������

t 0 ���p�1���2����	��!���������/��2	����������������/��#3��������/0������?��

����!0��	
��!�p�����������	��p 0 �������	
��!�+�	�����!���������	��� �������

1�4�!	������ ������0�����	��+ 0 ���@�������������
	��� ����
0��������	
0#5

��������	
���2���0��2����0��!���0������������0���������������	����	�������

"��#$%��
���./012#3��������/0��2��������	�
���R�6��
0��1�!�0�/������������

���1��� ��� /0 ������/�� � �� �������!� ������/�� ��� ql-�������� <��� ���!�� ��

	
��!�� ���	�����������0��� �����
�!B����������0���	��
��0R� x �1, 0� y � 6�


��������	
�����2����0��!��������������������	����	�
���������/����������

	��� �!0 	�����2	��0 q��<p=�  l � i<p=� ��0 ���!�0 ��!������� �� 	� ��1� ���2 p



15

����	��� !	���� ��0 	�����������0 ��� 	
��!�� + ��� ����	��� �! 	�� p� ��	/ �
0

��1�!	
0	��� ��0��������	
0#

5 	��� ��� �/� 	�����2	�/� � ��� i ��������� ��� �� ������0 ��� ��� �������

	
��!�p���p 0 �����2����0���	
��!�+ 0 ���+����	�����!���������	��� ������

�!�����������������#3�@������������������	�����������0���01� �������������

�!��#��	���!���������������������0"��#$%�� ����!�������������������0�?�	�	��0

������
����� �����	
��!��������������#

��/0�����
�2	���2�
	�
����	
��!/	
g�
	��� 20��������	
��������2��

��! ���0 ���������� ��� �����2	��� ��� �!��� ��������	2����
# h��� �� ��� ������

	�����	
��!/�����������������1�����������!�����	��� �!	�����		�����������

<���� ��!� 2 ��		���= 	
��!� ��� ��2����0# C� ������	� ����!0 �� ��!?�� ��� ���2 


	��������������?�������������������������	����	�
��
	��� 20��������	
���

��2����0��!�������������~A����1���������������	
���� ���	
��!��������������

�������	��� ���	�����		�����������	
��!������2����010.

§ ���3���!$4��56(���()!*$"+�!�,�(!��"$�*7�(��(!5�(!$4��56(

��� 	����� 	
��!/� ��� �������� ��� �!��� ��� ��������	2����
 ��� 	��� 20

���������0��1����������2����01��������B�����#%!�
!��#�����!��������������?�

�����!������	��1�!�������	/����������������?�	�	�/�#

x = �(t),  y = i(t)  (0� t � 1),

��1�/�2	����/0��2�������	�
�� �R�6� �
0��1�!�0�/���������������1������/0

	�����2	��0��i��0	�����������0���	
��!��+�������	��� �!	�
��1�!	����2 p#>�

���	�����2	��0����i��������������	��� �!0#O�������� ����
������
��~

A����������������0����0p 1 ���p 2 ���	 �������� �	����!������0���	��
��0~

�<p 1 )
 �<p 2 =�i<p 1 ) 
 i<p 2 )

<��	�������������	 ���������������	��
��0=#

���������� ����� ��?�� �����! �� �!��� ��� ��?� ���0 �����	�2���� ��� ��0 2�


��/	��0��0�������0��/0�����0������i
�����4��2�����4��2�
���������20������
�

10 3���4�	����~ A�� ��1� 	��� 2 ��������	
 ���0 ��2����0 ��! ���0 ���������� ���� �� ������ ��21�0
	
��!/���������������������	��� ���	������ �	�����!�	
��!������2����0#3����!�����1���
��
�/�Hahn-Mazurkiewicz����������?���676g�Hahn ������?���
����6768�Mazurkiewicz.
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	��!�� ���3� ��2�
�#�#�#���  ���� ������� ��?� �!����� ��� ����0 �����������0

�?�	�	��0

x = �(t),  y = i(t),  z =  (t)

������������������0����0p1 ���p 2 �
0�������������	 �������� �	����!������0����0

���	��
��0~

�<p 1 )
 �<p 2 =�i<p 1 ) 
 i<p 2 =� <p 1 )
  <p 2 )

��������������������?��	�� ����!���
��������20������


x = rcos(t), y = rsin(t), z = at,

����&���'�!���	��1���0���p���������0��������� �������	�
���R�Q��#

C� ��	���� ���� ��� ���������� ����� ��?�� 	��  ��� ��� ��0 ��! ��� ��	�

���!����
�����!���!�������������#%	 ������
#A����	�����������	���������	��0

�?�	�	��0

x = �(t), y = i(t),  (0� t � 1)

�����!B��� ���������
���%,&-*�����!�
�?!	/	


z = t

��	������/�	
��!/���� ���������	�����������0���0���������������0��0

�?�	�	��0 �!��� ������� ��?�� ����! ����� ����0	�����������0 �/�	
��!/� ���	������

������?��������, ����	��� 2�����, �����p���	������������0����0���p����	��� ���

�����������	
��!����	������<���������	�
���!�
	����������
=#

5������
���2<� 2��9=� ���
������
�����
���4��2�
0���/	��ql-��!����

�!��� ��� ������/��#��	����/�����1�	
��!� ��� �������������� �� ���	
��!� �
0

������
0�������	�����/���������	
��!������������������		�����������<����

��!� 2 ��		���= 	
��!�# � 
������ ���/����~ ���2 
 ������/���2 ����� 2 	����B����
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��2�/0������	���
����������!����������2��#�����������/0������������


���� �����������������

���	�����	
��!/� ��� ��������2 ���  ������� �!��� 
 ��������	2����
 ���

	��� 20�������
0����������0���0�����������B�����#%	�"%���
	�"��#$%�.

��� ��!���� �����! �� ��	�� ����!0 ��� ���2 ����	�2 ������
 ��	/ ���

�������������?�	�	�/�~

x = �(t), y = i(t),  (0� t � 1),

����

�<R=��<6=�i<R=�i<6=

��������1��������0p 1 
 t 2 ��������� �	������/����!/��!�������������2���R���

6����	 ����������� �	��������0���	��
��0~

�<p 1 )
 �<p 2 =�i<p 1 ) 
 i<p 2 )

������2����	�2������
���/0������������?�������!�������� ������!����

���	��21�	�������#�����!���
�� ������������0	�������	
��!�#����4�����
0

���������0�������1���!������������2����	�2������
�����!���?��������������

	���������4��������!0	����2���	������
02� �11.

��������?����
���2����	�2������
�!�����/0�������	����0�������0����!

 ��
 	��0 �	/������0 ���0 �����
��0 �!��� ���������0 ��/0 ��� ��1������� ��2�� ��� 


�������������0������<���!	��� �=#>��������0����������
��0�
0���20���0�	��0���!�0

������12���� ���
������/0 �?�������� ��� �
 1�	
 ���0 	�� ��!���� 2 	��  ���# C�

������	� ����!0 �� �����	�� ������
 ��1� 	����� 	
��!/� ��� �����! �� �����1�! 	�

������	��������21�0���������?�<������������� ��������	
��!����������

���� ���0=# ���0 �� ��/	��0 ��0 �������0 ���!����� 	@ ����� ��� ���	��# ��	� �����!

����!0 ��� ����������� �� 1�/�2	�� �
� ���������� ������������
 ����������!��� ���

������� ��?� <
��������=��� ����
��!	�� ����,'-*�EEH� ������
����������!������

��		���������?�<� 2��6R=#

��
 �@ ����� ��� ����� 4�!	��� ����!0 ��� ������ ����!� ���	
 �������� ���

����� �� ������ ���0 ��0 ����4����0 �������0# h��� ��� ��/0 ��� �������0 ��� ���

�������������	��1���/0���	��0������	���/�����21�0�������?/���������0���

���������0���
�� ��������������	
��!�#�������!����������������
������


11 N.N. Luzin�C�/�!�������2	�/����������20����4�
�20���	 �679R�	��#Q9R#
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��� ����	����B���� ���� ��� ������1� ����� <� 2�� 8=~ C�/����� �
 ������2

����	��	
�
0	�����
	
0

y = sin �
�
�

�
�
	
x2
� , 0 < x � 1

������	1������������"!�
�	�� ���/	����?����/�h#

x = 0,  -1 � y � 1

3��2
������
��������!���/01���!?�����������/�������	��1�!/0��/	


������	���/�����21�0�������?/�#O�������1������������2
������
��������!

��!	
0 �� ����	��1�! /0 	��� 20 ������ ���0 ��1�������� ��2����0 < �
�# ��� �!���

������
���
�����������*'r&-=#

:����	��	���������~
�$4�%��87��()!,$97���,�:1;</0 �!�����@ �
��������

����4��������������
�����������
	��� ������4������	��0	�����2	��0�<p=���i<p=

������� ���� �������	��� ��@ �
� ���
 ��/0 ��� �������4���� ���0 ��0 �������0 ���

�����!B����� 	� ��� 	���� ���4�
���/� �
0 �
 ����20 ��� �
0 ��	��20# ���� ��� ��0

���������1�!	�0 �������0 ��2���� 	��0 �������!�0 ��� ���������� �� �������0 ���

������������������������������	��!��������!�������	�	@�����<� 2��M=#������0

�������0 �����!B����� 	�
� �� �����!� �i
��� 	� ���2�/� ���� �
� �����


�������	�/����/0��!	
0�����
��1��	
�������/�	�	�
���/�#

��	�� ���� �� ���	��! �
0 ������
0 ��� �?���	��� �� �� ���� �����! �
���

��������!0 ����! ��1� ���� �����!B����� �������0 ��� ��� ��������� 	��� ���	����

���	��#
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§ ��=��	� �%)(�#(� �%+�"8�#(+� �87� �,75$87� �(�� �%+� ��!�$�>#(+� >�(� ��7� ����)5� �%+�

�()!*$%+

��� ����0 ��� 67�� ������ �� �	� �� ��������! ��� ��� ����		����� 


	�����1�/�
���2���i
	���/�����
����!���1���1
������������!����1�/�������

/0 	����� 	����������/� 	��� �!/�# 5 !��� 
 ������ �$��%� ��� ��!B����� ��2��� 	��0

	��� ������0 ������0# 5 ��?
 �$��%� �!��� �	������
 �� ��0 ��?��0 ��"�&����� 2 "%(��.

O����� �����/�������	 2��1�/��!���/0	�����	
��!/����� � ���������0 �����
��0#

���@ ����� ��� ����� � �����0 �!��� �� 	����� <��/�������0 ����0= �/� 	
��!/� ���

������������ �������������
���	��	
��������������	
��!�#3�	��0�����	��0�
0

��/����!�0 ��������	�2	���� �
 ���	
 &����
��"!�� 
!#�� �� �
 ��?
 �$��%�

�?�����/����	������������		������@���2��
�����������!�����������01���������0

������0�/�	�� ���/���1
�������#

5 	���	���
 ������/	
 �
0 	�����1�/�
���20 ���i
0 ���� �� 	� ��� 	����

����	�������#o&-p*' <6|98-676|=���������	��	�
���	��0������!�0���6|{R������

6||R# �@ ����� ����!������ ���0 �� 1���������0 ������0 �
0 	�����1�/�!�0# 5

	�����1�/�
���2 �����
 ��1
������� B
�
���/� ��2�?� ��� 	
������2 ������0 �
0

���	�2�
0# O�����i� 	��� o&-p*' �� ��� /�2	�� ����� �/� ���/� 	�� ���4�
�� ���

���	����
0������
0#���
������
�����������������	����
0������
0�����������

�� !	�����
���������2�����
���20�
0������0#������/0����������������������

��	������ ��� 	���� ��� ������0 ��� �
 C�/�!� �/� �����/�� ����!  /�!0 ����0 ��� 1�

���������������������	����������	���
0������
0����o&-p*'#3���0��0������0��0

 ����B���	����!	
0����
�����
�������������	����
0������
0���/0 �����/	��

%#$#k'lJ*)-# 5 ���	
 ���0 �!��� �� �/� ��� ���� ��� �
� �����
 ��1� ������ �/�

	�� ���/� ��1
�������� ����! �� 1���������0 ������0 �
0 C�/�!�0 �����/�

 �
	����������������������	�� 	�� ������1
������#
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 	��� ��� 1� �!��� ����0 ���!/0 �� ����0 ��0 �����
��0 �/� 	����/� ���

����
�������������0��������0
�#�%�&�"�� 2����������"�� �������!	��0#C�������	���

�������!0���������������2��������	
�!��������������	
���0	��������!���0�����

�����
����!���������	
��!�������0	��������������2����	� ��������������

�������	
��!�������0�������!B�����	�������0�������	
��!���������#O�	�����!��

��� ���������2 ��������	
 �!��� ��� ����4�	
 ��� ��� 	����� 	� ��� ����  /�!0

	������2	��0�����i!����#

�� ����4�0 ��
�� ����� �/� ��?�/� �!��� ��� ��� ���������2 ��������	
 �!���

���������	���
� ��� �����	�� "��� ��� #���� 
��� �$�� "�
��,$�����# A�� ��� ���������2

��������	
 ��������� ���� �������� ��� �
� ������ ��� ����� ��?��# ���� �������� ��

����� ��� ��� ���� ��?� �!��� 
 ���������2 ������ ���0 ��1�������� ��2����0#

�����	��B����������������!�����������/��������������<�
�#	�	 ���	���/���	/

���0���������20��������	
0=����
�������������	����/�#�����0<�������0�!	��0=�

������/�� <�� �	/������ ���= ��� ��!�/�� <�� �	/������ ���= �!��� ����?� ���0

������������# >����������� �!��� ��!	
0 	����� ��/0 
 ��������� ���0 ���!����� ���

���0 �������0 ��������0 �
�# �� 	����� ��� 4�!	����� ����?� ��� ��������/� ����/�

<	���������4������/�����/������������������/�����/�=#>�����������0�!������0

�� ��1�!�0 ��� �� ������� ���	�2����# >����������� ����?� ���0 �!��� �����0� �����i
�

	����� ���0 ���������� ���# 3���1��/0� 	����� ��/0 ��1������� ��2�� ��� �����0 2

��1������� ��2����� ������/�� ��� �!��� ����������������?� ���0#�
������������

�!�����!	
0�����1���������2���������������������1�!�#

�����! �� ������ 1�! ��� �������0 �����
��0 	����/� ��/0 
 	���������
��� 


	��������� 
 ���	��	
 <��� �
� ��!B���� 	�� �������� mm= ����
������� ��� ��0

������������0�������!	��0#����0�����
��0���/0��/0�# #
���	��	
���	
��!/�����

����
���������� ���0����������	���0#�������� ������0	
��!/����4�!	���������/

	� ��1�!�0 2 ��!���� ��� 4�!	������ �����!�
�� ���/ 	� ��1�!�0 2 ��!���� ��	/ ���0

����������	���#<3��������!��������?���	�����
�������������!�����=#

>��1
������0�����0�����������0�����
��0�/�	����/��������
����������

���0��0������������0�������!	��0�����B�����������!�#5���	�2�
���2������ 1
��

�����!� ���!/0 	�� ����� ��	� ���;; ����� ��� ��2�
	� 	�
� ������/	
 ���0 	����0

1�����/�����������/���1
�����������������
0������0�
0������
0#

m���!���
 1�	
 	�
� ������?
 �
0 �������!�0 � �� 
 ��4�����2 ��/	
 ��

	
��������0�������	����0�
0���	�2�
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<����
�e����
=	���4����	
�������	�
�������?
�
01�/�!�0�/�������������
0

���	��	
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0=� f��i!� 67Q| ���

�#�,-�,'�z�'�,-p),*'H, <C�/�!���������=�f��i!�67gQ# <���	12�
�
0	����?
0�
0

A�������20����	
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�������� II 

 

	�
���� �
������ ��� � ���
�� ������� ��� �� �������� 

 

 

 

� 2. 1 ������� ������� ��� ���� ��!"�#� ��$%&�� �#�'($� 

 

 ���� �����	
��� �� ����� ��� 
����
������, ������ ���’ ����� �� 

�������
���� ������ ��
���� ������� ��� 
����������� �������  ������. !�"� 
����� 

����������� ��� ����������� 
�������. #��� �� x ����� 
������� ��� 
������ $ ���� "� ��� 

��� �� x ������ 
�� $ ��� "� ���%���  

x �$. 

&� 
����� $ ��� ' "� �������� �	� ���� ����� �� ���� ��� �� ���� 
�������, �����	 

���� ��"� 
������� ��� $ ��	��� 
�� ' ��� ��"� 
������� ��� ' ��	��� 
�� $. $� �� 
����� 

$ ��� ' ����� �
� ���%���  

$ = '. 

#��� ��� �� 
������� ��� $ ��	���� 
�� ' ���� �� $ ������� 
��	���� ��� '. (�� 

���� ��� �� $ ���������� 
�� ' ��� ���%���   

$ �  ' 	 ���
�� : �� ' �������� �� $. )� 
�����: ' �  $. 

$� $ �  ' ���  ' �  $, ���� $ = '. 

 *� ���	� ��� 
������ $ ��� ' ������ ������ �� 
����� S ��"� 
������� ��� ������ 

��	��� 
�� 
����� $ 	 
�� 
����� '. &� 
����� S �� ���
� ��� 
������ $ ��� ' �� 


�����+��� �                

S = $ �' 

 , ������ ��� ���
�� ����� �� ������"�� 
� ����

����� ������
��� 	 ������ �� 

��	"��) 
�����. *� ���� ��� 
������ $ ��� ' ������ ������ �� 
����� P ��� ������ ��"� 


������� �� ���
����� ��� 
�� 
����� $ ���� ��� 
�� 
����� '. (�� ���
�� ��� �� 
����� 

P ����� �� ����� ���� ��� 
������ $ ��� ' ��� ���%���   

P = $ �  ' 

 , ������ ��� ��	� ����� ���
�� �� ������"�� 
� (������
��� 	 ������) ����� 


�����. *� ������� ��� 
������ $ ��� ' ���+�� ������ �� 
����� D ��� �������� �� 


������� ������ ��� �� $ ��� ��� ��	���� 
�� '. &� ������� ��� �� D ��������� ��� ��� 

�%����
� ��� ' ��� �� $ 
��������� �� ��	�:                  
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D = $ \ ' 

 -�� ��� ���.����"����, ��� �������� �� ' ����� ���
����� ��� $. $�  ' �  $  ���� 

�� D = $ \ ' ������� ���
�� 	
�������� ��� ' 
�� (	 �� ���� ��) $. &� 
����� D ��� ' 

�������� 
’ ���	� ��� �������
� 	
������������ �� ��� ��
 ����
.  

 -����� �� ����������, 
��� ��"��� ������� "���	
��� �� �� ���%����
�� 
�� 


����� ��� ��� ���� ������ 
������� ��� ��� "� ����+��� ���� 
�����. �� �� 


�����+��� Ø. &� ���� 
����� ����� ���
����� ��"� 
������. 

  

 ��%)"��*+�. /
�� $ �� 
����� ��� 
����� ��� ����
��� ���
�	���� 0�  x �  2 

��� ' �� 
����� ��� 
����� ��� ����
��� ���
�	���� 1�  x �3. &���   $ �'  ����� �� 


����� ��� 
����� ��� ���
�	���� 0 �  x �  3, $�' �� 
����� ��� 
����� ��� 

����
��� ���
�	���� 1�  x �  2 ��� $\ ' �� 
����� ��� 
����� ��� ���������� 

���
�	���� 0�  x < 1. 

  

 H ���
�, � ��	 ��� � ���%��� 
������ ����� �� 
���� �����	��� ��� �� ����� 

���
��� ��’ ��� ���
"�
�, ��� ��������
��
� ��� ��� �%����
� ���"��. 0������� ��� 

��� ������� ���%����. -��, ��� "� 
�+��	
��� ��������� ��� ��������� ��� ������� ��� 


������, �%�� 
’ ���� �� ������ �����
�� "� ��� �����
����. $��� �� "���� ������� �� 

�� ������ 
� ������ ������ �������  ������1. 

      )� ������� ��� 
����� $ ��� ' ������ �� ���
��� ����� ���� �� 


������
�, 
��� ����� ��"���+��� �� ��� �������� ���� 
������� ��� '  ����
������ 
� 

������� 
������� ��� $. $� �� 
������� x ��� $ 
��������� � �� 
������� y ��� ' "� 

���%���  

y = f(x) 

 )� f 
�����+��� ��� ������ � ��� ����� ����
���������� �� 
������� ��� $ 
�� 


������� ��� '. , ������ ��� 
������
�� ����� ��� 
������ �������� �������
� ��� 

������� ��� 
��	"��� 
������
��. )� �� 
������
� ��"�
������ ������ �� 
����� $, ��� 

�������� ���  ���� ��� ���
���� x, ��� �� 
����� ', ��� �������� ��� ���� y ��� 


������
��, ��� ��� ����� 
����� ���������� ���"��. 

/�
� ��� ��������� � 
������
�  

y = tan(x),  

                                                 
1 �.�. Halmos, Naïve Set Theory, Kamke, Elements of Set Theory  (�������	 ���%��
� ��� ���������� ��� 
��� -. 1�����).  
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��� ���+���� 
�� ���
��� 
2

�	
 < x < 

2

�
,  ��"���+�� �� �%����
	���� ����
�����
� 

����� ����� ��� ���
�	���� ��� ��� 
������ ��� ���������� ���"��. 

 $� 
� ��"� 
������� ��� $ ����
������ ��� ����� ���
��� 
������� ��� ', ���� ��� 

��� �� 
����� $ ������������� 	 ����	����������� 
�� 
����� '. -�� ��� ���.����"���� ��� 

��� ��"� 
������� ��� ' ������� ������ 
������� 
�� $ �� ����� ��������+���� 
’ ����. /�� 


������� y 
�� ', ��� �� ����� ������� 
������� 
�� $, ����+���� ������ ��� 
�������� x. 

&� 
������� x �������� ������� ��� y. $� �� 
����� $ ��������+���� 
�� ', �� 2 ����� ��� 

���
����� ��� ' ��� �� ) �������� ��� �� 
������� ��� $ ��� �� ������� ���� ���
������ 

�
� 
�� 2, ���� �� ) ������� ����	����� ������ ��� 2. 

  $� ��"� 
������� ��� $ ��������+���� 
’ ��� ����� ���
��� 
������� ��� ' ��� 

��"� 
������� ��� ' ��������+�� �������
��� ��� 
������� ��� $, ���� ��� ��� �� $ 

��������+���� ��� ��� '. -�� ��� ���.����"���� ��� ���%������� 
������� ��� $ 

��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� '. 

 $� ��"� 
������� ��� $ ��������+���� 
� ����� ���
��� 
������� ��� ', ��"� 


������� ��� ' ��������+�� ��� 
������� ��� $ ��� ���%������� 
������� ��� $ 

��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� ', ���� �� 
����� $ ����� 
� �%����
	���� 

����
������ � �� '.  ’ ���	 ��� �������
� ��"� 
������� ��� ' ��������+�� ��� ����� 

���
��� 
������� ��� $ ��� ������ �� ���� ��� �� ��� – ���� - ��� ��������
� ��� 


������ ' 
�� $. $��	 � ��������
� ��� ' 
�� $ ����+���� ����	����� ��� ��������
�� 

��� $ 
�� '. $� �� $ ����
��������� �%����
	���� 
�� ', ���� ��� �� ' ����
��������� 

�%����
	���� 
�� $.  ’ ���	 ��� �������
� ��� ���
�� ��� ����� ��� 
������ $ ��� 

' ���+���� ��  ��������	������ ��������	�. 

 ������, �
� ��� �%����
	����� ��������
�� ��� 
������ $ 
�� ',  ��"� 


������� ��� ��������+���� 
� ��� ������� 
������� ��� ': !�"� 
������� ��� ' ��������+�� 

��� 
������� ��� $. 3��%������� 
������� ��� $ ��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� 

' ��� ���%������� 
������� ��� ' ��������+��� ���%������� 
������� ��� $. 

 

 ��%)"��*+�. /
��  abcd ��� ��������� � ���������� ����%�� a, b, c, d. 

��������� � ��� ��"	 ������	 ��� 
����� ��� 
��� ������ ab �������� �� 

��������
� ��� ���������� 	��� �
���� ��
 �������� ��� �� a ��� b. $��	 � ������	 ����� 

���
�� �� ��������
� ��� ���������� 	�� �
������� ����� ab. -�� �� ��"����� �	� 

cd "� ��������
��� �%����
	���� 
�� �	� ab.  

 



 

 25 

0������� 
����� ������
��� ��� ������. $� �� 
������� ��� 
������ $ ������ 

�� ��"��� 
� �%����
	���� ����
������ � ���� %�
����� ���"��� ��� �� 1 �� ������ 

���
�� ���"� n, ���� �� 
����� ������� ������	����. (�� 
’ ���	 ��� �������
� ��� �� $ 

���� n 
�������. $� �� ������ 
������
� ��� �������, ���� �� 
����� ����� ������.  

 $� �� 
����� $ �
� ��� �%����
	����� 
������
�� ����� �� ��������
��� 


�� 
����� ���� ��� %�
���� ���"�� 1, 2, ... n,..., �� $ ������� ������	���. 4 ���"�� n 

��� ���� �� 
������� x 
’ ���	� ��� ����
�����
� ������� ������� ��� x.  ���� "� 


�����+��� � x n .  ’ ���	 ��� �������
� �� 
����� $ ����� �� �����"�"�� � �� 

��	"��� ��� %�
���� ���"�� ��� �� 
������
� ����� ��� $ ��� ��� 
������ ��� 

%�
���� �� ���%���  

x1 , x 2 , ..., x n ,... 

 

��%)"��*+�. &� 
����� ���� ��� ����� ���"�� ����� ��� ���� ��� ��� ��� 

��"�� ��� �� 
����� ���� ��� ����� ���"��2 ����� ���"	
��. 

 $� �� 
����� $ ����� �� ��"�� 
� �%����
	���� ����
������ � �� 
����� ��� 

���������� ���"�� ��� ��� �� 
����� $ ���� ��� ���"��� ���"� ��� 	
�����. 

����������� 
������ ��� ����� ��� ���"��� ��"� ��� 
������� ����� �� 
����� ���� 

��� ������� ���"��, �� 
����� ��� 
����� ��� ��"����, �� 
����� ��� 
����� ��� 

����
��� ���
�	���� [0,1], �� 
����� ���� ��� 
����� ��� ��������, �� 
����� ���� ��� 


����� ��� ����� ��� ����. 

 

  � 2. 2  �(����) ��� ������) �,��(� 

 

������� 
�� ������� 	 
�� ���� ��� ������ 
����� R. $��� �� 
����� R ����� �� 

�����+���� � ���� ��� ���� 	 ����� �� ����� ���
����� ���.  � ����� ���� ���
��� ��� 

"� ��
������� �������� "� �� �����%����� ��� �� 
���� ��� 
������ R. &� ���� 


���� ��� �����, ��� ��� ��	���� 
�� 
����� R, ��� �� ���
������.   

, ���������
���	 �������� ��� 
����� ���� 
������ R 
��� ��"���, �� ������� 	 �� ���� 

����� ��� �� ��� ����� ��� 
����� x ��� y ��� R ����� �� ���
��� �� ���	��	�. , 

���
��
� ����� ��� 
����� x ��� y 
�����+���� � �(x,y). $�� ��� ������ ��������� ��� 

���
��
�� ����� ��� 
����� 
�������� ��� ������"��: 

 1. $� x ��� y ����� ��� ���%������� 
���� ��� 
������ R, ���� �  

                                                 
2 &� ������� ���� ������������� 
� ��� �� ������ ��� "������ 
������. 
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���
��
� ���� ����� "������ ���"��. $� 
�������� �� ��� 
���� ���� �  

���
��
� ���� ����� ����. 

 2. 1�� ��"� ��� 
���� x ��� y ��� 
������ R �
����:      

�(x,y) = �(y,x) 

 3. 1�� ��"� ���� 
���� x, y, z ��� 
������ R �
���� � ���
����� 

�(x,z) �  �(x,y) + �(y,z) 

       

 $��	 ��� ���
����� ��� ��������� ��������� ��������. '�
�+���� 
�� ��������	 

�����
�, ��� 
� ��"� ������� ��"� ������ ����� �������� ��� �� �"���
� ��� ��� �����. 

 

��%��-%���:  ��� �������� "���	
��� �� ��� ����� ���������� �� ������� ������ 

�� 
����� R �� 
����� ��� 
����� ��� ��"����, 	 ��� �������� 	 ��� �����. $���� ��� 

������	���� 
����� 
����� � ��� �������� ��� ��� ��"� ��� ��’ ���� ������� ���� 

���"�� �(x,y) ��� ������ ��� �������� ��������� 1, 2, 3. /�� ������ 
����� �� ����+��� 

������� ����, �� 
������� ��� 
���� ��� ��� ���"� �(x,y) ���
��
� ��� 
����� x ��� y. 

 1�� ��������� ���� ������� �����, ���%�������� ��� �� 
���"�� 
����� ��� 


����� ��� �����, ����� �� ����� � n-���
����� �����. &� 
���� ��� ����� �� n-���� 

���������� ���"�� ��� � ���
��
� ����� ��� 
�����  

x = (x1 , x 2 , ..., x n )  ��� y = (y1 , y 2 , ..., y n ) 

���+���� �� : 

  

�(x,y) = 22
22

2
11 )(...)()( nn xyxyxy 	

	
	 . 

 )� ��� ����� ��� ��
	�"� � ���
��
� ����� %����� ��� ���������� ��� �������� 

��������� 1, 2, 3. 3�� "� ������	
��� 
��� �������� ����� ��� �
����
��. 4 ������
��� 

���	� ��� ���������� 
� ��"� �%������ �%���
� ��� 
������ R, �� ������ ��� 

���
����� ������� 
��	"��� ����������� ����� ����� ����� ��� ����������� ��� ��� 

�
���� ��� �����
���. 

 ��������� ��� ��� �� "����� ��� 
����
������ ����� � ������ ���  	������ 

	
		���
	�� ���� 
������. /
�� ) ��� 
����
�����, ���
����� ��� 
������ R. /�� 


���� x ��� 
������ R "� ������� 	����� 	
		���
	�� ��� 
������ ), �� 
� ��"� ������	 

��� x ����� �� ���"�� ��� 
���� y 
�� ) ���%������� ��� x. , ��%��
� "
� ��"� ������	" 

������� �� ��	�: 1�� ��"� "����� ���"� � (�
��	���� ����), ������� ��� 
���� y 
�� ), 
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y� x �
�� � ���
��
� ��� ��� �� x �� ����� ����� �������� ��� �. &� 
���� x ����� �� 

��	��� 
�� 
����� ), ���� ���� ��� ����� ����������. 

 /
�� R � ��"��� ��� ���������� ���"��. &��� ����� ���%���� ��� ��� �� 
����� 

��� ����������� ��� �� 
���� 

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ... 

�� ���� ����� 
���� 
�

����
��. 1�� �� 
����� $ ��� ����� ���"�� ��� ��"����, ��"� 


���� ��� ��"���� ����� 
���� 
�

����
�� (��� �� ���� ��� �� ������ 
����) ��� ��� 

�� ���� 
���� ��	���� 
�� 
����� ��� �� ������ ���. 

 /�� 
����� F ������� ����	�� �� ��"� 
����, ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� F, 

��	��� 
�� F. 

 /
�� ��� ���� R � ��"��� ��� ���������� ���"��, ���� ��"� ����
�� ���
��� 

����� ����
�� 
�����, ���� ��� ��� � ��"���, ��� �� 
����� ��� ����� 
����� 
� 
��
� � 

��� ��"��� ��� ����� ����
�� ����� �� ������� ��� ��������� 
���� 
�

����
�� ��� 

�����, ��� ��	���� 
’ ���� �� 
�����3.    

$� F ����� ��� ����
�� 
����� ��� �� 
���� x ��� ��	��� 
’ ����, ���� �� x �� 

���
�� ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� F. 0������ ������ ���� "������ ���"�� �, 

������� �
�� ��� ������� 
���� ��� F ��� �� ������ ��� �� x ���
��
� �������� ��� �.  

�����
��+��� ��� ��������� ��� ����
��� 
������. 

 

��!%�+� 1. � ���	� �� ����	��� 	
����� ����� ����	�� 	����. 

 

�.'"��/�: /
�� F1  ��� F 2  ����
�� 
����� ��� �
�� x ��� 
���� ��� ��� ��	��� 


��� ���
� ����, �����	 �� x ��� ��	��� ���� 
�� F1  ���� 
�� F 2 . $%�� �� F1  ��� F 2  ����� 

����
�� 
����� ������� ���� ���"�� �1 >0,  ��
� �
�� ������ 
���� ��� F1  �� �� ������ 

��� �� x �������� ��� � 1  ��� ����
����� ���� ���"�� � 2 >0 �
�� ������ 
���� ��� F 2  �� 

�� ������ ��� �� x �������� ��� � 2 . $� ���"�
��� ��� �1  < � 2 , ���� ��� ������� ������ 


���� 
� ���
��
� � 1  ��� �� x, ���� ��� F1  ���� ��� F 2 , ��� ���� ��� 
��� ���
� 

F1 � F 2 .   ������, ��� 
������� ��� ��� ��	��� 
’ ���	� ��� ���
� ��� ����� �� ����� 


���� 
�

����
	� ���. 

                                                 
3 !�"� ���
����� ��"�� ��� �� ���� 
����� ����� ����
��. 
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#��� ����� ������ �� ������ ��� � ���
� ������
���� ��	"��� ����
��� 
������ 

����� ����
�� 
�����. 

 

��!%�+� 2. � ����  �����
������ �����
� ����	��� 	
����� ����� ����	�� 	����. 

$� "���	
��� �� ���������� ����
��� 
������ {F a }.  �����+��� � F ��� 

��	 ����. ������� ��� 
���� x ��� ��� ��	��� 
��� ��	 ����, ���. ������� �������
��� 

��� 
����� 
��� ���������� {F a } 
�� ����� ��� ��	��� �� x, �
�� �� F
0a . -����	 ���� ����� 

����
��, ������� ���"�� � > 0, ������� �
�� ��� ������� 
���� ��� F
0a  ��� �� ������ ��� 

�� x �������� ��� �� � ��� 
������ ��� ������� 
���� ��� F ��� �� ������ ��� �� x 

�������� ��� �� �. 5�� �� F ����� ����
�� 
�����.  

 /�� 
����� G �  R ����+���� ������� �� �� 
���	��� ��� F = R – G ����� 

����
��. $�� �� ����	��� 1 ��� 2 ���������� �� ������"�� ��������� ��� �������� 


������. 

 

��!%�+� 3. � ���� �� (� ������	����
 �����
�) �������� 	
����� ����� ������� 

	����. 

 

��!%�+� 4. � ���	� �����
������  �����
� �������� 	
����� ����� ������� 

	����. 

$����������� ���������� �� ������ 3. /
�� G 1  ��� G 2  ������� 
����� ��� G � 

��	 ����. -� ���
�� ��� �������� 
������ �� 
�����  

F1  = R- G1  ���  F 2  = R- G 2  

����� ����
��. $�� ��� ������ 1 �� ���� �
���� ��� ��� ��� ���
	 ����  

F1  �  F 2  

$� ���� ���� �� 
����� G = G1  �G 2 . $� �� x ��	��� 
�� G, ���
����� ��� 
�� 

G1  ��� 
�� G 2  ��� 
������ ���� 
�� F1 , 
���	��� ��� G1 , ���� 
�� F 2 , 
���	��� 

��� G 2 . 3����	 �� x ��	��� 
�� 
�����  

R – (F1  �  F 2 ) = R - F 

��� �����	 �� F ����� ����
�� �� ���
� ����
��� �� G �� 
���	��� ��� "� ����� �������. 

$������ ����� ��� � �������� ��� ����	���� 4. 

 -�
����� ���� �� ���"����	 ������ ��� "� ���
�����	
��� ��������. /
�� x 

��� ������ 
���� ��� 
������ R ��� � �����
�	���� "������ ���"��. &� 
����� ���� ��� 
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����� y 
�� R ��� ����� ���
��
� ��� �� x �������� ��� �� � "� ����+���� �-������� 

��� x. )�� �-������	 ����+���� 
���� ��� 	������� ������� ��� 
�����+���� � S(x,�). 

$� R ����� � ���
���
����� �����, ���� � �-������	 ����� �� �
������� 
���� ��� 


%����� � ������ �� 
���� x ��� ������ �. $� R ����� �� �������, �-������	 ����� �� 

�
������� 
���� ��� ��
��� � ������ �� x ��� ������ �. $����������� ��� �� �-������� 

����� ������� 	����4.  1�’ ���� ����� ������ �� ������� ��� �� 
����� F = R - S(x,�) ����� 

����
��. /
�� y ��� ������ 
���� ��� 
%�����	� ������	� S(x,�). &� 
���� y ������ ��� 

��	��� 
�� F. 1�� �� �������� ��� ����
������ ��� F ������ �� ������ �� ����� ���� 

���"� � �
�� ��"� 
���� z ��� ������ ��� �� y �������� ��� �� � �� �� ��	��� 
�� 


����� F. $���� �� ������  

� = � - �(x,y) 

&��� ����� 

�(x,z) �  �(x,y) + �(y,z) < �(x,y) + � = �(x,y) + [ � - �(x,y) ] = � 

5�� ���� �� y ��	��� 
��� S(x,�), 
’ ���	� ��	��� ��� ��"� 
���� z ��� ����� 

������ ����� 
�� y.  ������ �� F = R - S(x,�) ����� ����
�� ��� ��� � S(x,�) ����� ������	. 

 '������ ��� � 
%�����	 ������	 ���� 
����� ����� ������	. -������ ���� ������� 

	���� ������ �� ����	����� �� ���	� 	�������� �������� ��� 	������ ��
, ������
���� 

	 ������� �� ���� �� ��	"��. �������, �
�� x ��� 
���� ��� �������� 
������ G . 

-����	 �� F = R - G ����� ����
��, ������� "������ ���"�� � ����� �
�� ��"� 
���� y ��� 

���
����� ��� ����� ��� � 
�� x ��� ��	��� 
�� F ��� 
������ ��	��� 
�� G. #�� ���� �� 


���� ��������� �� �-������	 ��� x. /�
�, ��� ��"� 
���� x ��� G ���+���� �� 
%�����	 

������	 (� ������ ��� ������ %�
��� ��������� ��� �� ������� x) ��� � ����� ���������� 


�� G. &� G ����� ������ �� ����
��"�� �� ���
� ����� ��� ��������. #��� �� R ����� � 

��"���, ���� �� �-�������� ����� �� ������� ���
�	��� 	���� 2�, � ������ �� 
���� x. 

 $%�� ��"� ������� 
����� ����� �� ��%��
��� �� ���
� �-�������� ��� 
����� 

���, ����� ������ �� ����
�	
�� ��"� ������� 
����� 
� �� ��"��� �� ���
� 

������
���� 	 ������� �������� ���
������. )������ �� �������
��� ����� ��� 

�
����
� �� ��	�:   � ��� �
���� ���� ������� 	���� ����	����� �� ���	� ������	����
 � 

������	���
 �����
� �������� ���	�������, �� ����� ��� �� ��� ���
� ����� 	�����. !� 

���� �
��� ��� ���	�������  ����������� 	�� ����	�� 	���� ��
 �������� �� 	
�������� 

��
 ��������
 ������� 	
����
. 

                                                 
4  �� ������"� "� ���������+��� ������	 ��� x ��"� ������� 
����� ��� "� �������� �� x ��� ��� 
������
���� �� 
%�����	 ������	. 
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�������, �
�� x ��� ������ 
���� ��� �������� 
������ G.  �%��� � �� 

�������� ������� ��� ������� ���
��� ��� �������� �� x ��� ���������� 
�� G. 

 �����+��� � G x ��� ���
� ���� ��� �������� ���
������ ��� ��������� �� x ��� 

����������� 
�� G. &� G x ����� �� ��������� ���
��� ’ ����� ��� ���������. $� y ����� 

��� 
���� ��� G y  ��� ��� ��	��� 
�� G x , ���� �� ����
����� ��� ������� ���
��� G y  ��� 

���� ������ ����� 
���� � �� G x . $� ����� ��� ����� 
���� z � ���
� ���� G x �  G y "� 

	��� ������� ���
��� ��� �������� �� x, "� ���������� 
�� G ��� "� ����� ��������� ��� 

�� G x , ����� �����. 

 '������ ������ ��� �� G ���
����"���� 
� �� ���
� �������� ���
������ ��� 

��� ��� ��� ����� ����� 
����. &� ��	"�� ����� ��� ���
������ ����� �� ���� 

���"	
��*. 1�� �� �� ���� ���� ����� �� ��������� 
� ��"� ���
��� ���� ���� ���"� 

��� ���������� 
’ ����. -����	, �� 
����� ��� ����� ����� ���"	
��, �� 
����� ������� 

��� 
����� ��� ����� ��������, "� ����� ������
��� 	 ���"	
��. 

$�� �� ����
�� 
����� ��� ���
������ ���� 
� ��"��� "� �����
��� �������� ��� 


������� ���������, �� ������� ������ 	���� ��
 Cantor ��� �����
��+�� ��������� 

�����%����. $��� �� 
����� ����
����+���� � ��� ������"� �"���: $�� �� ����
�� 

���
��� [0,1] �%������ �� ������� ���
��� (
3

1
,
3

2
) (�� �
��� ������� �����). $�� 

��"��� ��� �� ������������ ��� ����
�� ���
�	��� ������ ������ �� [0, 
3

1
] ��� [

3

2
,1], 

�%������ ��� ���� �� �
��� �����, �����	 �� ������� ���
�	��� (
9

1
,
9

2
) ��� (

9

7
,
9

8
). )� 

��� ���� �"��� ��������� 
�� ��

��� ����
�� ���
�	��� �������� ����� [0, 
9

1
], 

[
9

2
,
9

3
], [

9

6
,
9

7
], [

9

8
, 1] ��� �%������ �� �
��� ����� �����	 (

27

1
,
27

2
),  (

27

7
, 

27

8
), (

27

19
, 

27

20
), (

27

25
, 

27

26
) ��� ���� ��"’ ��	� ��� ��"� %�
��� n. &� 
����� 6 ��� ��������� ��� ��� 

���������
� ����� ��� ������� ��� ����� ���� %�
����� ���"��� ����+���� ������ 

	���� ��
 Cantor 	  (�	
�����) 	���� ��
 Cantor. �� ��
��� ������ ��� ��� ��������� 

���. 

  1. !� 	���� "  ����� ����	��, �� ��	 ��� ������"��� ����
��� 
������ ��� 

�%���+����� 
��� ����
���	 ���. &� ����� 
����� ��� ������"��� ���	� ����������� ��� 
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��� ����
�� ���
�	��� ������ �����. &� ������� ��� ��

��� ����
�� ���
�	��� 

�������� ����� �� ����� ��� ���� ���
�	��� ������ �����. 

 

  2. !� 	���� " ��� �������� ������ ���	���� �� 
��	����. 1�� �� �� ��� ������ ���� 

����� �� ������ ��� ��� ��"� ������ 
���� x ��� 6 ��� � "����� ����� �� ���"�� ��� 
���� y 

��� ���
����� 
�� ���
�	��� ��� �%����"���� ��� ������ ��� �� x �������� ��� �. 

������� �� n ��
� ����� �
��  

n3

1
< �. 

$%�� �� 	��� ��"� ���
�	���� n-����� ����� (
3

1
) n , ����� �� ���"�� ��� y ��� 

��	��� 
�� ������%"���� ���
�	��� ��� ���
����� ��� ����� 
�� x ��� �. 

3. !� 
��	���� ��
 �	
����� ��
 Cantor, ��
 ����������� ��� �� 	����� ��
 ��
 

#��	������ 	� ��� ��� �� ����	�� ���	������ n-�	��� ��$��, ����� ������������ �� ��� �� 

	���� ��
 Cantor. $��� �� ������ ������ �� ��������
�� ������%� �� [0,1] � 
������
�	 

��������� (
3

1
) n  
�� ����
�� ���
��� n-�
�	� �����. 

4. !� 	���� ��
 Cantor ���� ��� ������� ������ ��
 	
�����. 3�� "� ������	
��� 

��� 
� �������� ����� ��� �
����
��. 4 ������
��� ����������� 
�� ������ ��� P.S. 

Alexandroff, ��� ���%��"��� 
�� 
����� 3. 

 $�� ��� 3 ��� ��� 4 ���������� ��
�:  

  5. %� x 0  ��� �
���� 	����� ��
 	
����
 ��
 Cantor, ���� 	� ���� ������� ��
 #��	����� 


���������	��� ������ 	������ ��
 	
����
 ��
 Cantor.  

7��
���������� ��� ������ ��� 
%������� ��������, �������� �� �����
� ��� �� 

����
�� ��� �� ������� 
����� ��� "� �����
���� �������� (� 6, �����
� 1). 

 

��!%�+� 5. &	�� % ��� ' �� ����	�� 	���� ����� ����� 	�����**. !��� 
�����
� 

�� ������� 	���� G ��� � ��
 �������
� �� % ��� ' ����	����� ��� ��� ���
� ������ ����� 

	�����. 

 �.'"��/�. /
�� x ������ 
���� ��� $. $%�� �� ' ����� ����
�� ��� �� x ��� ��	��� 


�� ', �� x ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� '. 5�� ����� ������ �� ���� ���� "����� 

���"� � x ��� ��� ��"� 
���� y 
�� ' �� �
����  

                                                                                                                                                         
* 3����	 ���� ����� ������
��� 	 ���"	
��. 
** 3�� 
����� ��� ��� ����� ����� 
������� �������� $���. 
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�(x,y) > � x  

������� �� 
%�����	 ������	                   

S(x,
2

x� ) 

� ������ x ��� ������ 
2

x� . !���
����+��� �� ������ ������	 ��� ��"� 
���� x ��� $ ��� 


�����+��� ��� ���
� ���� ����� ��� �������� � G. 

 #��� ������ �� "���	
��� ��� ��"� 
���� y 
�� ' ��� "����� ���"� � y  ��� 

��� ��"� x 
�� $ "� �
����                 

�(x,y) > � y  

!���
����+��� ��� ��"� 
���� y 
�� ' ��� �������� ��������  

S(y, 
2

y� ) 

 � ������ �� y ��� ������  
2

y�  ��� 
�����+��� � , ���  ���
� ����� ��� ��������. 

 &� 
����� G ��� , ����� ������� ����� �� ��"��� ����� ���
� �������� 
������. 

$����������� ��� G ��� �� , ��� ����� ����� 
���� � ��� ����� ������	. /
�� z ��� 

����� 
���� ����. $%�� �� z ��	��� 
�� G ������� ��� 
���� x 
�� $ ��
� �
��  

z �  S(x, 
2

x� ), 

���.          

�(x,z) < 
2

x�  

��� ����, �����	 z�, "� ����� ��� ��� 
���� y ��� B ������, ��� 

z�  S(y, 
2

y� ), 

���. 

�(y,z) < 
2

y�  , 

-���� ���  

� x  < �(x,y) 

���          

� y  < �(x,y). 

/����� ���  
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�(x,y) �  �(x,z) + �(y,z) < 
2

x�  + 
2

y� < 
2

1
 �(x,y) + 

2

1
 �(x,y) = �(x,y) 

�� ��
�  

�(x,z) < �(x,y). 

 $��� �� ����� ����������� ��� ��� ������� 
���� z ��� �� ��	��� 
�������� ��� 


�� G ��� 
�� ,. 

 

*�  ����	������ (	  ����	�� ����) ���� 
������ ) (��� ���������� 
’ ��� 
����� R) 

���+��� �� 
����� M  ��� �������� �� 
����� ) ��� �� 
���� 
�

����
�� ��� 
������ 

). -� ���
�� ��� ����
������� ����� ���%���� ��� )� M . 

  

��%�"�&*+���. /
�� R � ��"��� ��� ���������� ���"��, ) �� 
����� ��� 


�����  

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ... 

���� � ����
������ M  ��������� �� ���
���8��� 
�� 
����� ) �� 
���� 0. $� ) ����� 

�� 
����� ��� ����� 
����� ��� ��������	� ��"����, ���� M  = R. $� ) ����� �� ������� 

(a,b), ���� � ����
������ M  ����� �� [a,b] ��� ��������� ���
���������� �� ���� ��� 

���
�	����. 

 

��!%�+� 6. � ����	������ M  ���� 	
����
 ( ����� ����	�� 	����. 

   

�.'"��/�. /
�� x ��� 
���� 
�

����
�� ��� ����
������� M . ������ �� 

������� ���  x � M . $%�� �� x ����� 
���� 
�

����
�� ��� M , ���� ��"� ������	 

S(x,�) �������� ��� 
���� y �  x ��� ��	��� 
�� M . &� y ���� ��	��� 
�� ) 	 ����� 
���� 


�

����
�� ���.  ��� ������� �������
� ��"� �-������	 ��� y �������� ��� z �  x ��� 

���
����� 
�� ). ������� ��� � ��
� ���� �
��       S(y,�)   S(x,�)***, ��� �� z ��	��� 


��� 
%���� S(x,�).  /�
�, ��"� ������	 ��� x �������� ����� 
������� ��� ) ���%��� ��� �� 

x. $��� 
������ ��� �� �� x ����� 
���� 
�

����
�� ���  M , ���� ����� 
���� 


�

����
�� ��� ��� ), ���. x� M . 5�� �� M ����� ����
��. 

                                                 
*** $��� ����� ������ �����	 y�  S(x,�) ��� �� S(x,�) ����� ������� 
�����. 
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H ������ ������ "� ���������� ��� �� ��������� 
������	 ���� �����
��� ��� 

���
� ��� ������� ��� Uryshon. 

 )� ��� ��� 	���� ���� �������� 
������ G ������� �� 
����� ��� 
����� ��� 

����� 
���� 
�

����
�� ��� G ���� ��� ��	���� 
�� G. &� 
����� ��� G "� �� 


�����+��� � Fr(G). 

 $� G ����� �� ���
��� (a, b) ��� ��������	� ��"���� R, ���� Fr(G) ����������� ��� 

�� +����� ��� 
����� a ��� b, �� ���� ��� ���
�	����. 

 !� 	���� ���� ������� ���	������� ����� ����	�� 	����.  

�������, ��� ��� ���
� ��� 
������ ���� �������� 
������ G ���� ����������� 

��’ ��� ������ �� 
���� ��� ����
������� G  ��� G ����� ��� ������ �� 
���� ��� 

��	���� 
�� G. -������, 

Fr(G) = G  - G 

-���� ��� G  - G = G �  (R - G). $%�� �� 
����� G  ��� (R - G) ����� ����
�� �� 

���� "� 
������� ��� � ��� ��	 ����  

G �  (R - G) = G  - G = Fr(G) 

�� ��
� ����������� � �
����
�� ��.      

/�� 
����� ) ������� �������� �� � ���
��
� ��"� ��� 
����� ��� ����� 

�������� ��� ���� 
��"��� ���"�.   

#��� � ���
��
� ��"� ��� 
����� ���� 
������ ����� �������� ��� ���� 
��"��� 

���"� � ��� ��� �� ) ���� �������� ��������� ��� � ��� ���%���  

�()) < � 

1�� ��������� %������� 
������ ) ������ �� ������ ��� ����
�� ���
��� 

��� ��������	� ��"����. 9������ 
����� ����� �� ���������, � ������ ��� �� ������� 
�� 

�������, ��� � �����, � 
%���� ��� �� ��������� 
�� ����. , ��"���, �� ������� ��� � ����� 

��� ����� %������ 
�����. 

 

��%��-%���. *� ������� ���� %������� 
������ ������� �� ��� �����5 ��� 

���
��
��� ��� 
����� ��� ��� ���. , �������� ���� ����
��� ���
�	���� ����� �� 

	��� ���, � �������� ��� ���������� ����� �� 	��� ��� ��������� ��� ��� � �������� 

��� ������ ����� � �������� ���, ���� ���	 ���+���� 
�� 
��������� ��������.  

                                                 
5 /�� 
����� ���������� ���"�� ) ������� ��� %������ ���� ���� �� ���"�� ��� ���
������ 
: ���� �� 

����� ����� ��������� ��� ���� 
��"��� ���"� L. 4 ��������� ���"��, ��� ��� ����� ��"� ���"�� ��� 

������ ) ����� ��������� 	 �
��, ������� ��� ����� 	 supremum ��� 
������. 



 

 35 

 �� ������"� "� ������ ������ �� "����� 
�%�� �� 
������ ��� ��� 
����� ) ���� 

������� �������� ��� ���� ������� ���"�. &�� ���� ��� ���
� ��� �������� ��� "� 

��� ���
�����	
��� ���������. 

 

�. 2. 3 �#������'���� 

 

�� �����
��
��� ���� �� ��
��	 ������ ��� ������� ���  ����
������ ��� "� 

������ 
����� ���� 
��� ���
� ��� �������. &�� ������ ��� 
������������� ���� 


������. 

  /�� 
����� ) "� ������� 	
������� �� ��� ��"� ������
� ��� 
� ��� � ���� ��� 

���� ����� ���� ���
����� $ ��� ', ��
� �
�� ) = $ �', ��� �������
��� ��� �� 


����� ���� �������� ��� 
���� ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� ����� 
������. 

 ������, ���� �� ) ��� ����� 
��������, ���� ��������� 
� ��� � ���� ��� ���� ���
����� 

��� ������ �
�� ��"��� ��’ ���� �� �� �������� 
���� 
�

����
�� ��� �����. $��� 


������ ��� �������  ������
� ) = $ �' ������ �
�� 

( A �')� ( B �$) = Ø. 

-����+��� ���� ��� ��%��+���� � ������ ��� 
������������� 
��� �����	 

�������
� ��� �� ) 
������� � �� 
����� R 
�� ����� ������������ �� ���� ���� 

"���	
��� ��. $� "���	
��� ��� �� R  ����� � 
�������� ��� R = $ �' ����� � 

������
� ��� R 
� ��� � ���� ���
����� ��
� �
�� ������ ��� �� ��� �� �� �������� 


���� 
�

����
�� ��� �����, ��������� ��� ��� �� ��� ���
����� $ ��� ' ����� ����
��. 

-����	 ��� �� ��� ����� 
����������� ��� ����� �� ���� R ��������� ��� ����� ��� �� 

��� ������� 
�� R. 5��, ��� �� R  ����� 
��������6 �� ��� ��� �� ����� ������� �� ���%�� 

�� ���
� ��� ����� � ����� ���
������ ��� ����� 
�������� ������� ��� ����
�� 
�� R. 

�� ������� ���� ��� ��� ����	�� ���	���� ��� �
����� ����� 	
������� 	����. 

�������, �
�� [a,b] ��� ����
�� ���
��� ��� ��"���� ��� ���������� ���"��. $� 

���"�
��� ��� �� 
����� ��� 
����� ��� ���
�	���� (����"��� � ��� �����
� ��) ��� 

����� 
��������. /
�� F1  ���  F 2 ��� � ���� ����
�� ��� ���� ����� ���� 
�����, � 

���
� ��� ������ ����� �� [a,b]. $� ���"�
��� ��� ��� �� 
���� b ��	��� 
�� F 2 . &��� �� 

F1����������� ��� 
���� x ��� �� ����� x<b.  �����+��� � c �� ��� ����� ��� 
������ 

F1 . &��� �� c ��	��� 
�� F1  	 ����� 
���� 
�

����
�� ���. -����	 ��� �� F1  ����� 

                                                 
6 -�����, ��"� 
�������� 
����� � �������
��� ��� 
������� ����� ����� 
��� ����� ���, ���. ��"� 
���� 
��� ����� 
���� 
�

����
�� ����� ��� 
������. 
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����
��, �� c�  F1 . $� �� c ����� ���%������� ��� �� b, ���� ��� ������ �� x, ��� �� ����� x  

> c, ��	���� 
�� F 2 . 5��, �� c ����� 
���� 
�

����
�� ��� F 2 ��� 
������ ��	��� 
’ 

����. $� �� c 
������� � �� b, ���� ��� ���� ��	��� 
�� F 2 ��� ���"�
�.  � ��"� 

�������
� �� c �F 2 . /�
� ��	��� ��� 
������� ��� ��	��� ��� 
�� F1  ��� 
�� F 2 , 
� 

����"�
� � ��� ���"�
� �� ��� ���� ����� ����. $��� ����������� ��� �� [a,b] ����� 


��������. 

/�� ��������� � 
��������� 
������ ����� �� 
����� ���� ��� ����� ���"��. 

$� 
�����
��� � $ �� 
����� ���� ��� ����� ��� ����� ��������� ��� 2  ��� � ' �� 


����� ��� ����� ���"�� ��� ����� ���������� ��� �� 2   ���� ��� ������� 
���� 


�

����
�� ��� $ 
�� ' ���� �� ����
���%�. 

 !� 	����, ��
 �������� ���� ��� 	����� ����� ��� �� ���� 	���� �� ��������� 

	
������� 	����.  

  

�� ���������� ���� ������ �����
��� ��� �� 
�������� 
����� ��� "� 

���
�����	
��� ����������� ��������. 

 

��!%�+� 1. &	�� % ��� ' ����	�� � ������� 	���� ����� ����� 	����� ��� �	�� ( 

��� �� ���� 	
������� 	���� ��
 ���������� 	��� ���	� ��
�  

) �$ �' 

!��� �� ( ���������� �������� ��	� 	� ��� ��� �� �� �
�� 	����, ���. (�  %  � (�  '. 

 

�.'"��/�: /
�� ) �A�  '. &��� ) = () �  $)� () �  '). $%�� ��� �� $ ��� �� 

' ����� ���� ����
�� ���� ������� �� ���� R ��� ��� ����� ����� 
����, ���� ��� ��� ���� 

() �  $) ��� () �  ') ��� �������� 
����, ��� �� ����� 
���� 
�

����
�� ��� �����. 

$%�� ���
�� �� ) ����� 
�������� ������ ������ ��’ ����� ��� ���� �� ����� ���	, �
�� � 

() �  '). /����� ��� ) �A. 

 

 ���� "� 
����+��� ���� �
����
��� 
�� �������� "�����. 

 

��!%�+� 2. %� ��� 	
������� 	���� ( ���� ����� 	����� �� ��� ������� 	���� G 

��� �� �� ����	�� 	
������������ ��
  

F = R - G, 

���� �� ( ������ �� 	���� ��
 G. 
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�.'"��/�: ���������, �����	              

Fr(G) = G  - G, 

 

����� ������ �� "���	
�� �� R �� ���
� ��� �������� ����� 
������ ��� ����� ���� 

����� ����: ��� 
������ G, ��� 
������ Fr(G) ��� ��� 
���������� ��� ����
������� 

��� G.                  

R = G � Fr(G) � (R -G ). 

 

$� "���	
��� ��� �� 
�������� ) ��� ����� �� 
����� ��� G ���� 
�%��� � �� 

�������� ������, �� ) "� ���������� 
��� ���
� ��� G ��� R - G .  ������ "� 

���������� �� �����	��� ���� 
�� G ���� 
�� R - G , ����� ��� ���������� 
��� ���"�
� 

��. 

 

��!%�+� 3. %� ���� �
� 	����� x ��� y ���� 	
����
 R �����
� 	� ������ 	
������� 

	���� C xy  (�$�������� ��� �� x ��� �� y), ���� �� 	���� R ����� 	
�������.         

 

�.'"��/�: /
�� ��� �� 
����� R ��� ����� 
��������, ��� ����� ������ �� �� 

"���	
�� �� ���
� ��� � ����� ����
��� ��� ����� 
������ F1  ��� F 2 . $� ������ ��� 

x ��� �� F1  ��� ��� y ��� �� F 2 . $��� "� ��	���� 
� ��� 
�������� 
����� C xy . $���, 

�%�� �� F1  ��� F 2 ����� ����
�� ��� ���� ����� ����, 
�%��� � ��� ������ 1, �� 

C xy "� ���������� �� �����	��� ���� 
�� F1  ���� 
�� F 2 . $�’ ���	� ��� ����%�
� ��������� 

��� �� R ����� 
��������. 

 

�������� ������ ��� ��� ����
�� ���
��� ��� ��"���� ����� 
�������� 
�����. 

$%�� ����� ������ �� "���	
�� ��"� ��� 
���� ��� ��"���� �� ���� ���� ����
��� 

���
�	���� ��� ���
����� ���� 
��� ��"���, ��� �� ���������� ������ ��������� ��� 

�������� � ��"��� ����� 
�������� 
�����. 1�����, 
��� ��"��� ����� ��� �� ������"� 


�������� 
�����: &� ���
��� [a,b], �� ���
��� (a,b), �� ��������� ���
�	��� [a,b) 	 

(a,b], ��� ��� ��"���, ��� ����"��� (��� � %������ ��������� ���
��� � 	 ����� �� 

������ 
���� ���). , �������� ���� ����� ��������� ��� �� ��� ���� ��� 
���� ��	���� 
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� ��� 
�������� 
����� ��� ���
����� ���� 
��� ��"���, ���� ��� �� ����
�� ���
��� ��� 

���� ���� �� 
���� �� ���� ���������� 
�� 
����� ����. 

 -����	 ��"� ��� 
���� ��� �������� 	 ��� ����� ������ �� 
����"��� ’ ��� 

��"����� �	�, ������ ��� �� ������� ��� � ����� ����� 
�������� 
�����. -���� ������� 

��� 
�������� ����� ��"� ����� 
�����. /�� 
����� �� ��� �
���, �� ��� ��"� ��� 
���� 

��� ������ �� ���"��� � ��� ��"����� �	� ��� �� ���������� ��	��� 
�� 
����� 

����. /�
� ��� ��������� �� �������, �� ���������, � ������ 
�� ������� ��� �� 

���������, � ����� ��� � 
%���� 
�� ���� ����� 
�������� 
�����. 

 

��!%�+� 4.  )��� �� 	
������� 	���� % ��� ' ���
� ��
����	��� ��� ����� 	�����, 

���� � ���	� ��
� S = % �' ����� 	
������� 	����. 

 

�.'"��/�. $� ���"�
��� ��� �� S ��� ����� 
�������� 
�����, ��� ����� �� 

����
��"�� �� ���
� ��� � ����� ����� ��� ����
��� 
������ F1  ���  F 2 : 

S = F1  �  F 2 . 

/
�� ��� �� 
���� x ��� ����� �� ����� 
���� ��� $, ' ��� ��	��� 
�� F1 . &��� 

��� �� ������ 1 �� $ ��"�� ��� �� ' ����������� 
�� F1 . 5�� ��  F 2  ����� ����, ��� ����� 

�����. /����� ��� �� S ����� 
��������. 

 &� ������ ���� ��"�� ��� � �������� ��� ������ �� �������"��� 
��� 

�������
� ���
�� ������ 
��������� 
������. ;
���� �����	 �� ������"�. 

 

��!%�+� 40.  � ���	� ��� 	
����� ���� ����������� 	
�������� 	
����� ��
 

�������
� ��
����	��� ��� ����� 	�����, ����� 	
������� 	����. 

 

$%�� ��"� ����
�� ���
��� ����� 
�������� 
����� ������ ��� ��"� ��"��
��� 

���	, ���. �� ���
� ��"������ ������ ���� ��� ��������� �	��� ����� ����� 

����, ����� 
�������� 
�����.  

1���������, �� ����
��� ��
	��� 	
����� �� ������
��� ������"�� 
������, 


��� ����� ��"� +����� ���������� 
������ ���� ����� 
����, ���� ����� ��� � ���
� ��� 

���
���� 
��������� 
������ ����� ���
�� 
�������� 
�����. 

 

��!%�+� 5.  %� 	� ��� 	
������� 	���� C ��
 ���������� 	�� R ���	
��*�
�� 

����������� 
��	���� ��
 	
����
 ��� 	������ 	
		���
	�� ��
 C, �������� ��� ��� 
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������� 
��	���� C 0 . +�����, �� �� C ����� 	
�������, �� ���� �	��� ��� ��� ��� 

����	������ ��
 C. 

 

  �.'"��/�. &� 
����� C 0  ��������� ��� �� C � ��� ���
���8� ���� 
������ 


����� 
�

����
�� ���. ������� ���� ��� �� 
����� C 0  ����� �� ����
��"��, �� 

���
� ��� � �����, ����
��� �� ���� �� C 0  ��� ����� 
������ F1  ���  F 2 . &��� 
�%��� 

� �� ������ 1, �� 
����� C ������ �� ���������� �� �����	��� 
� ��� ��� �� ��� ���� 


�����. /
�� �.�. ��� C F1 . /
��  x ����	���� 
���� ���  C 0  ��� ��� ��	��� 
�� C. 

&��� �� x ����� 
���� 
�

����
�� ��� C  ��� ��� ��� F1 . $%�� ��� �� F1  ����� 

����
��**** 
�� C 0 , ������ �� x �� ��	��� 
�� F1 . /�
�, ��"� 
���� ��� C 0  ��	��� 
�� F1 . 

 ������ �� F 2 ����� ����. 5�� �� C 0 ����� 
��������. 

  ��� ������"�� �����
��� "� ������ 
������� ���� � ������ ��� �����	� 


�������������. 

 /�� 
����� R ������� ������ 	
������� ���� ��"� 
���� ��� ���������� 
� �� 

�
��	���� ���	 
�������	 ������	. 3����	, ���� ��� ��"� 
���� x ��� R ��� ��� ��"� 

"����� ���"� � ������� ������� ��� 
�������� 
����� V ��� �������� �� x ��� � �������� 

��� ����� �������� ��� �. < � ���� �����: ��� ��"� ������� 
����� U ��� �������� �� 


���� x ������� ��� 
�������� ������� 
����� V ��� �������� ����� �� x ��� ���������� 


�� U. 

  , ��"���, �� ������� ��� � ����� ����� ������ 
��������, �%�� ��"� 
%�����	 

������	 ���� ������� 
����� ��� ��"����, ��� �������� 	 ��� ����� ����� 
�������� 


�����. /�� ��������� 
������ ��� ��� ����� ������ 
�������� ����� �� 
����� ��� 


����� ��� ��"���� ��� ���������� ���"�� � 
�����������  

 

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ..., 0.  

 

                                                 
 
**** /�� 
����� $ ������� ����
�� 
�� 
����� ', ���� ��"� 
���� 
�

����
�� ��� $ ��� ��	��� 
�� ', 
��	��� 
�� 
����� $. 
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$��� �� 
����� ��� ����� ������ 
��������, �%�� ��"� ������� 
����� ��� �������� �� 


���� 0, ������ ���
�� �� �������� ��� ��� ������ ��	"�� 
����� ��� ��%	� 
n

1
 ��� 


������ ��� ����� 
��������. 

 /�� ��������� 
��������� ���� ��� ������ 
��������� 
������ ����� �� 	�� 

���
"�� 
�����, ��� ����������� ��� �� 
���� ��� ���%��	� ����
��
�� ��� 

������������	� 
������
��         

y = sin (
x

1
),   0 < x �  1 

��� �� ������ ��"����� �	�  

       

x = 0,    -1 �  y �  1 

$��’  ����� ��� 
������ �
�� ����� �������� �� �����
�� ������ �� ������%��� 

��� 
����� ( �	� 7) ��� ����������� ��� �� ������"�� 

 

                                            

������

����� 
� ���+����� ��� ��"��� ����"��
� 
���������� ������ 

 

A1 :    x = 
2

1
,  -1 �  y �  1 

B1 :   
4

1
�x�  

2

1
,  y = -1 

A 2 :  x  = 
4

1
,  -1 �  y �  1 

B 2 :  
8

1
�x�  

4

1
,   y = +1 
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A 3 :  x = 
8

1
,  -1 �  y �  1 

B 3 : 
16

1
�x�

8

1
,  y = -1 

……………………… 

A n : x = 
n2

1
, -1 �  y �  1 

B n : 
12

1

n
�x�  

n2

1
, y = (-1) n  

��� �� ������ �	� 

A 0 :  x = 0, -1 �  y �  1 

 

$��� �� 
����� ����� 
��������, �%�� ����� � ����
������ ��� 
��������� 
������ 

��� ����������� ��� �� ��"����� �	��� ��� ������� ��"��
���� ���	�.  � ������ 

��� ��� �� 
���� ��� ������� �	���� ��� ����� ������ 
��������, �����	 ��"� 

��������� ���	 ������	 ���� ������� 
����� �������� ��� ������ ��	"�� ��"���� 

������, ���� ��� ���� ������ ����� 
���� � �� 
�������� ���+����� �	���. !�"� 

������ ������	 ��� ����� ������ 
�������	. 

�
� 2. 4. �#+.)*��� 

 

)�� ���� 
������	 ������ ��� �������� ��� "����� ��� 
����
������ ����� ���	 

��� 
��������.  /�� 
����� R ������� 	
������ ���� ��"� ������ ���
����� M ��� R ���� 


�� R 
���� 
�

����
��. �� ������� ���� ��� ��� ����
�� ���
��� ��� ��"���� ����� 


������ 
�����. 

�������, �
�� ) ��� ���
����� ��� �	���� [a,b]. /
�� c �� �
� ��� [a,b]. 

&��� �������
��� ��� ��� �� ��� �	��� [a,c] 	 [c,b] �������� ��� ������ ���
����� ��� 

). 3���������� ���� �� �	� ������� ������ ��� ��� ���� �������
��� 
� ��� ��� �� 

����������� �	��� "� ���������� ��� ������ ���
����� ��� ).  �����+����� ���	 �� 

�������
�� ����� �� %"����
� ������"�� ������  

& 0 � & 1  � & 2 � T 3 � ...� & n ..., 

 

���� �� ��"��� ���� 	��� �� �
� ��� ����������� ��� �������� ��� ������ ���
����� 

��� ).  
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 $�� �� ���
�� ������ ��� �� %"����
� ������"�� ������
���� ���
������, 

������� ������� ��� 
���� x 0  ��� ����� ����� ��� ��� �� ���
�	��� & n . &� x 0  ����� ���� 


���� 
�

����
�� ��� ). ���������, ��� ��"� ���
��� ��� �������� �� x 0  ������� 

���� ��
� ������ ���"�� n �
�� �������� �� & n �� ���������� 
�� "�������� ���
���. 

 ������ ���� �� ���
��� �������� ��� ������ ���
����� ��� ). /�
�, ����������� ��� �� 

x 0  ����� 
���� 
�

����
�� ��� ) �����	 
� ��"� ������	 ��� x 0  ��	���� 
������� ��� ) 

���%������� ��’ ����. 

)� ������� �"��� ����� ������ �� ������ ���
�� ��� ��� ��������� ����� 


������ 
�����. �������, �
�� Q 0  ��� ��������� � ������� ���������� ���� ���� 

������ ��� ) ��� ������ 
����� 
����� ����� ��� ����������. 3�����+��� ���� �� Q 0  

� ��"���� ���������� ���� ���� ������ 
� ��

��� �
� ��������� ��� 
�����+��� � Q1  

��� ��’ ���� ��� �������� ������ ��	"�� 
����� ��� ). -������������ ���	 �� 

�������
�� �� ���� �� ��������� ��� 
�����+��� � Q 2  ������ �� ������������ ��� 

�������� ������ 
���� ��� ).  �����+����� ��
�, ��������� �� %"����
� ������"�� 

����������                

Q 0 � Q1  � Q 2  � Q 3 � ...� Q n ..., 

 

�� ��"��� ��� �� ����� �������� ������ 
���� ��� 
������ ) ��� � ������ ��� ����� � 

�
	 ��� ��� ������ ��� �����������. ��������� ���� �� ��������� 
��� x-����� ��� 

����
����� ��� y-����� ��� �������� 
� ��"���� ��’ ������ �� %"����
� ������"�� 

������ 

& x
0 � & x

1 � & x
2 �  T x

3 �  ... � & x
n  ... 

���  

& y
0 � & y

1 � & y
2 �  T y

3 � ... � & y
n  ... 

��� ������ �� 	�� ������� 
�� ���� ��"�� �� n ������ 
�� ������. 

  

 �����+��� � x 0  �� ����� 
���� ���� ��� & x
n  ��� � y 0  �� ����� 
���� ���� 

��� & y
n  ��� "������ 
�� ������� �� 
���� m 0  � 
����������� x 0  ��� y 0 . &� 
���� m 0  

��	��� 
� ��� �� ��������� Q n  ��� 
������ ����� 
���� 
�

����
�� ��� ). 

���������, ��� ��"� ����� ���� �� m 0  ����� �� ���"�� ���� ���"�� n �
�� �������� �� 

����
����� ��������� Q n  �� ���������� 
’ ����� ��� �����. $%�� ��� ��"� Q n  �������� 
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������ 
����� 
����� ��� ), �
� 
��� ����� "� ����������� ������ �� ��	"�� 
���� 

��� ). /�
� �������"��� ��� �� m 0  ����� 
���� 
�

����
�� ��� ).  

#��� ����������� ������ ��� �� 
%���� ����� 
����	�. , ��"��� ��� ��� ����� 


������ 
����� ����� �� ����� ������ 
��� ����� ��� x ��� �� 
���� 1,2,3, ... n,... � 

"����	 ������� ������� ���� �� 
����� ��� ���� 
���� 
�

����
��. -��
��, �� 
����� 

���� ��� ����� 
����� ���� ����
��� ���
�	���� ��� ����� 
������, �%�� �� 

������"�� ����� ���"�� ��� 
��������� 
� ������ ��� ���� 
’ ���� �� 
����� 
���� 


�

����
��. 

  ������������ ������ ��������� ��� 
������ 
������. 

 

��!%�+� 1.  �) &�� ����	�� 	���� F ��
 ���������� 	’ ��� 	
������ 	���� R ����� 

��� �� ���� 	
������. 

#) ,��� 	
������ 	���� F ��
 ���������� 	�� R ����� ����	�� 	�� R (�� R ��� ���-��������� 

	
������). 

 

�.'"��/�. �) /
�� ) ��� ������ ������ ���
����� ��� F. $%�� F   R  ���� ��� ) 

  R. -����	 �� R ����� 
������, �� 
����� ) "� ���� ��� 
���� 
�

����
�� x 
�� R. 

&� 
���� x, ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� ), ����� ��� 
���� 
�

����
�� ��� F. 

#�� �� F ����� ����
��. 5�� �� x ��	��� 
�� F. 3����� ��� ��"� ������ ���
����� ��� F 

���� 
���� 
�

����
�� ��� ��	��� ����� 
�� F, �����	 �� F ����� 
������ 
�����. 

�) $����������� ���� ��� ������� �
����
�. $� ���"�
��� ��� �� 
������ 

FR  ��� 	��� ����
�� 
�� R. /
�� x ��� 
���� 
�

����
�� ��� F ��� ��� ��	��� 
’ 

����. 0������ ���� �� ������"�� 
����� 
�� F 

x1 , x 2 , x 3  ... x n ..., 

��� ���� �� 
���� x ������� 
���� 
�

����
��. ��������� ��������� ��� 
���� x1  

��� 
������ F, ��� ������ ��� �� x �������� ��� 1. /�� 
���� x 2  ��� ������ ��� �� x 

���
��
� �������� ��� 
2

1
. /�� 
���� x 3  ��� F, ��� ������ ��� �� x ���
��
� �������� 

��� ���� ���"��� �.�.�. 

 /���� ���� ��� �(x, x n ) < 
n

1
, ��� ��"� %�
��� n. T� 
���� x ����� 
���� 


�

����
�� ��� ������� ������"��� 

x1 , x 2 , x 3  ... x n ..., 
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�%�� 
� ��"� ������	 ��� x ���������� ��� ������ ��	"�� 
����� ��� ������"���. !����� 

���� 
���� y ��� ����� �� ����� 
���� 
�

����
�� ���	� ��� ������"���. $� ����� 

������ n 0  ��
� ����� �
��  

0

1

n
 < 

2

1 �(x, y) 

���� ��� ��� �� 
���� ��� ������"��� �� � n > n 0  �
����: 

�(x,x n ) < 
n

1
 < 

0

1

n
 < 

2

1 �(x, y), 

(��� ��� ��������	� ���
������ �����   

�(x,y) �  �(x, x n ) + �(x n ,y) ��� �(x,y) - �(x, x n )�  �(y, x n ). 

 ������ ��� ��"� n > n 0  ��������� 
2

1 �(x, y)�  �(y, x n ), ��� ����� ��� ���� %���� 

��� ��� ���
��
��� �(y, x n ). $��� ��� 
������ ��� �� y ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� 

������"���  

x1 , x 2 , x 3  ... x n ... 

 

!��’ ����� ��� ����� ��	��� 
�� 
������ F ��� ������ ���
����� ��� ��� ���� 

������ 
���� 
�

����
�� �
� 
�� F (�%�� �� ������� ��� 
���� 
�

����
��, �� x, 

��� ��	��� 
�� F). $��� ������� 
� ����%�
� � ��� ���"�
�  ��� �� F ����� ����
��. 

 

��!%�+� 2. �) (�� �����
	� �����
��� 

F 0 � F1  � F 2 � F 3 � ...� F n ...     (1) 

�� �����, ����	��� 	
����� ��
 ����������� 	� ��� 	
������ 	���� R ���� �� ���� ����. 

#) +�������, ���� �
$�������
 ��
 n � ��������� ��� F n  ������ 	�� �����7,  ���� � 

���� ��� 

F 0 � F1 � F 2 � F 3 � ... � F n � ..., 

����������� ��� ��� ������� 
����. 

 

�.'"��/�. �) 7���� ����� ��� ����������� ������ �� "���	
��� ��� ��� �� 


����� ��� ������"��� (1) ����� ��� ��� ���%��� ����� ����. $�’ ���� ��������� ��� 

                                                 
7 3��. ����� ������ ��� ���� �������	���� "����� ���"� � �� ���� ��� n 0  ��
� �
�� ��� ��"�  n > n 0  �� 

�
���� � ���
����� �(F n ) < � . 
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����� ������ �� ���� 
�� 
����� F1  ��� 
���� x1  ��� �� �� ��	��� 
�� F 2 , 
�� F 2  ��� 


���� x 2  ��� �� �� ��	��� 
�� F 3 . 1����� ����� �� ���� ��� 
���� x n  
�� F n  ��� �� 

�� ��	��� 
�� F 1
n . A%�� �� R ����� 
������ � ������ ������"��  

x1 , x 2 , x 3  ... x n ...        (2) 

���� ��� 
���� 
�

����
��, x. $����������� ��� ���� �� 
���� x ��	��� 
� ��"� 


����� ��� ������"��� (1). �� ������� ��� x�  F. -����	 

F n � F 1
n � F 2
n � ..., 

 

��� �� 
������� ��� ������"��� (2) ��� �� x n  ��� ��� ��	���� 
�� F n . #�� � ������"��  

x n , x 1
n , x 2
n ,...          (3) 

 

���%���� ��� ��� ������"�� (2) ��� 
� ������
��� �� ��	"�� 
����, �� x ��� ����� 


���� 
�

����
�� ��� (2) "� ����� ��� ��� (3). #�� ��� �� 
���� ��� ���������� 

������"��� ��	���� 
�� F n . !� �%�� �� x ����� 
���� 
�

����
�� ��� F n  ��	��� 
’ ���� 

��"�
�� �� F n  ����� ����
��. 

  /�
� ��	��� ��� 
���� x ��� ��	��� 
’ ��� �� 
����� ��� ������"��� (1). 

 ������ � ��	 ����� ��� 
������ ����� � ���	. 

�) ������� ���� ��� � �������� ��� 
������ F n , � �� n ���������, 
�������� 


�� ����. $� � ��	 ��� 
������ ��� ������"��� (1) �������� ��� 
���� x ��� y ���%��� 

����� ����, ���� "� ������ 
� ��"� 
����� ��� ������"���. 5�� "� �
���� �(F n ) > �(x,y) 

��� ��"� n, ���. � �������� ��� 
������ ��� 
�������� 
�� ���� ��"�� �� n �������, �� 

����"��� ��� ��� ���"�
� ��. /�
�, � ��	 ��� 
������ ��� ������"��� (1) �������� ��� 

������� 
����. 

/�� ������ 
����
����� D "� �������� �- ������ ��� 
������ R ���� ��� ��"� x 


�� R ������� ��� 
���� d 
�� D �
�� � ���
��
� ��� ��� �� x �� ����� �������� ��� �. 

    �� ������� ��� ��"� 
������ 
����� R ���� ��� ��"� � > 0 ��� �-�����. !����� 

�������� � ��� ����� ������	 ��� ���"����� ��� ������� ��� � > 0 ��� �� ����� �� 


������ R ��� ���� �-�����. $��� 
������ ��� ��� ��"� 
���� a 1  ��� R ������ �� 

����� ��� 
���� a 2  
�� R, � ���
��
� ��� ������ ��� �� a 1  �� ����� �������
��� �. 

$%�� �� ���"�
��� �� R ��� ���� �-����� ������� ��� 
���� a 3  ��� ������ ��� ��� �� 


���� a1  ��� ��� �� 
���� a 2  �������
��� �. $%�� ������ ��� �� 
���� a 1 , a 2 , a 3  ��� 
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������� 
� ������ �-����� ��� 
������� 
������ R, ����� ������ �� ���� ��� 
���� 

a 4 , � ���
��
� ��� ������ ��� ��"��� �� ��� a 1 , a 2 , a 3  �� ����� �������
��� �. )� ����� 

��� ����� 
�����+�� ������ �� ������ ������"�� 
�����  

a1 , a 2 , a 3 , ..., a n , ..., 


��� ����� ��"� ��� 
���� ������� �������
��� �. $��	 � ������"�� ��� ����� �� ���� 


���� 
�

����
��. 5�� ��	��� 
�� 
������ 
����� R ��� ������ 
����� $ ��� ��� 

���� ������ 
���� 
�

����
��. $��� ���������� 
��� ���
� ��� 
��������.  ������, � 

���"�
� �� ��� ��� ������ �>0 ��� ������� �-����� ����� 8���	�. 

,��� 	���� R, ��
 ��� ������ � > 0 ���� ��� �-������, ����� ��������. 

  �������, �
�� x ��� y ��� ������ 
���� ��� R. , ������ ��� �-�������� 
�� R 

�� ���
%���+�� ��� ������ �� ���"��� ��� 
���� a ��� b ��
� �
�� �� �
����,  

�(a,x) < �,   �(b,y) < � 

 �����+��� � d ��� ��������� ��� ���
��
��� ����� ��� +����� ���  


����� 
�� �-����� ��� 
������ R, �����  

�(a,b) �  d 

��� ������� 

�(x,y) �  �(x,a) + �(a,b) + �(b,y) < � + d + � = d  + 2�, 

���. �� 
����� R ����� %������. 

 $�’ ��� �
����
� ���� ��������� ��� �� 	
����� 	���� ����� ��� ��������.  

 

��!%�+� 3.  &�� 	���� R ��
 #��	����� ���� 	� ��� �
����, 	�� ������� � 	�� 

����8 ����� 	
������ ���� ��� ����� ����, �� ����� ����	�� ��� ��������. 

 

  �.'"��/�.  , 
��"	�� ����� ����	. �������, �� �� R ����� 
������ ��� ��� 

�
����
� �) ��� ����	���� 1 ����� ����
�� 
�� �������� 
�����, ���� ���� ����� ��"���, 

������� 	 �����. $�� ��� 
������� ����� ���
�� %������. 

 

, 
��"	�� ����� ��������. ���������, �%�� �� R ����� %������ ��� �� 
���� 

��� "� ���
������ �
� 
� ��� 
���������� ��"����� �	�, 	 ��������� 	 
� �� 


%����. &� 
����� R ��� ������ �� ����� ����
�� �� ���� ��� ��"���, �� ������� 	 �� ���� 

"� ����� ��� ����
�� �� ���� �� �������� �	�, ��������� 	 
%����. #�� �� �	�, �� 

                                                 
8 , ���������� 
� ���� n-���
���� -��������� ����. 
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��������� 	 � 
%���� ����� 
����	 
�����. -������ ����� ��� �� R 
������, �� ����
�� 

���
����� 
������� 
�%��� � �� �) ��� ����	���� 1. 

/�� 
����� D ������� �
��� 
�� R ���� ��"� ������� ���
����� G ��� R �������� 

�������
��� ��� 
���� ��� D. 

$%�� �� 
%�����	 ������	 ���� 
����� ����� ������� 
����� ��������� ��
� ��’ 

����� ��� ���
� ���: ��� 	���� D ����� 	�� R �
��� ����#�� ����, ���� ���� 	������� ��
 R 

����� 	����� 	
		���
	�� ��
 D. 

1�� ��������� �� 
����� ���� ��� ����� ���"�� (��� ���� ��� ���	���) 
� ��� 

����
�� ���
��� ����� �����. 

 

��!%�+� 4.  � ���� ������ 	
������ 	���� R 
������ ��� ������	��� �
��� 


��	���� D. 

 

�.'"��/�. 1�� �� �� ������� ���� "������ �� 
����� 

D = D 1 �D 2 �D 3 � ... �D n � ... 

���� D n  ����� ��� 
n

1
-����� ��� R.  

 1�� ��"� � > 0 ��� ��"� 
���� x ��� R ������� ��� 
���� d 
�� D ��� ������ ��� 

�� x �������� ��� �. /�� ������ 
���� d ������� ����� 
�� 
����� D n  �%��  
n

1
 < �. /�
� 

�� 
����� D, ��� ����� ���%���� ���"	
��, ����� ����� 
�� R. 

  

� 2. 5. �#�� �&� �.�����&���� 

 

)�� ��������
� f ���� 
������ X 
� ��� 
����� 0 ������� 	
����� 
�� 
���� x 0  

��� X ���� ��� ��"� "����� ���"� � ������� "������ ���"�� � ������� �
��                       

�(f(x), f(x 0 )) < � 

���� ��� ��"� x�X �                      

�(x,x 0 ) < � 

 

)� ���� �����, � ��������
� f ����� 
����	� 
�� 
���� x 0 , �� ��� ��"� �-������	 

��� 
����� y 0  = f(x 0 ) ����� �� ���"�� �� �-������	 ��� 
����� x 0  ������ �
�� � ������ 

��"� 
�������� ��� �-������	� �� ���
����� 
��� �-������	. #��� � ��������
� f ����� 
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����	� 
� ��"� 
���� x�  X ���� ��� ����+��� 	
���� ��������
� ��� X 
�� Y. )�� 

�%����
	���� ��� 
����	� ��������
� ��� 
������ X ��� ��� 
������ Y "� ������� 

���������� ��������	� 	 ����������	��� ���� � ����
���%� ��������
� f 1	  (��� 
������ 0 

��� ��� 
������ X) ����� 
����	�. 3�� 
����� �������� ������������ (� ����������)  ���� 

����� ������ �� ��������
�� ���������� �� ��� 
�� ����. 

$�� ��� �����
��� ��� ��� 
������� ��������
��� ���%����� ��� ��������: 

   

��!%�+� 1. (�� ��������	� ���� 	
����
 X 	’ ��� 	���� . ����� 	
����� ����#�� 

���� � ����	����� ������ ���� ������� 	
����
 � �  . ����� ������� 	�� X.  

, 
��"	�� ����� ��������. /
�� � ��������
� f 
����	� ��� ,  �  0 �������. 

������� ��� ������ 
���� x 0  ��� ��	��� 
��� ����
���%� ������ ��� ,. -����	 �� y 0  = 

f(x 0 ) ���
����� 
�� , ����� ������ �� ���� �� �-������	 ��� y 0  ��� �� ���������� 

�������� 
�� ,. (��� ��� 
�������� ��� ��������
�� ������� ���� ���"�� � ������� �
�� 

� ������ ��"� 
�������� x ��� �-������	� ��� x 0  �� ��	��� 
��� �-������	 ��� y 0  ��� 

������� 
�� ������� 
����� ,. /�
� � �-������	 ��� x 0  ���������� 
��� ����
���%� 

������ ��� ,. , ����
���%� ������ ��� , ����� 
������ ���
� ��� 
%������� �������� ��� 


����� ��� ��������. 5�� � ����
���%� ������ ��� , ����� ������� 
�����. 

, 
��"	�� ����� ����	. $� ��������� � ���.��"�
�, ����� ������ ��� � ����
���%� 

������ ��� �-������	� ��� y 0  = f(x 0 ) ����� ��� ������� 
����� G ��� �������� �� x 0 . 

-������, ����� �� ���� ������ ���� ���"� � ������� �
�� � �-������	 ��� 
����� x 0  �� 

���������� 
�� G. -����	 ���
�� ��"� 
���� ��� �-������	� ��� x 0  "� ��������+���� 
� 


���� ��� "� ��	��� 
��� �-������	 ��� y 0 , � ��������
� f ����� 
����	�. 

 -����	 �� ����
���%�� ������� ��� 
������������ 
������ ����� ����� ���� 


����������� 
�����, ��� �� ������ 1 ��������� �� 

 

��!%�+� 10.  (�� ��������	� ���� 	
����
 X 	’ ��� 	���� . ����� 	
����� ����#�� 

���� ���� � ����	����� ������ ���� ����	�� 	�� . ����� ����	�� 	�� X. 

������ ��� ��� ��������� ��� 
������ ��� ������ 
���� "������ ������������ ��� 

��� 
������� ��������
���. �� �� ���������� ��� ��� ��� ��������� ��� �� �����%����� 

��������� �� 
������������ ��� �� 
�������. 

 

��!%�+� 2.  � 	
����� ������ . ���� 	
������� 	
����
 / ����� 	
������� 	����. 
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�.'"��/�: !����� �������� � ��� ������ ������	 ��� ���"����� ��� �� 
����� 

0 ��� ����� 
��������. &��� "� �����
� ������ �� �� ����
�	
�� �� ���
� ��� � ����� 

����� ��� ����
��� 
������ C ��� D. $�� �o ������ 1 �� ����
���%�� ������� ��� 


������ C ��� D "� ����� �� ����
�� 
�� X 
�����, �
��  $ ��� ', ����
�����. &� $ ��� ' 

��� "� ����� ���� ����� �� X ��������+���� ��� ���  0. �� ����� ���� �%�� �� 
����� C ��� D 

��� ����� ����� 
����. 5�� ��	��� �� ������
� ��� 
��������� 
������ X 
� ��� 

����
�� � ���� ��� ���� 
����� $ ��� ', ���� ��� ����� �������. $�’ ���� ��������� �� 

������� ��� ����
������ ������
�� ��� �� 0, ���. � 
������������ ���. 

 

��!%�+� 3.  � 	
����� ������ 	
������ 	
����
 ����� 	
������ 	����. 

 

  �.'"��/�: /
�� �� 
����	� ��������
� f ��� 
������� 
������ X 
�� 
����� 0. 

�� ������� ��� �� 0 ����� 
������. /
�� 2 ��� ������ ���
����� ��� 0. 1�� ��"� 
���� 

y ��� 2, "������ ��� 
���� x, ��� ��	��� 
��� ����
���%� ������ ��� 
����� y ��� 


�����+��� �� 
����� ���� ����� ��� 
����� � ). ���� ��� 
���� ��� 
������ ) 

��� "� ��������+����� 
�� ���� 
���� ��� 
������ 2, ��� �� 
����� ) ����� ������. $%�� 

�� X ����� 
������ ������� ��� 
���� x 0  ��� ����� 
���� 
�

����
�� ��� ). /
�� y 0  

= f(x 0 ). &��� �� y 0  ����� 
���� 
�

����
�� ��� 2. �������, �%�� � ��������
� f  ����� 


����	� 
�� x 0  ��� ������	���� � > 0 ������� ��� � >0 ������ �
�� �(f(x),f(x 0 )) < �  ���� 

�(x,x 0 ) < �. $%�� �� x 0  ����� 
���� 
�

����
�� ��� ) ������� ��� ������ ��	"�� 


����� x ��� ��	���� 
�� ) ��� ������� ��� �� x 0  �������� ��� �. &��� �� ������� ���� 

��	���� 
�� 2 ��� ������� ��� �� y 0  �������� ��� �. 5�� ����� ������ �� ���� ��� 

������	���� � > 0 ��� 
����, ���%������� ��� �� y 0 , ��� ��	��� 
�� 2 ��� ������ ��� �� 

y 0  �������� ��� �. $��� 
������ ��� ��� �� y 0  ����� 
���� 
�

����
�� ��� 2. /�
� 

������������� � 
�������  ��� 0. 

 

  �'%��+�. (�	� ���� 	
����� ��������	�� ���� 	
������ 	
����
 / 	� ��� 	���� 

. � ������ ���� ����	�� (�� ���� /) 	
����
 ����� ����	�� (�� ���� .) 	����. 

$� $ ����� ����
�� ���
����� ��� 
������� X ��� ' � ������ ��� $, ���� �� $ ����� 


������ ��� �� �) ��� ����	���� 1, � 4.  -������ �� ', � ��
� �� ���� ����� 

������������ ����	��� ����� 
������. $�� ��� �
����
� �) ��� ����	���� 1, � 4 �� 

' ����� ���
�� ����
�� 
�� 0.  
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  ��!%�+� 4. � 	
����� ������ ���� ������ 	
������� 	
������ 	
����
 ����� 

������ 	
������� 	
������. 

 

  �.'"��/�: /
�� 7 ������ 
�������� ��� 
������ 
����� ��� 0 � 
����	� ������ 

��� 7.  �%��� � �� ������ 3 �� 0 ����� 
������. �� ������� ��� �� 0 ����� ������ 


��������. /
�� ��� y ������ 
���� ��� Y ��� , ��� ������ ������� 
�����, ��� �������� 

�� 
���� y. )� ��
�� �� ������ 1, � ����
���%� ������ G ��� �������� (
�� 0) 
������ 

, ����� ��� 
����� ������� 
�� 7. &� 
����� G �������� ���  ����
���%� ������ F ��� 


����� y+. E����	 �� 
����� 7 ����� ������ 
��������, ��� ��"� 
���� x ��� F ����� 

������ �� ���� ��� 
�������� ��� ������� 
����� U(x) ���
����� ��� G, �� ����� �� 

�������� �� x.  �����+��� � S ��� ���
� ���� ��� 
������ U(x) ��� � T ��� ������ ��� 


������ S. $��� 
�����+��� � $ �� ����
�� 
�����, ��� ����� 
����������� ��� S, 

��� � ' 
�����+��� ��� ������ ��� $. -����	 �� 7 ����� 
������ ��� �� $ ����
��, "� 

�����  ���
�� ����
�� ��� �� ' (
�%��� � �� 
�����
� ��� �� ���������� ������). 

$�� ��� ��������� ��� �� 
����� 

V = Y - B 

����� ������� 
�� 0. 

�� ���������� ���� ���  

y�  V   T   H 

-����	 F ����� � ����
���%� ������ ��� 
����� y ��� 

F   S = X -A , 

������ 
���� ��� $ ��� ���� �� 
���� y �� ������.  5�� y �  Y- B= V. 

-����	 ' ����� � ������ ��� $ ��� V �� 
���	��� ��� ', ��� ������� 
���� ��� 
������ 

V ��� �� ����� ������ ������� 
����� ��� $. $��� �� 
����� S ����� �� 
���	��� ��� 

$. 5�� ��"� 
���� ��� V ����� ������ ���� ���
���� 
����� ��� S.  ������ �� 
����� V 

���������� �
� 
�� 
����� &: 

V  T 

-����	 SG �
���� ������  

T   H 

/���� ������ ������ ��� �
���� 

y�  V   T   H. 

                                                 
+ 3����	 �� 
����� ���� ��� 
����� x�X, ��� ������ ������ ����� �� y. 



 

 51 

�� ������� ���� ��� �� & ����� 
��������. &� 
����� & ����� �� "����"�� �� 

���
� 
������, �� ��"��� ��� �� ����� ����� ������ ���� �������� 
��������� 
������ 

U(x), ���� �� x ��������� ��� �� 
���� ��� F, ��� ������ ������ ����� �� y. 5�� ��� �� 


�����, � ���
� ��� ������ ����� �� 
����� &, ����� 
�������� ���  ����� �� y �� ����� 


����. $�� ���� ��������� ��� �� 
����� & ����� ���
�� 
��������. 

  �����+��� � C y �� ���
�� 
�������� 
�����, ��� �������� �� 
���� y ��� 

���������� 
�� ������� 
����� ,. &� 
����� C y  ����� �� ���
�� 
�������� 
����� 
�� 

����� ��	��� �� y ��� ���������� 
�� 
����� ,++.  , ���� "���
��" 
������ ���, ��� 

������ 
�����, ��� �������� ��	
�� �� C y  ��� ����� ���
����� ��� ,, ��� ����� �� ����� 


��������. �� ������� ��� �� C y  ����� ������� 
�����. �������, ����� ��� �� y ��	��� 


�� ������� 
����� V, ��� ���������� 
�� &.  -����	 �� & ����� 
��������, �
���� 

T  C y  

5�� 

y�  V  C y  

E
�� z ������ 
���� ��� 
������ C y . #��� ��� ����������� ��� �� y, ������ 

�� ����� ��� �� 
���� z  ��� 
�������� 
����� T z  ��� ��� ������� 
����� W, �
�� �� 

�
���� 

z�W   T z   , 

 �����+��� � C z  �� ���
�� 
�������� 
�����, ��� �������� �� z ��� ����� 

���
����� ��� ,. &��� �����  

z�WT z    C z    H. 

&� 
����� C z  ��� C y  
��������. �������, �� ��� ��������� �� C z     

�������� 
���� ��� ��� ��	���� 
�� C y  ���� �� 
�����  

C y �  C z  

"� 	��� 
�������� ���
����� ��� ,, 
�� ����� ��	��� �� 
���� y ��� "� 	��� ��������� 

��� �� C y . $��� ���� ���
����� 
� ����%�
� � �� �,�� �� C y   ����� �� ��������� 


�������� 
����� ��� �������� �� 
���� y ��� ���
����� 
�� ,. 5�� �����  

C y  = C z  

��� 
������  
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WC y  

 

E����	 �� z 	��� ������ 
���� ��� 
������ C y , ��������� ��’ ���, ��� ��"� 
���� 

��� 
������ C y   ���
����� 
� ��� ������� 
����� �� ����� � ��� 
���� ��� ����� 

���
����� ���  C y . E�
� ����� ������ �� ����
�	
�� �� 
����� C y  �� ���
� ������� 

�������� 
������. 5�� �� C y  ����� ������� 
�����. /�
� ������, ��� ��"� ������ 
���� y 

��� 
������ Y ��� ������	���� ������� 
����� ,, ��� �������� �� y ��	��� ��’ ��� 

������� 
�������� 
����� C y  �
�� �� �
����,  

y�C y   H, 

$��� ����������� ��� �����	 
������������ ��� 0. 

 

-���� 	��, ��� ��� ��"����� �	� ����� ��� ������ 
�������� 
�����, ��� �� 


����� ��� ����������� ��� �� 
���� ��� ���%��	� ����
��
�� ��� 
������
��         

sin(
x

�2
),     0 < x �  1 

��� �� 
���� ��� 
�������	� ���	� 

x = 0,   -1 �  y �  1, 

��� ����� ������ 
��������. 5�� �� 
����� ���� � ��
� �� ������ 4, ���� ����� 	�� 

�������	
�� 
�� !�%. 1,  ��� ����� 
����	� ������ ��� ��"������ �	����. 

 

  ��!%�+� 5.  ,��� 	
����� ��� ��������	������ ��������	� ���� 	
������ 

	
����
, ���� 	
���� ��� ����	����� ��������	�, ������ ����� ����������	��� (���������� 

��������	�). 

 

�.'"��/�: /
�� f �� ����
���8�� ��� 
� 
����	� ��������
� ���� 
������� 7 

��� ��� 
������ 0.  �%��� � �� ������ 3 �� 
����� 0 ����� 
������. ������ �� 

����"��, ��� � ��������
� f 1	  ��� 
������� 
������ 0 ��� ���  
������� 
������ 7,  

����� 
����	�, �����	 ��� � ����
���%� ������ ��"� ����
��� 
������ F 
�� 7 � ��� 

��������
� f 1	  ����� ����
�� 
����� 
�� 0. #�� � ����
���%� ������ ��� 
������ F, �
� 

                                                                                                                                                         
++ &� C y  ������� 	
��	��	� ��� 
����� y 
�� 
����� , ( .)). 
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��� ��������
�� f 1	  ����� �
� � ��� ������ ��� 
������ F �
� ��� f. $��	 ����� ����
�� 

���
����� ��� 0 � ��
� �� ����
� ��� ����	���� 3.  

 

-���� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� 
������ ��� ���%���� ����� ����������� 

��� ��� 
������� ��������
���. &������ ����� �.�. � 
������������, � 
�������, � �����	 


������������ 
������ �����, ���� ��+��� ����. $���� �� ��������� ������������ ���
�� 

��� ���� ������%�
���.  $��� �� ����������� ��������
��� ��������� ��� ����� 

��������� (�� ������ ��� ������������ �� ����� ��� ��� 
������� ��������
���). &������ ����� 

�.�. � �����	 
������������ ���� �������	���� (��� ��� 
�������) 
������, � �������� 

���� 
������ �� ����� "
����� ���� �������� 
������", � �������� ���� 
������, �� ����� 

����
�� (�������) 
� ��� 
����� ��� �� �������� �.�.   

&� �������� 
������� �� ��	�: $� ��� 
����� $ ���� ������ ��� ��� ���%��"��
�� 

��������� �� ���� ��� 
����� 7 ��� �� �������� (�� $), ��� �� 7 ��������
��� �
� ��� 

���������	� 
������
�� 
� ��� 
����� 0, ���� � ������ ' ��� $ ���� ��� ����
������ ����� 

��������� �� ���� �� 
����� 0. $� ��� ��������� �� $ ����� ����
��  
�� 7, ���� ��� �� ' 

"� ����� ���
�� ����
�� 
�� 0. $� �� $ ������� 
�� 7, ���� �� ' "� ����� ���
�� ������� 
�� 

0. 

, ����� ��� �����	��� ��� 
������, �� ������ ������������ ��� ��� ����������� 

��������
���, �������� �� ��": ���� ���������� ��� ����������. 
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§ 2. 6. �?�5�%�"+��87��,7"297

�� ���!/0 ������!���� �
0 ��������/ ������0 ��0 �!��� �� 	��� 2# �� �
 ��?


������� ������������
����	����������!��!���	�����������	������0#

�������/� ��!?��� ��� �� ��1������� ��2��� �� ������/�� ��� � ��4�0 �!���

	�������� 	�����2 	�����# O�����/0 �!��� 	��� 2# 3�� �� C�/�2���� Q ��� g �
0

���
������
0�������������������	����
	��� 20���������0	��� ��0�!����������

	��� �0# ���� 
 �����
�� ���0 	������ �� �!��� 	��� �0 ����
��!��� ��� ��0 	��� �!0

�������!	��0#3��2
�����
���������������� 1�!��� 	�������/0
�������������������

��?��
0�����i
0���
��!	��0�#�#�!���	��� 2��������1���������������!���
�1�!

/0 	��� 20 ������ ���0 ��1��	���
0 �����20� ��� �������!��� ���  ������	���� ��21�0

��
���/���@�����!������	��� �0#A�����0�	��� 2�!��������������?����������0

����	��0�������0#C������!?����	@���2��
����������������0�����
��0�/�	��� ��

	��0���!�01�	�
�� 1�!	���������
�����
�/�������/�#5���	
������2�����
���?@

����������B������������1�~

"9�%)(��� 3�
��	�C ������"�%��,����#!������	

..........321 ����� nCCCC

"�,�����#!�
���#���#������
����
��#���&�$������������������'

O����2 �� 	����� C1, C2,…, Cn�y �!��� 	�����2 ��� ����� ����� 	�� C1 �!���

����	��/0���0��C1

.........21 � nCCCC

#A�@������������
���2

�!��� ��!	
0 ����	�� 	�����# O�����/0�  �� C �!��� 	������0# 3������� �� ��!?���� �


	���������
�����C.

5������?
�
0	���������
��0	������C 4�	!B����	����������2���~

4���
��C �������
��	�������,��������"�%��,������#�&)�����!%��

(1)                                       ..........321 ����� nCCCC

"���W ���� �����
!� �$��%�� 
�� �#��� #�������� 
��C �� 
!
�� �
��� �"�%��,�� �5�� �#���$��� ���

*��$����������#�&����$��%��C n 
���#������#������
����
���$��%��W.

h��1�����������!1��� ��
�#���������	������0	�����C n �������� ����	��

W#������������������	����	�������������1!��
�����	�������	����/�
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..........321 ��������� WCWCWCWC n ,

��������!���1��������	���������� ����	�����
����������#O����2� ���������

	����� �!��� 	�����2
 ���2 ���0 �!��� �
 ���2 <4�#C���
��# Q� n Q# 9 	��# 96=#3��2

�������!������	
��!����	������C ��������2����	��W#f��/������C � W����

���� ���������	
��!�#3�����2��
����!��	
����������	������������������ ��

���	������0	�����Cn

h��1������ ��� �� 	������0 	����� C ��� �!��� 	��������# O�����/0�  ��

����	�������/0��/	
����
������?��/������	���	����/�3���e#3��C���
��8

§. 2.2 ����� ������� ��	�����U ���V �����!������ �����3���e����!	��� �������

� ��������������	
��!�#

������!������ ���������
��	��W#C�	�����������������

����0�������������f2��������C �!���	��������#

���4��!B������W �
���/	
�/�U ���V#f��/�/�

A�U, B�V, C= A�B, W= U�V

� ����

C�W

����/���� ��f2�������� �� ���	��� �0Cn �����!������ ���������
��	��

W#3�����C � ��	
��!������!������ ������	�	��U �	����	��V���������	�����

Cn ������� ��	
��!����U ��1�0���	
��!� ���V#������0� ��	��� �0Cn ����� ����

	�
���/	
������� ���	����/�U ���V �����!��!���?�������?����0�����	��� �0

� ������1��������U ���V �����	
��!�#3�����/0�!���	���/������C���
��6�§

2 # g� �������# 5 ���!��	
 ����������� �/0 
 ���1�	
 ��0 ��� �� 	����� C ��� �!���

	�������������
1����#O�����/0���C �!���	����������1���
��� �������� 1�!#

C� �����!?���� ���� ��� C���
�� �� ���!� 1�  ����	����� 	�
� �����
 �/�

������������ ��/	��	������1���������������#

"9�%)(�'� 6(��G �������������"
�"!�"���
�#�"(�����"
�"!������
!��#��$��%����!��

���#�&�$�����!%���R��
!
��"(,�� �$&����������a "���b �#������������,���������!���#%�$�


!����
���#���"�
����%!"%�����
��G.

�!5?"�6%@ ���@�� 2����������������������1�1��������1�����	
��!�a ���b

��� G ������� �� 	����1��� ��	� ���0 ������	���
0 ���	!��0 	��������� ���� ���

���	����/����G
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(2)          U1, U2, …, U

�/����!/�
��������0�!�����������
������������/��	��a
n

�U1 �, b U

(3)       U

n

i U 1�i 
 Ø, Ui Uk ���= Ø ki � >1

������������/�
0�����20	���������
��0���	������G���1�	
��!����x � ��

��� 	�������2 ����� 2U(x= �� �������� ��������
 ��� �� 
 ���!� ����� ���� 	��G # C�

��!?��������������0��0����� �0�����!������	����	��!������	!��
���!���	������

��a ���b#30���1�	������� ���������	!��������� ��#���4��!B������U ��	�����

�/� 	
��!/� ���G �� ���!� ������� �� 	����1��� �� �� a ��	� ���0 ���	!��0 
 ���!�

�������!����������� �0U(x=#� ����a�k���b�G-U#C���!?���������U �!������� ��

�������	��	�� ���/0#

��U �!������������������x ��2���	��U�������U ����� ���
������ 2 U(x=���

x#�����������1�	
��!�y ���U(x=�����!��	����1�!����a� ��	����0���	!��0���

�������!����������� �0���	���������	
��!�a ����	
��!�x �����	�����U(x).

�� U �!��� ����	�� 	�� G# 3� �� x �!��� 	
��!� 	�		����	
0 ��� U� ���� 


	�������2����� 2U(x=���x������ ������� �	������	
��!�y ���U#��	
��!�y �����!

��	����1�!���	����0���	!��0����a#O�����	���i�����
������ 2U(x=	�
����	!���

������!������������	!��
���!�	��������	
��!�&���x.

3���U �!������� ���������	���!�����!	
0���� ���������	����	����2�/��

���V=G\U#��V ����!�������������2��2���	�������b#����	���������	�����G

�������!����������
�������� ��	�����U ���V  /�!0�����	
��!�������������!�

�!����������#

3�� ���2� �
� ���!��	
 	������!����� ��� ���� �� ��� ������	���
 ������1!�

	������������� ���	����/�

(4)           U�1, U�2, ….., U�

�������	��~
s

a�U�1 �, b U�2, U�i U�i+1 
 Ø

3����	��� �!����20�
0������1!�0	 
���!B����������	!��
���!����������!

���0��0	��12��0<g=#���4��!B������U1 ��	��� �!��
0������1!�0<9=�����!������ ��

��	
��!�a ������� �����������������!��
#��U2 	��4��!B���� ���!����	��� �!��
0

������1!�0 <9= �� ���!� ������ �� U1 ��� 	@ ���2� �
� ������1!� � �� ��� ����������

��!��
#��U3 	��4��!B������	��� �!��
0������1!�0<9=�����!���������U2 ���� ��

���������������!��
	�
�������1!�<9=����/0�����������
�������	����	����

	��� �!� 	�� ���!� ��2��� �� 	
��!� b# 3��� �� 	��4��!B���� �� Un ���� n-6 �!��� ��
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��21�0  �/� ���
������/� ���������/� 	��� �!/�# ���@ ����� ��� ����� ��!������ ���

���	!��<Q=
���!����������!���0��0�����2	��0<g=#

;�
	�����������������������	������
�������?
���C�/�2����0��0#A�����

	���� ���� 	�������� �� 	
��!� a ��� b ��	/ ���0  ���	!��0  	��������� ���� ���

	����/�������������������
���6#�	�/��������!�����	�����~

(5) U1, U2, …, U

�����!���~
n

�<Ui �) < 1, a U1 �, 4 U n , Ui Ui+1 
 Ø, Ui Uk ki �=Ø,  ��� >1

f��/���<8=	��4��!B������c1 ���������/�	
��!/��
0���20�/�U1 ���U2,

��c2 ���������/�	
��!/��
0���20�/�U2 ���U3 ���#��������cn-1 ���������/�

	
��!/��
0���20�/�Un-1 ���Un

����	���������������c

.

1, ��	
��!�c1 ����c2, ��������������cn-1 ����b,

��	/ ���0 ���	!��0 	��������� ���� ��� 	����/� ��������� ��������
0 ��� 6�Q# O���

������ ��� � �� �� 	����� �� � �� !� ������ �� �
� ���	!�� �� � 	������ �� a �� �� c1

����� �������B!����0����	���
��0���0	��U1.  �����������������	������
0���	!��0

���	��������	
��!�c1 ���c2 ������� �������B!����	���
��0���0	��U2 ����������

��� �� 	����� �
0 ���	!��0� ��� 	������ �� cn-1 �� �� b ��B!� ����� ����� 	��Un

3������0��0 /��	��0���	!��0	 
���!B����������	!��

�� ��0

����	���
��0���0#

V1, V2, …., V

���	��������a ���b �����
��!��0	��12��0<g=<��������������!����������0���	!��0

�� ������� 	��� �!�� �� ���� ��� ������=#  ���� 	��4��!B���� �� d

p

1 ������ 	
��!� �
0

���20�/�	����/�V1 ���V2���d2 ������	
��!��
0���20�/�	����/�V2 ���V3 ����

��������dp-1 ������	
��!��
0���20�/�	����/�Vp-1����Vp#�����������a ����d1,

��	/���0���	!��0���� ���	����/������������������
0���6�g������!���B!����0

����	���
��0���0����� ����� 	��V1 ���	
��!�d1 ���d2 	�����������	/���0���	!��0

���� ���	����/� �����������������
0 ��� 6�g � �� ���!���B! �� ��0 ����	���
��0 ���0

����� �����	��V2 � �����������dp-1 	������������b ��	/���0���	!��0	���������

���� ��� 	����/� ��������� ��������
0 ��� 6�g � �� ���!� ����� ����� ��B! �� ��0

����	���
��0���0	��Vp

3� 	��� !	����  ������/0� ��!������  ��� �����
 ������1!� ���	!�/� 
 ���!�0

	������� �� a ���b ��� ������������ ��� 	�������� ���� �� 	����� ��� �������	�� ��

	��� �!� �
0 n-��	�
0 ���	!��0 � ��� ��������  ��������
 ��� 6�n ��� �� ���
 ��1�

#3������0��0 /��	��0���	!��0	 
���!B��������������	!��


���!�	��������a ���b.
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������
0 ���	!��0 ��B! �� ��0 ����	���
��0 ���0 ����� ����� 	�� ���
 �
0 ���
������
0

���	!��0#

���4��!B�����
���/	
�/�	����/������!�	 
���!B����
�����
���	!����

C1 �
���/	
�/�������
0������
0���	!��0��C2

C

���#��1������/�	����/�

1, C2, …, Cn

�!���������� ��	��������	�����#����������	���
��0���0

, …

(6)         C 1 C, 2 C,…, n

�!��� 	��� 2# O����2 �� ���
 ��1� ������
0 ���	!��0 ��B! �� ��0 ����	���
��0 ���0

����� �����	�����
�
0���
������
0���	!��0��	 ���

,…

Cn+1 � C n+1 �Cn � C

O�����/0�  ��	����� 

n

C 1 C, 2 C,…., n

C

�y 	 
���!B�������1!���	�������1!�

	��� �� 1 � C 2 � …� C n �y#3����C���
��6�
���2��/�������/�	��� ��

�!�����!	
0���	��� �0�����!�	��4��!B������C#3�����1�	��� �0�
0������1!�0

<M= ����� �� �� 	
��!� a ��� b� 
 ���2 ���0 C ����� �� ��!	
0 ���� �� 	
��!�# ����

������������� ��� ��	��� �0C �!��� ������� ��?� �� ���!�	������ ��� ���b#A�� ��

���	1������@���������������!?���������	��� �0C �����!������	 
����	1�!��	/

���0���������20��������	
0��!�����2����0 ���R�6�#;/�!B�������	�n !	���2����

�1��2�y��n

S

��������B�������	�2��������
0��?�/0���������	��� ����	��	�����

�
0����
0���	!��0# ��
 	��� ���� �����������1�  ���� �� ���	�
������
0 ��?�/0	�

��	� !	� ���
�	� �!��� �����
  �
0������
0���	!��0�������� �����	�����!	��� �

���� 0 �
0 ����
0 ���	!��0# ���@ ���� � �� � ��� �� ���4��� ��� ��� ���	!�� ��� �

���	�2����������
0��?
0

1, S2, …, S

3���	��� ���� ���� �� ���
 �
0 ������
0 ���	!��0 ��� �� ���	�2���� �������0

��?�/0#O�������	������1����	�
���������0��?�/0	���	����
�	��!��� �����


�
0 ��!�
0 ���	!��0 ��� ����� � ���� 	�� ���!	�� � �  ���� 0 �
0 ������
0 ���	!��0 � ����

���4������������	!�����q ���	�2������!�
0��?�/0

p.

R1, R2, …, R

���#
q

���@ ����� ��� ����� ����	����B����� ��� ������1!�0 ��� ��0 ���	!��0~ >�

���	!��0 �
0 ����
0 ������1!�0 ������������ ��� 	�������� ���� �� 	����� ���

	�������0 R� �� ���	!��0 �
0 ������
0 ������1!�0 ������������ ��� ���	�2���� ���

���4���������	/�
0������!��	
0������	�2����0T. O�������������1����1����	���n
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���� �������������	2����
����	��� !�����?��/�������
0n-�	�20���	!��0���� ���

	����/��������2�����
0n-�	�
0���	!��0���	�
���/�#

�	�/x ����� �!�	
��!����	��� ��0C#3�����2���	������� ���� ��	�����

Uk �
0����
0���	!��0*� ����������� ���	������Vl

m

�
0������
0���	!��0 � �������

���� ��� 	������ W �
0 ��!�
0 ���	!��0 ���# ��1� ������� 	����� ����� ���� 	��

���
�������  ��B! �� �
� ����	���
�� ���# ��1�0 ��?���� � ���1��0  �
0 ���	!��0� ��

��������� �/�	����/� ��!����	���
���#������/0 ������0Uk, �
0����
0���	!��0

�������� ����	
��!�x�����	��� �!	��������	2��������	�������	�
���k �������0

V1 	�������	�
��Sl �����!������ ����	��Tk��� ����0Wm 	�����	�
��Rm �����!�

����� ����	��Sl

:����������	
��!�x

���# ��1�0��?��������1��0�
0���	!��0 �������������/�	����/�

��!����	���
���#����	������� ������� � ��� ����������� �����	
��!�y �� ���!�

����	��� ����	��	
��!�x ���	��� ��0C.

1 ���x2 ���C ����	��� ���	������������	
��!�y1 ���y2

��� ���	�2����0�#��������� ��1�0��?���� ����1��0n� �� ��������� �/������ �
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��!�# ���� ��� � ��� ����� 	
��!� �� ���!	��� �

���	�2����#�����	
��!�y1 ���y2 ������	�2����0������!�����	��� ���	��	
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��1�	
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���	�
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���������� ����

	�� Uk, �� ���	�
�� Rm ����	��� �! 	�� ���� �� 	����� Wm� �� ���!� ��B! �� �
�
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���������� ����	��Vl

���@������������������!����!0������	��� !	���
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���	�
���/�

�#�#�#

Tk � Sl � Rm � …

�
��1!���	�������1!��/�����	���	����/�

(7)                          U k � V 1 � W m

* f��/���<g=���� ������������������	�����#
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��2	�����	����������!��������	��������#
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���!	��� ���

��Q���9�###���Q n

5 ������
L � ��  	�  ��1�  	
��!�   �� �>a 0 ���1�2	��
  ��?
  �������/	
0#

�����������1��������	������������� ����> ����!��������������������
0

�� �  6 �   ��� ����!���   ���  ������	���� 2 ���1�2	��� ��21�0 ���	�
���/��   �� ���!�

����� �����  	����2���� >a 0 �>a 1 �>a 2 � # # # ��� ����� �����  ���  �
�	���	��	����

	
��!��>�
���!��!�����/	
 ���1�2	������21��0
�����	�
���/����?����������

��	
��!�>#

�	�/m �	/������ 	
��!���2����0>a 0 #���� ��1�  ������� 	����� ���  ��

����� ��   ��� ����!���   ���  ���	�2���� ��  � �� !�  4�!	�� ���� 	��0   �����  �0 >a 0 ,

>a 1 �>a 2 �###������ ����
�?�!��	
��������	��������21�0��2����

>a 1 �>a 2 �####�>a n ,…

���/	��  ��1�  ������ ����2  ��� ���2  �����  2 G� 
 ���!� ����� ��  �� �0

a

,

�������!������������1�2	�����21�0
�����	�
���/�������!�	
��!�

0, an , an+1, an+2 ,…,

�� ���!� ����� ����� 	�� G ��� ��� ������	����  <���� ����/0 ����=  2  ���1�2	���

��21�0���	�
���/�������!������ �����	����2����

>a 1 �>a 2 �####�>a 1�n ,…

e����������������	����0��0�������	��0��	��������0��������	���������

����������2���������	�����!���2������	
��!������2����0>a 0 , �������!������

��� ���1�2	��� ��21� 0  	
��!/�#   ������0�   � �� �� 	
��!�  �� � ��2���� 0 >a 0 � ���

���1�2	��
��?
�������/	
0	�
�������
L#����������	
��!��
0������
0L � ���

��?
�������/	
0!	
 ��Q26#

�(�4?"�>)(�F�   �	�/���
������
L <� 2��{�	��#9R= �������!��� ����
�

������1!��/���1������/���
���/�

31�e1�32�e2�y�3n�en

����3

, ….

n

x=(1/2)

�������!��������	
��!���	�����������0
n  �, -1 y � 1

���en �������!��������	
��!���	�����������0
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(1/2) 1�n � x � (1/2) n , y=(-1) n .

�����o �
������2�����230  

x=0,    -1

����������!������ ��	
��!���	�����������0~

� y � 1

3�����	�����L���/0������1
��	�
�	��#9R��!�������������������	��������

�������!��������	
��!��
0������20����	��	
0�
0	�����
	
0

Y = sin(
x
�2 ),     0< x � 1

����
0�����20�����20

x = 0,   -1 � y � 1.

����� 2����! ����������	�����L ���������������!������
����Urysohn#��

L �!���	������0#����������	�/M ������������	��������L#�	�/�����	������

����� ��������������	�����N�������!����	
��!���2����	��������������2����

30�31�e1�32�e2

�����   ���/ �
0  	��������0 ��� ��1�������� ��2����0 �� 	����� � � �� ��� 	
��!�

	�		����	
0p �� ���!���2���	¡��������2��#��	
��!�p�/0	
��!�	�		����	
0

���N��!���	
��!�	�		����	
0����#3���/0���� �������	
��!�����������21�0

�������2����3

, ...

1�e1�32�e2�y�����	!��������� ��	
��!�	����2��30

��	�����L �!��� 	��������# ��������� �� 	�����S� �� ���!� �������!��� ��� ��

����	�����	�2����

������!�

�!����� 	
��!�	�		����	
0����#

31�e1�32�e2�y�3n�en

�!���	��������������1�B����0�������������	�
���/����20�
0������1!�0� �������

	
��!�#O��	���������0	��	�����S ��	
��!������2����03

…,

0������!��!�����	
��!�

	�		����	
0 ��� S� � ���� �� 	����� L# 3��� 	�����0 �!��� 	��������� <���/ ���

C�/�2����08�nQ#g=#j0	�����������	������0	�������L �!���	��� �0#C���!?����

��� ��	��� �0L �!���������
#3���	
��!�m ��2���	�������2������������	�2����

3n, Bn 
(n R =� �� �� 
 ��?
 �������/	
0 �!���   !	
  ��   Q �   ���� 0 ���   �� �� m � ��

	�����������0<6�Q�6=<������	
��!����31=������!��
��?
�������/	
0�!���!	
��

6#�	�/m0 	
��!��
0�����20�����20A0 ������ �!�01�����0���1��0�����!�0�!���

���������0�����0���	��	��0���m0

0

����������
0�����20�����20#�������U

���������	���������������!���������	�2�����2���0�������!������ �����	��3

���	����2����An, An+1, An+2
2�y��������!�� ����  <6�n) £��Q��� �������	����

��������/�������/����	�
���/�4�!	������	�
���1�!��������������m0 ����!���
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������
�
 ���0 ��� �?��� >x# �� ������� ���� 	����� ����� �� �� m0

������������������
����?
�������	������V 	�
����!��/	
�����m

� � �� ��������

��������
 ��� � ��� �� 	����� ��� �������!��� ��� ������	���� ��21�0 	
��!/� - ��

����!�	
��!��/����	�
���/����������!��������!�����������������������	�����#

������0��	��������U �������� ��������	��� �0����0�������	�����#

0 �!���

���������2����030

��
 	��� ��� 1� ��!?� ��� � ��  
  ������
 L � ��  	�  ��1�  	
��!�  �
0  3

.

0

�����������1��������	�����	�����!���2������	
��!�m

���1�2	��
��?
�������/	
0#

0    �
0�����20

�����2030   ����� ������������	�2����������!�4�!	������	��"0

3

���	������

��1������	�2����

n�3n+1�3n+2

��� ������ ������
�� n# O�������� ����� �	�� ��� ��� �� ����!� 	
��!� ����� �/�

���	�
���/���2���	��	��������1�/����������������	������#������0���	�����

��1� �������� 	������� ��  ���!�  ����� ��  ������ 	
��!�m

, ...

0 �
0 �����20 �����2030,

�������!���������1�2	�����21�0	
��!/��3���	
��!������
������
L � ��	��m0

0���1�2	��
��?
�������/	
0¥ .

�(�4?"�>)(� G� �	�/ ��� 
 ������
L <� 2�� 68=  �������!���  ��� ��1�������

��2���������!����������	
��!�>����	
��!�����������	������C ���Cantor.

����� 2�1������!?���������	����������!���������
#5������?
�����L �!���

	��� �0���2�����	���������	�
#                                                         
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C������!?����������������������1���R���1�	
��!����L 4�!	�����	����

�������	����������������������
0�������	�����������!���������� ��	��� �0���

��� ������		�����������	
��!�#

A�@ ���� ����! �� ������� ��� �����B��� 	�� �	/������ ��� ���!�� 4�!	����� ��

�����������	
��!����4�	��0����!���������
��0	����2���������� ����C������

����0 ������0 4�!	������ 	� ��1�!�0� �� ���!�0 ������� �� 	
��!� > �� �� 	
��!� �/�

�������	/� ���	�
���/� <�
���2 ��
���/� ��� ������1
��� ���� �
� ����	���2 ���

	������C=#C���������/0�������B�����!�����	�������	�����2��0�/��������

���� ��1�0��� �/� ����/�!/� ���� �� �!��� ��������� ��� �#��	����� �/� �	/�������

	
��!/����L �!�����B
������� �������	������  ��� ���!����	����� �������� ��

	��� �0����		����/�������0	
��!/�#�� 	����������������!�����������������

	����� ���Cantor�  �� � �� !� ���4��� ���/0 �
� �� �2 �/� 4�	�/� �� � �����B!� � �� ��

	����� L#  3� ������ 	
��!� ��2��� 	�� C 2 ����!B���� �� �� >� ���� �������������

����������������	�����#>������L �!���������
#

C� �����!?���� ����� ��� ��1� 	
��!� ��� L � �� 	��� 2 ��?
 �������/	
0#

A�/�!B���������	�������1���������	������G ���0 ����R ���	��1������	�����R

���
�������������R-Fr(G=�����!������	��1�!/0����/	
�/����?��/�����?����0

�������� 	����/�G ���R- G # A�� �� ���	��! ����!0 ��� ��1� 	
��!� ���L � �� 	��� 2

��?
�������/	
0�����!����� 1�!���������� ���������	������������!����

	��������������!��� ���������	����2���1�2	��� ��21�0 	
��!/�# 3���!  �� 

������ ��!  ���  ��  ������������	����� L-3�   ��  ��� !�  ��!������ ���������0  ���

������	����2���1�2	���	�����3�����L��!���	��������#

�	�/3������������1�2	������	��������L ����������� ����	
��!��#

��	�����S �/�	
��!/����!�/��/���
���/������������ ���������	
��!����3�

�!���	��������#��1�	
��!�x �����2���	��L ����� ��	���1������ 2���	
��!����

���!���2����	�����
���1�2	�����21�0�����2�������	 
���!B����
�������
L.

��	���1�	
��!�x ���	������

e�L-3

�!���	
��!�	�		����	
0���	���������	������S#O��	���������0	��	��������

	�����S ���  ��	
��!�	�		����	
0 ���� � ���� ���� 	��������  	����� # ������0  ��

	�����e�L-3�!���	��������#
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�(�4?"�>)(�A�� ��   ��! S ���Sieprinski <4�#���# mm= � �� 	� ��1�	
��!� ���

	��� 2��?
�������/	
0#

A���
�������?
�����!����!?�������/0�������/���~3�������	���������S

������1�2	��������	��	�����F�������������������	�����

G = S-F

�!���	��������#

�	�/���  �� ������� 	����� G = S-F ���  �!��� 	��������#  ���������!��

����	��!/0
��/	
������������
������?��/�����?����0�	����/�G1 ���G2

G= G

:

1 � G2

�	�/ Q �� �������!�  ������/��� ��� �� ���!� ����	����	��� ��  ��! S ���

Sierpinski ��� �	�/C �� 	����� ����� ��� ����������#����� 2� 1� ��!?���� ��� ��C

����� �����?�����2���	�
�����	���
�����0�����	�����G

.

1 2G2#�	�/5��	�����

�����!��������!��������0������
��0��1�!�0�2���06�������� �����	��S,

�����!�0�������� ���	
��!����	������F#��1�����������	�����	�
�����

�����!�/0  	�������� ���	����� ���G� �� � ��  �� ���  	
��!� ��� �� �� ���   ��� ����

	�����G1, G2# �	�/ D1 ������2���� ��� ���� �� ��2����� ��� �!��� ������
�� 	�
�

���B�������������� ���������� ���  �������� ����	��G1#������1���1�����2���

?��� �� �� 	�����F� ����� ���� ��!	
0 	��G1�  ����� � �� �� ���� �� 	����� ��� �����

	
��!� <��	
��!� ���20�� �
����B����� ��1�!�D1=#������0�����1����B����� ��2���

?��� �� �� 	����� �� ����� ���� 	�� G1� ���� ������ ��� �� ��1��� ��2���� <���

����� �����	��G1=#��	�������!?��������	�����5�����������!���������B�����0���

��1���0��1�!�0������!�0�������� ���	
��!����F������ �����?�����2���	��G1

�

#��1�

	
��!����	������C �!�����/0	
��!�	�		����	
0���5, ������	 ���C G 1

�	�/Q

.
n ���������/��n-�	�
0��?
0���Cn ��	��������#O����2������0 �
0

������
0S �������� ����	��Qn � ���
�!������2����
�
�������
������������/0

�������/����!?������������1�n ��	�����Cn ��1�����������Qn

G

����� ����	����

�����	����� 1 G2 2. 3���/0���������/���n+1, n+1 – ��?
0����� ����

	����������/��Qn n-�	�
0��?
0�������	��������Cn+1 � ������	�����Cn ���Qn

�����	
��!�# O����2���	�����������/�������	
��!/��������!��������� 2 ���

����	����1���������2����<��0������0�����������������������Qn+1=  �!���  �


���1�2	���#���������������o Cn+1 ���Cn � ��������	
��!�������!������2����

	��F#A��������Cn+1 G����� ����	����!�������	����� 1 G2 2�	�����!������ ����

�����Cn.
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3�����/0��	�����C ���Q ����� ����	��G 1

G

���	�������/��/���������/�

����
0 ��?
0 ����� ����� 	�� 1

G

# ���� ��� !��� ������ ��! ����� ��� �� 	����� �/�

��������/� ������
0 ��?
0 ���� ��� ��/� �/�  ��/���/�  ��?�/� ����� ����� 	�� 1

G

.

O����2��	���������!���
��/	
�/�	����/���������/���/��/����������?�/�

�!��������	��S������������	�����S ����� ����	�� 1 2������G �!�������#��	�

�����! 1
�������	�����G = S-F �!���	��������#

�(�(� �%�%� �����!�����0���������!���		���������!�����������	�������

������	
��!����� ��������
 ��?
�������/	
0��������!B����������/�������

��������!���	����/	
#��/0����?��Urysohn������� ���������	
��!������

�!��� �� 	� ���� �	��  	� ��1�  �-����� 2  ��1���0 ��� ���� ����� ����   ��� 	��� �0�

���������������	
��!��������
��?
�������/	
0#

�(�4?"�>)(�H#�	�/
������
L <� 2��6M=����������!��������	
��!�>

���������1�2	�����21�0 ����/�� �/� ���!/���  ���������  �!���  �� ������1�

��2����~

[1, 1/2], [1/2, 1/3], …, [1/n, 1/n+1], …

��	
��!�>���L � �� ��?
�������/	
06�������	�������1�6�n - ����� 20���>

�������!��� ���� ��� �� 	
��!� 6�n# ��� 	
��!� ����20 �/� ����/� 
 L � �� ��?


�������/	
09����	����������!	
��Q#

�(�4?"�>)(� �I� 5 ������
 L <� 2�� 6{= ��� �������!��� ��� �� ���B�����

��2����

0 � x � 1, y = 0
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���x-�?��� ��� ����1���	��������1���������2�����   �� ���!�����������  ���0

�
���0 ���1���0�  ����� �����	����/
����!�������  � ��� �2��06�q�����p/q   


����/�
���	�����2����	��	
�
0����
���
0���	
��!������?���Ox:

0 < x = p/q < 1,   0 � y � 1/q4

5��?
�������/	
0�/�<���/=����!/�	
��!/��/���1������
���/��!���!	


��6����	���	/������	
��!��!���!	
��Q���������������������
�-����� 2���0

	
��!�� ��1���� ��2����0 <��� ��� ��2��� 	�� ���B����� ��2��= ��� ����� ����� ����

	
��!� ����0 ����� ��� ��2����0# ��?
 �������/	
0 Q � ��� ��� �� ���
�� 	
��!� ���

���B���!����2����0#

.

����������	�/x0

2
�

�� �!����
��	
��!�������B��������1����������2����0

����	�/�� �!�1������#����������4����������
�����1�����R����£ ���	�

�	���������1�����1���������2����������!������ �����	�
�/�!������?��/�
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�	�/V ������������	��������	����������!������ ����x �������� ����	��U <��

V �!���
��/	
��/��/�	���������	����/������!������ �����x �������� �����	��

	�����U). K��@�� 2��	 ���

Cx � V� U.

C������!?���������	�����V �!����������#�	�/y �� �!�	
��!����V#���������

�������/���� �����	��������	�����Cy �������������	�����5<y=���������!��	 ���
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y � 5(y) � Cy � U

3���V ���Cy

V

�!���	��������	����������!�� ����������	
��!�y �������� �����

	��U�
��/	
���0

� C

�!�����!	
0���	��������	�����������!������ ����	��U#3�����/0��V �!�����

����������	��������	�����������!������ ����x �������� ����	��U#���������	 ���~

y

Cy � V#��������1�	
��!�y ���	���������	������V ���� ������������	����� 5<y), 

��	��	��

y � H(y) � V.

������0���������������	�2	������V /0��/	
��������	����/�5<y=����

��V �!����������	�����#>���������1�	
��!�x ��������1��������	�����U �����

����� ������� �����	���������������	�����V �����!������ ����x �������� ����	��

U#��	������! 1
�������R �!���������	��������#

"9�%)(�'� 4��
����������C ������$��������a "���b 
(������"%(������5� "������!%��
��

�#!%��#��������
(�� ���"%(������A��
!
��
��C ����������#%!�
!������("���a "���b.

�!5?"�6%� 3��� ��C � �� 	� ��� �� 	
��!� ��� ������	���
 ��?
 �������/	
0 �!���

������	�������� # ������0�  ��	
��!������������� 	����1������ ��� �����������?� 

<C���
��Q	�
�nQ#M=�������� ����	��C#�	�/ab ���������?����C������!�	��������

a ���b#30���1�	�����������	 �����	 ���	��0���C�/�2����0#�	�/�����C ����� �����

	
��!� c�   �� ���!�  �����2��� 	��  ��?�ab#  3�����  C �!��� 	�������������������

���	����  �� c ��  ��a ��	/���0  ��?��ac� �� ���!� ����� ���� 	��  C#�������d ��

�������!�	
��!������?��ac <�������1��	
�����a 	��c=� 	�����!�����?�ac

����������?�ab#3���d ���	���!���������� �o a ��������b�������C 	��	
��!�c

� ��  ��?
  �������/	
0 ���������
2 !	
 ���g # ��������� �� G ���������� 	�����    ��

���!������ ����d ����!�����	�������	����a, b ���c ���
���2����	¡���������

�����d ?���������!���?�������!����������� ��������	
��!�~����?�da ���db���

���!������������B!����?�ab��������?�dc#��/0da, db, dc �!���	��������	�������

���!�	���������d <�����2���	��G=����a,b ���c <�����!���� ��2����	��G=����1�

���������	��������G#������0��	�������1����������������������	�������

	�����!���2�����d������ ������� �	�����!�	
��!�����!1���������	 ���	�������

	
��!�d �� �  	��� � �0  C � ��   ��?
  �������/	
0 6 2 Q #  ������ �� ��� � �� 	
��!� d ��

����!B��������a 2��b.
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30 ���1�	���� ���d = a# ����  �� 	�����  ��� ��� ����� 	������ G�   ��  ���!�

����� ����d ����!��� ��	�������	�� ��	
��!�b ���c ���!�������0 ���	�������

��������	�����?�ab ��1�0�������?�ac#������0���	
��!�d <�����!�������1�	


����!B��������a=� ����?
�������/	
0Q#3�����/0�� ����	����!��	
���
�

���1�	
���C�/�2����0���
��?
�������/	
0���C 	��	
��!���!���!	
��6#

5���1�	
�����	��� �0C � ��������	
��!�������!������2���	����?�ab,

��0��2�
	�	������#�����C ����!B��������ab.

"9�%)(�3� 4��!%��
��������
���������$��C ������
(������"%(������A��
!
��
��C �����

����#%	�"%���
	�"��#$%�'

�!5?"�6%� �������/<nQ#M=��!?��������1�	��� �0C � ������� �	������	
��!�a

��� b� �� ���!� ��� �� ���	��1�����# A��� 	
��!��� ��� �� 	����� C-{a� ��� C-{b� �!���

	��������# O����2 	�
� ���!��/	
 ��0 � �� �� 	
��!� �� � C � ��� ������	���
 ��?


�������/	
0���C �!���������	��������#��	������������	
��!����C �������	����

�������������?����C#O���������	
��!�a ���b�<�����!����������!B�����C)

��   �����������?�ab#���C ���� ��	
��!�c �����!������2���	��ab#������������������

C �����B��������ab�������	
��!�a ���b ���	��� ��0�����1��! ����?
�������/	
06�

	����!1�	
���
����1�	
���C�/�2����0#3�����a ���������!B����C��
�#���������

	�����C-{a=�!���	��������������������!�����!	
0������	�����������1�	�������	
��!�

���� ���������	���
��?
�������/	
0#������	
��!�b ���c ���C-{a������������/1���

�� ������� ��?�bc �������� ����	��C ���	�����!������2��� ��a#���� ��� !��� �����

���������	
��!�a ���c������������	������������������	�����������������	������C-

{b�����/1��������������?�ac ���C�	�����!����
���2�����b.

C���!?����������������?�ab, bc ���ca�����0�/��������	
��!/����0����� ���

���������	
��!�#C���!?���������# #��ca ���cb ���� ������������	
��!�����0���

c#:������������	�/d ���������!� 	
��!� ���ca <��������0 ��� �� c ���0 ��a= �  ��

���!���2���	��cb#�	�/G �� �!��������	����������!������ ����r�����	������

�	����a, b ���c ���
���2����	��G#3����d ?���������!���?�~db, dc <	�����!���d

������  �� ��?� bc = ��� ��da# �� �� ?� ����� ���� 0  �� �  	
��!� � d, ���  � ��� ���� �����

	
��!�� ��� �� ��1��� � �� ����� 	
��!� �� �� 	����� ��� 	������G# A�� ��� ���� ����� ��

	
��!�d ���	��� ��0C � ����?
�������/	
0����� �	���g����!1�������
����1�	
# ��

�������! ��������ca ���cb ����0���b ��� � ������������	
��!�#
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3����!?����������?�ab,   bc ���ca ����0�/��������	
��!/����0���� ���

���������	
��!�#  ��	�� 
   ��/	
���0  �!��� ��� ���2 ����	�2������
L#C���!?����

����������C ���� ������	
��!�����0�����	
��!��
0L#h��1����������	 �����

���!1���~  �	�/d ���	
��!����  C ��� ��� ��2��� 	�� L#  ���������  ��d ��  �� �!�

	
��!����L��# #��a������������?�ad#�	�/e ��������	
��!����ad <��������0�����

a ���0��d), 	�����!���&r�������
�������
L. M��
���1������ �
	������2	��������0

����0�������/��! ��������
��?
�������/	
0���e �!�������� �	���g����!1������
�

���1�	
#������0�������� ��	��C 	
��!�d, �����!������2���	��L#������C

����!B�������
����2����	�2������
D#

"9�%)(�=� 4�������"��#$%������#�����������������"%(����������%'���
(������"%(������

! %��� 
��� ������� 
��� ����� 
� �#� %$� A � �
! 
�� �� "��#$%�� �
�� ����� �#%!� 
!���� �
�� �#%	� "%���
	�

"��#$%�'

�!5?"�6%� 3�
������
L�������� ��	
��!��������/	
0���� ��������	
��!�

<�
�#
��?
�������/	
0	������	
��!��!���!	
��Q=�����4�	�����C�/�2����0

g���L �!������2����	�2������
#3���/0�!�������
L  ���� ��	
��!��������/	
0

���� ������4�0���������	
��!������
L 4�	��C�/�2����0Q �!���������?�#

��������������
��	�����
�������?
�����������!?�������~4����"��#$%��L

�����#��������� �����������"%(�������� �
!
��	����� ������ "�,!%����
�%�"(��������	���������"��*)����

�$���
�%�"(������'

A�����	������������!�������!?�������������/~

1�

2

. 4�����"��#$%���L ��������!��������
�%�"!�����������
!
��������
��%(���
����������������

���"%(�����'
o

C������!?��������� 2��������#h��1���������
������
L � ���������������

	
��!����a#�����������L �!���	��� �0����� ���	��L� 4�	�����C�/�2����0g�nM�

���# mm� ��� 	
��!� ��  ���!� ��� ������!B���  �� L# �	�/ ������ b ��� 	
��!� ���  L,

�������������� ��a ���  ��   ���!�  ���������!B�� ��L#3��!1������ ��� �	 ���	�� ���6

. 4���
����#%	,����
����
�%�")�����������
���L �������&�%$
����
���A����
!
���
��L �������


��%(���
�������������������"%(�����'

�,

���1������ ��� ��L ��� � �� 	
��!� �������/	
0� �
�# 
 ��?
 �������/	
0 ���L 	� ��� ��

	
��!� ��� �!��� �� ���� Q# ���� �� L �!��� ������ 	��������� ����� ��� ��� �� 	
��!� ���

��������������������?�#�����������a �����b �����������?�ab �������� ����
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	�
�L#���L ���� ���	
��!���������2����	��ab����������L �����B��������

ab ������L����!1������
����1�	
�1��! ����������	
��!���a, b.

�	�/ c 	
��!�  ��� L ���   ���  ��2���   	�� ab#  3���  ��  b ��� ������!B�� �
�

������
 �
�#   �� 	�����L-{b��!���  	��������  <���   ������	��������=���������  ��

	����	����  ��a ��� c ��   ��� ����  ��?� ac �������� ����	�
�L-{b�#3��� �� ��?����

����� ����b��	�/d ��������	
��!������?��ac <��������0�����a ���0��c=�	�����!�

����	����������?�ab. T�	
��!�d ��������!������!B��������a������	�
����!��/	
���2


 ��?
 �������/	
0 ��� a 1� 2��� !	
 �� Q � ���!1��� �� �
� ��� 1�	
�  � �� �� a �!��� ������

	
��!�#������0 ��d �!��� ������� ���a� ��� � �� ��?
 �������/	
0 ����� �	��� g� ����� ��

	�������1���������������������	�������������� ����d�� ������L ����� �	�����!�

�����	
��!�~:�����������2����	��da ���db������!���B!	 
���!B�������?�ab������

��!�� ��2��� 	�� dc# ������0� �� r �!��� 	
��!� �������/	
0# 3��� ����������� ��� �����

�	 ���	��#

A���
�������?
������������ ����B���	������������f2���#

� ))(� @ <��� 
�%�"!� ������ ���� �#����,�
��� ���� "��#$%��� ��%'� 
�� �$��%�� #��� #��"$#
���

��
(�
�������������!��
�%�"�$��������
������������"
�"!'

����������	�/a ������	
��!��
0������
0L#h��1�����������	�����L-{a}

<�������	�
�L=����!���	��������#������������/0��/	
����
������?��/�����?�

���0���������	����/�G ���5#

��1����/�����	���	����/�

G =G� {a}, H �5� {a}

�!���	��������#����������� ��	�����G =G� {a����2���	���������1�2�����/	
 ���

�
����������	����?��/�����?����0	����/�����Q#�	�/�����a ��2���	��Q#��

	���������Q � H �!�������	������� ��������	
��!����
��/	
�!�����	�����L.

3��� 4�!	����� 	� ���!��	
 �� �
� ���1�	
 	���������
��0 ��� L#  ������0  ��  G �!���

	��������#�������!����������! ���������
�	���������
����� H .

�	�/U ����� �!��������	�����������!������ ����a ��� ����� ��	
��!��/�

	����/�G ��� H #O����2��	�����G ��� H �!���	������������ ��������	
��!���a,

��������	��������U ��� �������	
��!����� G ��1�0��� ���� H #��/0���

	���������� ��������	
��!�������a#���������	��������U ��������G �����

H 	���������������	
��!�#O����/0� �������������������
����1�	
�
��?
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�������/	
0�
0������
0L 	��	
��!�a �!���!	
��6#������0���	�����L-{a��!���

	��������#��	������! �
����f2���#

�������  	�
�  ������?
  �� �   �	 ���	��� Qo

30 ���1�	����  ���   
 ������
 L ���  � �� 	
��!� �������/	
0# ���� �!��� ������

	�������2#�����	
��!�a, b ���c �����������������/1��������������?������!�

���1������ ������!��	
��!�#����!���?�ab, ac ���bc � ��������������	
��!����

���!��!�����������/��������	
��!/����0���������# #��ab ���cb �! �������	
��!�

������b, ����
L 	��b 1�� ����?
�������/	
0Q<���!1������
����1�	
�����b

�!���������	
��!�=#������0��ab ���bc � ��������	
��!�����������b#�	�/d ��

�������!� 	
��!�  �����?��  bc�   ��  ���!� ��2���  	��  ��?� ab#�������/0 �������/�

������������������L � ��	��d ��?
�������/	
0����� �	���g#3���	
��!��������d �!���

	
��!��������/	
0�����	����������������������0�	 ���	��0#

#�	�/ a, b, c ��!�  ������ 	
��!�  �
0

������
0L#��4�	
��f2����������������������	��1�����
�������
L����

	
��!��������1����/�	����/�L-{a}, L-{b}, L-{c��!���	��������#

�� ������� C���
�� ��! ��� �
� ��/������2 	
��	!� �
0 ��?
0 �������/	
0 	�
�

���!��/	
������2�!���������	���
#

"9�%)(� E� 4�� ��� "��#$%�� L ����� #�#��������� 
(��� ���"%(������ "��� �� 
(���

���"%(�������
��������p 
���L �����n�� 
!
��
��������p ���� "���!�������n �#%)��
!����#���

#�������
����
���L "���
�
�����)�
���"(,����"�
(���"�	�#�����	�
���p� �#������������(%%��������

���"%(���������#�
�%�
����#!���������
)��
���n 
!���'

�!5?"�6%� 3�����L � ��������	������21�0	
��!/��������/	
0���	���1������

����
��?
�!���������	���
���	��p � ����?
�������/	
0n������C���
��6����������


 ������
 L �!��� ������ 	�������2 ��� 	�����0 ���� �� ������� 	�������� 	����� G ���

����� ����p ����������	��
����	���
������������� ������	
��!��������/	
0����0���

��p#��	��������G �������!������n 	
��!�#�	�/�1��2�###��n

O��	���������0	��	�����G   ��	��������� �������������	��������	��� �0<4�#

C���
��6=������!������ ����	
��!�p#��	������
0����20~

��	��������	
��!����G.

Ui �= G ¦� i } G= � ¦�1, �2 �y��i-1��i+1,y�n}
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�!��� 	�������� ��� ������� 	�� G ��� i=1, 2, ..., n#3��� �� G �!��� ������ 	��������� �� p

�����!��	����1�!����1��������	
��!��i (i = 1 , 2,... ,n=��	/���0�������?��p�i����

����� ����	��Ui. To ��?�p�i

�

�������� �������������������	
��!�
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��!��0



�����!����2���	��	�����

���U G������������	
��!����U����� ��	
��!������!���2����	��G#>����

Fr(UG)� (Fr(U)G)� {�0

�������!��������� ����

}.

Fr(U5)� (Fr(U)5)� {�0

3�����	��������U �������!������k 	
��!���
�#�!���������	����	������

��������	�����

}.

G Fr(U)     ��� H Fr(U)

�!���������	����������	���������	�����

Fr(UG)       ��� Fr(UH).



111

h��1�����������	�����UG �������!������p 	
��!������	��������U5���

q 	
��!�#������	�����Fr(U) G ����� �� ����� �	���p-6	
��!������	�����Fr(U)H

����� ������� �	���q-6	
��!�#O����2��/0��1�	
��!����L ��2���	���������	�����G,

52Fr(G= ��� �� 	����� �/�U ���G ��� � ��� ����� 	
��!�� 	�������� ��� ��1� 	��������

	
��!����U ��2����!��	��G �!��	��5#To ��21�0�/�	
��!/������2���	��	��������U

�!���k�����21�0�/�	���������	
��!/����U �����2����	��G �!�������� �	���p -6���

��21�0�/�	���������	
��!/����U �����2����	��5�!��� ����� �	���q-1. O����� ����

(p -1)+(q-1) � k < 2n-2.

O�����/0

p +q < 2n .

3�� �
� ���	��
�� ��������� ��� ����� �	��� ���0 ���1��0 ��� ���0 p ��� q �!���

���������0���n.

��	�������
����������	��������0������������	�����UG 2UH �������!���

��� �����������n 	
��!�#�	�/31

f��/

���!�� ��	����� ��� ���!�� ��	������������!��� ���

�����������n 	
��!�#

A �1 U � 3

� ����
0

A �1 3

3��� 
 ��������0 ��� U �!��� ��������
 ��� �
0

0�Q � ��� 
 �������� 0 �1 ��� 31, �!���

��������
����0�Q#O�!	
0���	��������31 �������!�����������������n 	
��!�#

3����!?��� ��	�����������"��#$%������� ���"(,������� �
��� 
(������"%(��������"�!
�����


��� An-A�� 
!
�� &��� "(,�� ����"
!� �#��$��%�� 40 
��� "��#$%���L �#(����� ����"
!� �$��%�� 41�� 
��

�#������
���"%���
!
�
��#������
����
��40 "���
�
����)�
�������(��
�!�����
����������"�!
������#!�


�����	���(��
���
���40
O�����B����0�������������	��	��	�����3

"���
���$�����
���#��������%�&!
�����#!�n �����'

1 4�!	��������	�����32�������!��


����	���
������� ����	��31 ������!��
��������0�!�����������
����0

<Q=3

�9�����	�����

����������!������ ����������� n 	
��!�#���� !B����0��	��� �����
��1!���	�������1!�

��������	����/�

1 �32 � ...�3 m � ...,

�����/��	����1�	�����3 1�m ���
�����	���
���������� ����	�����
�������	�����3 m :
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A 1�m �3 m

��� 
 �������� 0 �� � 3 m �!��� ��������
 ��� �0
m/2 ��� �� 	����� ��� ��1���0 	������ 3 m

�������!�����������������n 	
��!�#� ������������?�������m�������������/�	����/�

3 m <�
�#����/� A m =��!����	���
���#A�@����������	��	�����

A 1 � A2 � ...� A m � ...,

�����!�	 
���!B����1!���	�������1!�� �������4�0��������	
��!�x0

C������!?�������
������
	��x

.

0

�

� ����?
�������/	
0��������
���n#��/0���

��� ���������!�1�����0���1��0�������!��4��1�!��	���0���1��0m���	��	��

0
m/2

�� ������� 	����� 3

£��

m �
0 ������1!�0 <Q= � �� �������� ��������
 ��� �0
m/2 £�#  ��

	��������3m ����� �������������n 	
��!�#�������0���x0 m��2���	��3 #��	����L � ��	��x0

��?
�������/	
0��������
���n#��C���
��{�����! 1
��#

3���������� 1��C���
��	�������������	�������!�������
����0���������2

����	�2 ������
 ��� � �� 	� � �� �� 	
��!� �
0 �
� !��� ������	���
 ��?
 �������/	
0#

�����������
��?
�������/	
0�
0������
0L 	������	
��!��
0�!���!	
��n�����1�

��2� �	��L ���	
��!�����?
�������/	
0����� �	���Qn-Q#��/0���n � g�	 ���

2n-2 > n.

��/0  ����?�  � P.S. Urysohn ��� ��1�n � Q ���� ��� �������0  ��� ������������

�������	
��!������!�� �����?
�������/	
0n 2Qn-Q#O�������������n�g��!������

�
����2Qn-2  =  4.

����������������0������
0
���!��������!������	
��!��/����!/�
��?


�������/	
0�!���g29�� ����1�!�������/	�
������2�
	
6	������������66�
0§

2.

>Urysohn ��!	
0 ����?����  ���� ��� �������0  � �   ��� !�0	�  ��� �� 	
��!�  ���0

� ��� ��?
 �������/	
0 ��������	�
� ���1�2	��
 2 �� ��
1��� ���1�� ��� 	��� ��0# j0

�������������0������
0
���!�	������	
��!��
0� ����?
�������/	
0���	��� ��0

�!����� ��!���Sierpinski.
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"���D+�>"7��D+����?�5�%�"+��87��()!,$97

��
�������������21���	�������	���������	�/������!�0���?
�����


��	
�
0������0�
0������
0���	����������0�������0���	���0�
0������
0��

�
 ���!	1
	
 ��0 
 ���!�   �
������21
�� ��� �
 �����
 	����������/� ��������#

O�� 1� �������	����� 	�
� ������/	
 �/� �����	�/�  /�!0 �� ������1���� 	��0

�����!?��0���0#

��/0� ��������1�!�����	��0������
0����Urysohn�	���������4����� �

�������0��!����0���������0�������0��� ����#�����! ������?
���������1�!

	��������2����n-���	���� ���1

3�������������o �?20�?��	
��!/�o: 8����#����	#�
��"��#$%��C ���������
��"!�

�)����#(������
�����"%������B-����
�
!��)�����������������"	����
���C��"��#$%��C>

<�
�# ��� ������
 �����	
�
 ��� ���������2 ���i
 �� �
 C=# O�������� ������0

�������0C����  ����B���������B
�
1���	� ���	��������g-���	����� �����

��������	�����	��������0�	������������	��� ��0���g-���	����� �������

���!� �!��� ��!	
0 �!� ������
# �� ���� ������ �
��� B-��(�
�
�� �)��� �#(����� ���

C"�,�%�"	C�"��#$%������#�������#���������!���"(,��"��#$%��
���
�����(�
�
����)�����

�%%(�"���"(,��"��#$%���#�����	#�
��n-��(�
�
����)���

.

2

f� �/ �
0  ��	�� �!�0   �
0  ��� ���?
0 ���� �  �� �  C�/�2���� 0� 1�

�������	�����  	�
� ��������2  �
0  ����	���20 �
0  ��1����20������
0  ��� � ��

��1�!������A�	��������1
������K. Menger#���0��4�0V

.

0  /�!B����	�Q{

!	��0��4��0~���������������o }��	�!�0}��4�0������?���4������ ����������

�����0 ����0# j0 �������	�� � ���� �� 	����� V1� �� ���!� �������!��� ��� QR

����	���0 ��4��0 ����
0 ��?
0# �� ��1� ��4� ����
0 ��?
0 ������B���� �
� !���

�������	!���
�#  /�!B���������1���	�Q{��4��0�����������������	�!� ��4�

��1�0  ���  �� �0 ��4� �0 �� � � � �� �� ���� � ����2 ����# ��  	�����  V2�   ���

���������   �������!���   ���  9RR��4��0  ������
0 ��?
0#O�����B����  �
�   !���

�������	!�  ��� ��� ��1���  ��4� ��� ���4������  ������	�� 	�����  V3

1 ��1�0��������1�	������	�����!�� �����	1�!������������	��	
0��
�#	���1��������
 ���#

    ���

2 �������	����1��������� ����#
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�������!���   ��� QR3 �|#RRR ��4��0 ��!�
0  ��?
0# 5 �������	!� ���2 �����!  ��

	��� �	��!��@������<� 2��Q6=#

�� 	����� �/� 	
��!/� ��� ��4�� V0

��/0   �!���� �� ���� �
0 }��1����20 ������
0} ��� ��0   ��!����0 �������0

��!B���� ��!���Sierpinski#�����������/0������
��~A���!����!���}��1����2}

������
���������0��0�������0��� ����¤

� ��� �������� �	���� ��¡ ��
 �


�������	!�� �!��� 
 ���B
������
 }��1����2} ������
# j0 ���2 ���0  �����
0

�1!���	�0 ������1!�0	��� �� �!������
 !���	��� �0#���������	�����!�����

�����!?������!0�����	��� �0����� �����	��	
6��
�#������������!���������
#

3������!�����	������
����)����#(������"��#$%�������#���������#���$�����

�#��"����
�$�� 
�#�%�&�"(� ��� ��� �##���� "��#$%�# �� �����	���� ���������� ������0

������
0�!���
������

���!��������!��������0�?�����0���0���������������0

��		���0 ����� �0 ��� ������� ���	
��!� ��� ������ ��0 ������0 ��� ����������

<� 2��QQ=#��/0��1�������
�# #�����������	����� ���������!����������	1�!

���������� 	� ��� ������
 ��� ���	���	�����  ����#3��� ��/0 ���	
��!��� ��� 


������
 ���2 ��� ���	���	�����  ���� � �� ���0 ��0 �����
��0 �
0 ������
0 ���
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��������	�����  ����#���0 ���!��0 ��/0 �� �����
��0, ��� ���������� �����4�
��0

���������������2��������	
, �!��������0�����0����������0#

5�������
��������	����
0������
01�������	���	�������
�2	��	��

����
��� �� 
 ���	
 �/� ����������/� ��� ��!B���� /0 �������0� ��� �!��� ����

����!�#C�������������������
��0�/�������/�������!�0��! ����	����4�1����

	����� ��� �����B�����������0�����	��� ���	�
�	��21
���������� �������

��0�������0���������������
���1�!������������#

��� ��1������� ��2�� �����! �� ����	��1�! /0 
 ��/	
 ������	����� ��21��0

�	��2���� ������ ��
���/� ��	� �	�� ��1� 	
��!� ��� ��2����0 �� �
� ��2��� 	�

����		����� ��� ��� �����2����#��� ������
 �����
�� � �� ��� ��1� ������
� ���

����	�� �����
�!B����������2�
������
��#

m	 ���~<�����������C ������"��*)��
!
��"��#$%���!
���&���"(,��,�
�"!�����#����

��� #����
�,�� ��� �� ������ #�#���������� #%	,���� "%���
)�� ���!%���� 
��� �#���� ��

��(��
�����������"�!
����
�������
���)�
��"(,��������
���C �����	"�� ����$��
��#�%$�

�#!���
(�
���$��%�'

5�����	
 ���2� �������� 1�!������ P.S. Urysohn 	����������
����2

������������������1�	��� �0������!�����!���������
���� ���
������
�����2#

3�������������������������������/������� /�!	����	����������������	��

	������ ���������! ����� ��4��1�! ���	
��!� ��� ����������� �� ���!���2��� 	�

����� �	��� ��!� ��� ���� �� ����	�� 	�����# ������ ���� ��/0� �����! ����� ��

4��1�! �!� �� �!� �������	
 ��� ���������� 	� ����	�� 	������ �� ���!� � ��� �
�
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3� ��� 	����� R � �� 	� ��1� 	
��!� ��� ���	��	
 R� ���� ���� ��� �� R �����

��(�
�����#��������������	�����R � �����	��	
R�������1�	
��!������2���	�

����������	������	��2��������20����������������!����	������������� ��

������	
��!�#301��
1���������	��������0��������	�������!�����	�����

���!�/��/�	
��!/�	�		����	
0��������2����	��!�����	�����#��������

����
������������R � �����	��	
R�������1�	
��!����R ��2���	��� �!�

�������	����������!��!���	�� ���/0�������	��#

C����������� ������������!�����#���	�����R ����������!���������2

������	������21�0	
��!/�� �����	��	
R�����	�
����!��/	
���2��1�	
��!�

����!���	�� ���/0��������������	��<���� �����	��	
R=#

=(,������,�	�������$��%�����������R ������ ���(�
������#����������	�/x �� �!�

	
��!����R ������ �!�01�����0���1��0#�	�/r 1�����0���1��0���������0���

1 ���	�� ���/0������K. Menger.
2 ���0�������	��0�/�����������	�����������	�/� �
	��������������4�	
��������R �!����������0
 ���0#
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��Q��������������0������0��0���	��	��0����?����x ����/������!�/�	
��!/�

���R#������0���1��0r ���� ���������R �!������1�2	�����������	�
��<R���Q=� ��

�� ��21� 0 �� � 	��� � �0# ��  	��� ��   � �/�  �/� 	
��!/� �� �  	����� �  R�  �� ���!�

��� ��������x �����������r �!�������������	����������������������
0�����

	�����!���2�����x �����	���������������� ��	
��!����R�����������

	��������	
��!�� ��������x ���	��	
r#��/0������	
��!�������� ���	��

R#����������������	������/�	
��!/���1�n-���	����������!����� ��������

� �� !� �  � ��0  � �   	�����������0  �!���   �
��0�   � ��   ���	��	
 �
���� ���� �!���

���1�2	���#

O������������	�������/��/��
���	
��!/��
0��1�!�0� �����	��	
R#O�!	
0�

��	�������/��/����
�/�	
��!/����0��1�!�0� �����	��	
R#����������������1�

���
�� 	
��!� x ��� ��� ��1� 1����� � ���� ��� ��� �
�� 	
��!� � ��� b ������ �	��

�	 ���������	��
��0~

x-��Q£�£x < b < x���Q

�� 	����� G �/� ���
�/� 	
��!/�� ��� ����� ����� ����?� ��� � ��� b �!���

�������	��R#�� 	������������� ��������	
��!����������������
��	
��!������!�

�����2���	��G���������!���!���	
��!�	�		����	
0���G#5��������0���G �!���

��������
����#

3�� �� C�/�2���� ��� ����������� 	�� 	����� ���	��	
0 R� ������������ ��

�������/���1� �
	������2	����	�
	��� ���~

<������#�&����$��%�� ����� ��(�
������ 
!
��"����!��� 
!
��� !
�������#�������� "������ ��������

�"
����#!������$��%�'

A�� ��� ���	�� ���0 	������ ���	��	
0 6 1� ��������������� ��� �������/

���	�� ��� 	������ ���	��	
0 R# O�� ����4�0� 1� ����! � ����/����0  �����2��0 ���

���	��� �
0 ���	��	
0#f��� ���� ���	�����R ����� ��� ���� ������ 
���x ��(�
����5�����

���������!��0������1�0���	��12��0~

1�

2

# A�� ��1� 1����� ���1�� � ���� �� ����������	�����G �����������������
0

����������!������ ����x �����	���������!���!��������!��� �����	��	
R#
�#h��� �����0���1��0��R��	��	����	�������1���������	������

��� ����� ��   �� x ���   � ��   �������� ��������
  ��� ��   ��� �� ����� �	��� ���

	
��!�<�
�#����!�������=#
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3��������	�����	��6��1����������	��������	��	
0R���1�0�����	�����

���	��	
06#5	��12�
Q�

f���� ��� 	�����R ����� ��(�
���� 5� �� 
 ���	��	
 	� ��1� 	
��!� �!��� �� ���� 6 ���

����� �	���	����	
��!����!	
��6#

	
��!������
���	��	
���R 	��	
��!�x �!���������
���R#

�����1�!�� ��	���1�	
��!��
0���	��	
6#�����������x �� �!�	
��!��
0

��1�!�0������ �!�01�����0���1��0�������1����	�
���2���0
2
1 �������!������ ����

x��!�������������	������������������!�
�	��12�
6�#��	������������������!���

��� ��� 	
��!� <�� ������	
��!� ������	�2����0=� ��� � �� ���	��	
R # 3�� �
����
� 

��1��������	������
0��1�!�0�������!���������2����		��������	�2����3#������

	������������!����������� �	������	
��!���
�#��R ����!���	��������	��	
0R#

������0����������!������
	��12�
Q�

��  ������� ������ ������������� ��� ��� 
 ���������� ������ � �� 	� ��1�	
��!� �
0

���	��	
6#�	�/x �� �!�	
��!� �
0����������0��������� � �� �!�01�����0���1��0#

��� ��?� ��� ������� �� ���!� ����� �� �� x ��� 
 ���!	��� 
  ���2 ��� � �� �2��0

��������� ��� �� �!��� ������� 	����� �
0 ����������0 ������� ����� �� �� x ��� � ��

�������� ��������
 ��� �~ �� 	����� �������!��� ��� ��� 	
��!�� <�� ������ 	
��!� ���

��?��=����� �����	��	
R#

#��	��
��1�!�� ��	���1�	
��!��
0���	��	
6#

O�������� ��1� ������� 	����� �
0 ������20 ����������0  �������!��� ��� ��� 2

����		�������?�< /�!0������	
��!�=#��	���	��������0�� �!����������	�������
0

������20��������!�0� ������� �	������	
��!�#3����	�����������������������


������2�����2� ��	��	
��!�x ���	��	
6#

f��/����������/C�/�2����0��������������	������0	������ �����	��	
R

������������������� ��	��� �0�������������������	������������������������

�������0 �!��� ���!�� �� 	��� 2� �� ���!� �� �
� ������ ��� ���	��� ��0 �!���

�������	����#

C�����	����	������������	���
0���	��	
0#

� ����  2�
  �������� ���  
 ���	��	
 ��!B����  ����/����# O!��� 4�����  


����/�2  �� ?����2	�� ������ ��� ���1�� -6 # 3���������  ��� �
�  ���	��	
 -6����

 ���������
��0~���	��	
-6� ��������	�����#

3 ��	������/����	�
���/�����/����!/��������!�������������	������
0��1�!�0������!���!���
������	����2���������1�2	���#
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h��1���������/0	��4�!���	�
����!��/	
�/�����/����� ���	�������2�


��/�!B��������	����� � ������	��	
 -1, 0, 1, 2, ..., n-6��� ��  �
	���������� ��� ��

���������	������ ������	��	
n.

f���������	�����R 	��	
��!�x � �����	��	
n ����~

1�

2

#A����1���R���� ���������	����������������������
0�����������!��

��	������!����!��	��������	��	
0-62���	��	
0R���2������� �����	��	
n-1,
�#h��� ����R�������	����	�������1���������	�������������� ����x

��� � ��  ����������������
 ��� ��  ��� �!��� 	����� ���	��	
0  -6����� 	�����

���	��	
0R��������	��������	��	
04

5	��12�
6

n-2.
�

5	��12�
Q

	
��!��������	�����R 	��	
��!�x � ���!�����	��	
R��!��

���	��	
  6� ��� 2  ������0  ���	��	
 n� �
���2 ��� ��  	����� R � �� 	�� 	
��!� x

���	��	
������n.
�

f������	�����R �������(�
����n�����	���1�	
��!����� �����	��	
������n

���	��������� �	���	
��!����	��	
!	
��n.

�������
���	��	
���R 	��	
��!�x ����!���!	
�����������

���0���1���0R�6�###�n-1.

O�����B�������	������	�
���!��/	
���	��	
06#5	��12�
6� 	
��!������

��������1���R���� ���������	����������!������ ����x�� ������������������


���������	��������� �����	��	
-62R#5 	��12�
Q�

��
����!��/	
�
0���	��	
0Q���������1�	
��!����	����������2���	�

�������	����������������������
0����<����� �!��=�������!����	������ ��

���	��	
 -6� R 2  6# O�������� ���� ��  � � R ������ �	��  ��  	�����  ��1�  ��������

	������������������������
0 ������������ ���� x�����!���	��������	��	
0 -1

���� ���	��	
0R#

�������������������������

�R���	�������1���������	�������������� ����x ����!��������������������
0���

������ ���
���	��	
-6��
�#����!�������#

30������������������������!����#O��	�������	
��!�����!��� ��������

	
��!����0 �������	��2��������20 ����������  ���������������������1�	
��!�

�������������2���	�������2�����������	������������!����	������ �����	��	
6#

������0 �� ��!���� � �� 	� ��1� 	
��!� ��� ���	��	
 �� ���� Q# A�� �� ��!?���� ��� 


���	��	
�����������	���1�	
��!�����!���!	
��Q�����!����!?���������	�����

��1������������������	������	����!���������!������	��	
0-6�����R#

4 3��������������	���������������	�������1���������	�������������� ����x ����!���

�����������������
0�����1�� ����/	�2�������	��	
n-1. 
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3� �� 	����� ���0 �������� 	������  ��� ��������2��� ����� ���� ����1�

	2�����������������	������!�������� �����������	��#�� 	����2�/�����1�

2��� ��!	
0���  ���������� ����	��	�����#�������!���� 1� /�!B�����	� ���
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��!�#3�����/0�!��������������������!�����!���

	��������#

��	��������0�����������������	�������������������������!���!���
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�������	����	�����#�������������	�������1������������������	������

	��  ��!����  �!��� ����	��  ���  ��������� �
�# 	������0#  3�  �! �  ���	��	
R� ����

4�	���������/C�/�2����0����
�������	����	���������1�������	�������� ��

	��� �0 ����0 ��� ����	�����## � ���� ��/0 ��� ��� ������ 	������0 	����� ���

�������������������� ������	��� 2����0�������	���������������!B������!����#

��/0��	�����Fr(G=��1���������	������G �����!�����������!B������!����R

	������������?���	��������G ���R- G :

R - Fr(G) = G � (R - G ),       G (R - G ) = Ø.

������0���������!��	��������0������������������	�����������������

���!������	��	
0 R#���	���1�	
��!�����!����� �����	��	
Q#

O!��������	�����������!?������!0���� ���0� ��	���1�	
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g#O�������	������� ���  ��� ���� �����	��	����0�������0����?�

�
0���!��/	
0������	���	����� ����������!�
0���n-���	����� ��������n>3. 

��	��1�������1�������	/0	�
����!��/	
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�������!?���������C���
�������n-���	����0O����!����0

 ���0  � ��   ���	��	
 Urysohn n# C�  ���������� ���� �� C�/�2���� �
0 1�/�!�0

���������20���	��	
0�����0��
����	���������	������#

���	��	
0n.

������������/0�  1� ���������� ��0 �����0  ���	��0 ���  ������  ����� �
0

�������!�0#��������������������������������1����C�/�2����~

"9�%)(��� 4�������(�
�����
�������!%����R �����������n��
!
��"(,����#��$��%!�
���

R>��������(�
�����
��#�%$�n.

"9�%)(�'� D$�������������"(����
��$�
������$��%����������
�����������(�
���'
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§. Q����#mm=#���������
�?� /�!	��������
������2���������������20���	��	
0<���
����������	��	
�/�Menger – Urysohn 2����/���2���	��	
=������!	���������/#51�/�!��
0
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0�!������0������0������0�����	���0������0�
0�������!�0#���	
��������
0
C���
���!�����������0���������0O����!�����0 ����0���������0�
0��/������20����
0���������20
���	��	
0 ����!B�����#
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O����������  ��� 	�����S 	�� 	
��!�y � ��  �
�   !��� ���	��	
 �� ���  	�����R 	��

	
��!�x�������S �!���������������	��R �����y ����	��� �!	��	
��!�x.

�� C�/�2���� 6 ��� Q  �������������� ����/����# 3��  ���� ������ ���������

������1�

"9�%)(�3� E�n-����
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!��6�"%��������)����n ��������"(,���������
��� ���(�
����

Urysohn 
��#�%$�n.

5 ��
 ��	���!� �!��� �� ������ ��! ��� 
 ���	��	
 Urysohn ��� n- ���	�����

O����!����� �����!�������4�0!	
��n#h��� �����������������������?
0�����

����	 ���	���#C������!?����������������0#

����� 2������
����	��	
Urysohn �	 �����������~
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�����(�
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����� ,�
�"!� �� �#���$��� ��� 
�� "�%$F����� � ��� ���� #�#��������� #%	,��� "%���
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�������4������������#����� 2����!������/0	�����R ���
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��!� �� �
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