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Επιλογή

Το πρόβληµα της επιλογής

Εισοδος: ΄Ενα σύνολο A µε n (διαφορετικούς) αριθµούς και ένας

αριθµός i, όπου 1 ≤ i ≤ n.

Εξοδος: Το στοιχείο x ∈ A το οποίο είναι µεγαλύτερο από ακριβώς i − 1

άλλα στοιχεία του A.

Μπορεί να επιλυθεί σε χρόνο O(n log n).

Ταξινοµούµε τους αριθµούς και στη συνέχεια απλώς επιλέγουµε το i-οστό

στοιχείο.

Ωστόσο, υπάρχουν και ταχύτεροι αλγόριθµοι για την επίλυση του

προβλήµατος αυτού.
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Επιλογή

Τυχαιοκρατική Επιλογή

Ο αλγόριθµος Τυχαιοκρατική Επιλογή ϐασίζεται στη λογική του αλγορίθµου

της ταχυταξινόµησης. Η ϐασική ιδέα είναι να διαµερίσουµε τη συστοιχία

εισόδου αναδροµικά.

Αντίθετα µε την ταχυταξινόµηση, όµως, η οποία επεξεργάζεται αναδροµικά

και τα δυο σκέλη της διαµέρισης, η Τυχαιοκρατική Επιλογή περιορίζεται στο

ένα σκέλος.

Ενώ η ταχυταξινόµηση έχει αναµενόµενο χρόνο εκτέλεσης Θ(n log n), ο

αναµενόµενος χρόνος της Τυχαιοκρατική Επιλογή είναι Θ(n), υπό την

προϋπόθεση ότι τα στοιχεία εισόδου είναι διαφορετικά µεταξύ τους.

Ο χρόνος εκτέλεσης χειρότερης περίπτωσης της Τυχαιοκρατική Επιλογή

είναι Θ(n2), ακόµη και για να ϐρούµε το ελάχιστο.
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Επιλογή

Τυχαιοκρατική Επιλογή

Τυχαιοκρατική Επιλογή (A,p, r, i)

1 αν p = r

2 τότε επιστροφή A[p]
3 q← Τυχαιοκρατική ∆ιαµέριση (A,p, r)

4 k ← q − p + 1

5 αν i = k ⊲ το Ϲητούµενο στοιχείο είναι το οδηγό

6 τότε επιστροφή A[q]
7 αλλιώς-αν i < k

8 τότε επιστροφή Τυχαιοκρατική Επιλογή (A,p,q − 1, i)

9 αλλιώς επιστροφή Τυχαιοκρατική Επιλογή (A,q + 1, r, i − k)

≤ A[q] ≥ A[q]

k

p q r
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Επιλογή

Παράδειγµα

Βρείτε το µικρότερο έβδοµο (i = 7) στοιχείο.

∆ιαµέριση:

Επιλογή του 7− 4 = 3ου στοιχείου αντίστοιχα
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Επιλογή

Πολυπλοκότητα κατά µέσο όρο

E[T(n)] ≤

n
∑

k=1

1

n
· E[T(max(k − 1, n− k))] + O(n).

max(k − 1, n− k) =

{

k − 1 εάν k > ⌈n/2⌉ ,
n− k εάν k ≤ ⌈n/2⌉ .

Ανω ϕράγµα της µέσης τιµής E[T(n)]

E[T(n)] ≤
2

n

n−1
∑

k=⌊n/2⌋

E[T(k)] + O(n).
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Επιλογή

Επίλυση αναδροµικής σχέσης

Ας υποθέσουµε ότι E[T(n)] ≤ cn για κάποια σταθερά c > 0 η οποία

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες της αναδροµικής σχέσης. .

Επίσης, υποθέτουµε ότι T(n) = O(1) για n < n0, το n0 ϑα επιλεγεί στη

συνέχεια.
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Επιλογή

E[T(n)] ≤
2
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Επιλογή

Επίλυση αναδροµικής σχέσης (Τελικό ϐήµα)

cn/4− c/2− an ≥ 0

n(c/4 − a) ≥ c/2

c/4− a > 0

c > 4a

n ≥
c/2

c/4− a
=

2c

c − 4a
= n0.

Εποµένως, εάν υποθέσουµε ότι T(n) = O(1) για n < n0, έχουµε

E[T(n)] = O(n).
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Επιλογή (Selection)

Το πρόβληµα της επιλογής

∆ίνεται µια ακολουθία S από n στοιχεία και ένας ακέραιος k , όπου 1 ≤ k ≤ n.
Να προσδιοριστεί το k µικρότερο στοιχείο στην S.

Ορισµός: Τα στοιχεία ενός συνόλου A ικανοποιούν µια γραµµική διάταξη <
τότε και µόνον τότε αν

1 για a,b ∈ A, a < b, a = b ή b < a και

2 για a,b, c ∈ A, αν a < b και b < c, τότε a < c

Βαθµός: Για µια ακολουθία S = {s1, s2, . . . , sn} της οποίας τα στοιχεία είναι

και στοιχεία ενός συνόλου µε γραµµική διάταξη, ο ϐαθµός ενός

στοιχείου si του S είναι το πλήθος των στοιχείων του S που

προηγούνται του si συν 1.
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Επιλογή (Selection)

Επιλογή

∆ίνεται µια ακολουθία S = {s1, s2, . . . , sn}, της οποίας τα στοιχεία ικανοποιούν

τη γραµµική διάταξη και ένας ακέραιος k, 1 ≤ k ≤ n. Ζητείται ο προσδιορισµός

του στοιχείου της S µε ϐαθµό k. Το στοιχείο µε ϐαθµό k ϑα συµβολίζεται µε s(k).

Πολυπλοκότητα (κάτω όριο)

Αν τα στοιχεία του S είναι ταξινοµηµένα, δηλ. S = {s(1), s(2), . . . , s(n)}, τότε

το s(k) ϐρίσκεται σε ένα ϐήµα.

Αν k = 1 ή k = n και η S δεν είναι ταξινοµηµένη, τότε εξετάζοντας όλα τα

στοιχεία της S διατηρώντας κάθε ϕορά το µικρότερο (k = 1) (ή το

µεγαλύτερο k = n ) ϐρίσκεται το Ϲητούµενο στοιχείο.

Ο ανωτέρω αλγόριθµος της αναζήτησης δεν µπορεί να εφαρµοστεί αν

1 < k < n.

΄Αρα T(n) = Ω(n) (κάτω όριο)
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Επιλογή (Selection)

Χαρακτηριστικά Αλγορίθµου

διαίρει και ϐασίλευε

αναδροµικός αλγόριθµος

απορρίπτει ένα πλήθος στοιχείων σε κάθε ϐήµα
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Επιλογή (Selection)

|S|/Q
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Επιλογή (Selection)

ΕΠΙΛΟΓΗ (S,k)

Βήµα 1: αν |S| ≤ Q τότε ταξινόµησε την S και επέστρεψε το kστο στοιχείο

αλλιώς υποδιαίρεσε την S σε |S|/Q υπακολουθίες µε Q στοιχεία

η καθεµία (µέχρι Q − 1 εναποµείναντα στοιχεία)

τέλος αν

Βήµα 2: Ταξινόµησε κάθε υπακολουθία και υπολόγισε το µέσο της.

Βήµα 3: Κάλεσε την ΕΠΙΛΟΓΗ για τον υπολογισµό του m, τον µέσο

των |S|/Q µέσων που ϐρέθηκαν στο ϐήµα 2.

Βήµα 4: ∆ηµιούργησε 3 υπακολουθίες S1, S2, και S3 µε στοιχεία της S

µικρότερα, ίσα και µεγαλύτερα από το m αντίστοιχα.

Βήµα 5: αν |S1| ≥ k τότε {το kστο στοιχείο της S πρέπει να είναι στο S1}

κάλεσε την ΕΠΙΛΟΓΗ για να ϐρεις το kστο στοιχείο του S1

αλλιώς αν |S1|+ |S2| ≥ k τότε επέστρεψε m {διότι το k στοιχείο ∈ S2}

αλλιώς κάλεσε την ΕΠΙΛΟΓΗ για να ϐρεις το

(k − |S1| − |S2|)
στο στοιχείο του S3 {διότι το k στοιχείο ∈ S3}.

τέλος αν

τέλος αν
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Επιλογή (Selection)

Ανάλυση Πολυπλοκότητας

Βήµα 1: ταξινόµηση της S όταν |S| < Q απαιτεί σταθερό χρόνο O(1).
∆ιαφορετικά, υποδιαίρεση της S απαιτεί c1n χρόνο.

Βήµα 2: Η ταξινόµηση κάθε |S|/Q υπακολουθίας (έχει Q στοιχεία) απαιτεί

σταθερό χρόνο. Για όλες c2n χρόνο.

Βήµα 3: t(n/Q), t(n) : χρόνος εκτέλεσης της ΕΠΙΛΟΓΗ

Βήµα 4: c3n

Βήµα 5: (|S|/2Q)x(Q/2) = |S|/4 στοιχεία της S είναι ίσα ή µεγαλύτερα µε m.

Συνεπώς, |S1| ≤ 3|S|/4. ΄Οµοια |S3| ≤ 3|S|/4.
Συνεπώς µια αναδροµική κλήση της ΕΠΙΛΟΓΗ απαιτεί

t(3n/4) χρόνο.

Συνολικά:

t(n) = c4n + t(n/Q) + t(3n/4)

όπου c4 = c1 + c2 + c3.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής () Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 23 Μαρτίου 2017 15 / 20



Επιλογή (Selection)

Προσδιορισµός του Q

Αν το Q επιλεγεί τέτοιο ώστε

n/Q + 3n/4 < n

τότε οι δυο αναδροµικές κλήσεις στον αλγόριθµο εφαρµόζονται σε ϕθίνουσες

ακολουθίες. Οποιαδήποτε τιµή του Q ≥ 5 ικανοποιεί την ανωτέρω ανισότητα.

Για Q = 5 έχουµε

t(n) = c4n + t(n/5) + t(3n/4)

Υποθέτοντας t(n) ≤ c5n έχουµε t(n) ≤ c4n + c5(19n/20)
και για c5 = 20c4

t(n) ≤ c5(n/20) + c5(19n/20) = c5n

t(n) = O(n) ϐέλτιστος αλγόριθµος
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Επιλογή (Selection)

EPILOGH

∆ίνεται η ακολουθία

S={1,14,3,4,2,6,7,4,5,8,2,1,5,12,4,3,2,8,9,10,5,2,12}

και ένας ακεραίος k , 1 < k < 23. Ζητείται να προσδιοριστεί το στοιχείο της

ακολουθίας µε ϐαθµό 19, δηλ. k = 19.

Λύση: Επιλέγουµε το Q ώστε να πληρείται η σχέση n

Q
+ 3n

4
< n⇔ Q > 4.

΄Εστω Q = 5.

Βήµα 1: Επειδή |S| = 23 > 5 = Q ϑα υποδιαιρέσουµε την S σε |S| /Q

υποακολουθίες, δηλαδή σε 4 υποακολουθίες µε 5 στοιχεία και

σε 1 υποακολουθία µε 3 στοιχεία.

1 14 3 4 2 6 7 4 5 8 2 1 5 12 4

3 2 8 9 10 5 2 12
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Επιλογή (Selection)

EPILOGH

Βήµα 2: α) Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας

ϐ) Βρίσκουµε το µέσο mi κάθε υποακολουθία

1 2 3 4 14 4 5 6 7 8 1 2 4 5 12

m1 = 3 m2 = 6 m3 = 4

2 3 8 9 10 2 5 12

m4 = 8 m5 = 5

Βήµα 3: Κλήση της ΕΠΙΛΟΓΗ για τον υπολογισµό του µέσου των µέσων

B1 : 3 6 4 8 5 →

m1 m2 m3 m4 m5

B2b : m = 5

Υπολογισµός µέσου

Βήµα 4: ∆ηµιουργία 3 ανακολουθιών S1, S2, S3 µε στοιχεία <,=, > 5 αντίστοιχα

1 3 4 2 4 2 1 4 3 2 2 5 5 5 14 6 7 8 12 8 9 10 12

←−−−−−−−−−−− S1 −−−−−−−−−−−→ ←− S2 −→ ←−−−−−−−−−− S3 −−−−−−−−−−→
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Επιλογή (Selection)

ΕΠΙΛΟΓΗ

Παρατηρούµε ότι |S1| = 11, |S2| = 3, |S3| = 9

Βήµα 5: Παρατηρούµε ότι k = 19 > |S1|+ |S2| = 14 όποτε καλούµε την

ΕΠΙΛΟΓΗ στην S3 για να ϐρούµε το

K
(1)
new = k − |S1| − |S2| ⇒ K

(1)
new = 19− 14⇒ K

(1)
new = 5,

δηλ το 5o στοιχείο της ακολουθίας S3

Β1: Για Q = 5 είναι |S3| = 9 > 5 = Q όποτε |S3|/Q = 9

5
= 1.8

δηλ. ϑα υποδιαιρέσουµε την S3 σε 1 υποακολουθία µε 5 στοιχεία

και σε 1 υποακολουθία µε 4 στοιχεία

14 6 7 8 12 8 9 10 12

Β2: α) Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας ϐ) Εύρεση µέσου της

6 7 8 12 14

m
′
1 = 8

8 9 10 12

m
′
2 = 9

Β3: Το µέσο των 8, 9 είναι το m
′
= 8
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Επιλογή (Selection)

ΕΠΙΛΟΓΗ

Β4: ∆ηµιουργία 3 υποακολουθιών S′1, S′2, S′3 µε στοιχεία <,=, > 8 αντίστοιχα

6 7 8 8 14 12 9 10 12

←− S
′
1 −→ ←− S

′
2 −→ ←−−−− S

′
3 −−−−→

Β5: Παρατηρούµε ότι |S′1| = 2, |S′2| = 2, |S′3| = 5

Παρατηρούµε ότι K
(1)
new = 5 > |S′1|+ |S

′
2| = 4 οπότε καλούµε την

ΕΠΙΛΟΓΗ στην S′3 για να ϐρούµε το K
(2)
new = K

(1)
new − |S

′
1| − |S

′
2| ⇒

K
(2)
new = 5− 4⇒ K

(2)
new = 1 δηλ. το 1o στοιχείο της ακολουθίας S′3

Β1΄: Είναι |S′3| = 5 = Q όποτε ταξινοµούµε την S′3 και επιστρέφουµε το

1o στοιχείο. Είναι

14 12 9 10 12

S
′
3

9 10 12 12 14

S
′
3 ταξινοµηµένη

.

Το 1o στοιχείο της S′3 µετά την ταξινόµηση της είναι το 9 και κατά συνέπεια

αυτό είναι το Ϲητούµενο στοιχείο
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