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Αριθµητική Επίλυση Ελλειπτικών Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Auxx + 2Buxy + Cyy = S(x, y, u, ux , uy)

R

S

y

x

B
2 − AC < 0 ελλειπτική,

όπου

A = A(x, y, u), B = B(x, y, u), C = C(x, y, u)
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Αριθµητική Επίλυση Ελλειπτικών Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Παραδείγµατα
uxx + uyy = 0 Laplace

ή

∆u = 0, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

∆u = f(x, y) Poisson

∆∆u = ∆2
u =

∂4
u

∂x4
+ 2

∂4
u

∂x2∂y2
+
∂4

u

∂y4
Biharmonic.
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Συνοριακές Συνθήκες

1

u = f(x, y) στο S

πρώτο πρόβληµα συνοριακών τιµών ή πρόβληµα του Dirichlet

2

∂u

∂n
= g(x, y), (x, y) ∈ S

δεύτερο πρόβληµα συνοριακών τιµών ή πρόβληµα του Neumann

3

α(x, y)u + β(x, y)
∂u

∂n
= γ(x, y), (x, y) ∈ S

όπου

α(x, y) > 0, β(x, y) > 0, (x, y) ∈ S

τρίτο πρόβληµα συνοριακών τιµών ή πρόβληµα του Robbin
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Συνοριακές Συνθήκες (συν.)

Auxx + Cuyy + Dux + Euy + Fu = G, A,C > 0, F ≤ 0

y

x
h

h
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Πεπαρασµένες ∆ιαφορές

u(x ± h, y) = u(x, y)± hux +
h

2

2!
uxx ±

h
3

3!
uxxx +

h
4

4!
uxxxx ± ... (1)

u(x, y ± h) = u(x, y)± huy +
h

2

2!
uyy ±

h
3

3!
uyyy +

h
4

4!
uyyyy ± ... (2)

Από την (1) έχουµε

ux =
u(x + h, y)− u(x − h, y)

2h
+ O(h

2) (3)

και

uxx =
u(x + h, y) + u(x − h, y)− 2u(x, y)

h2
+ O(h

2). (4)

΄Οµοια οι (2) δίνουν

uy =
u(x, y + h)− u(x, y − h)

2h
+ O(h

2) (5)

και

uyy =
u(x, y + h) + u(x, y − h)− 2u(x, y)

h2
+ O(h

2) (6)
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Πεπαρασµένες ∆ιαφορές (συν.)

Η (1) λόγω των (3) και (4) γίνεται

A

[
U(x + h, y) + U(x − h, y)− 2U(x, y)

h2

]
+

C

[
U(x, y + h) + U(x, y − h)− 2U(x, y)

h2

]
+

D

[
U(x + h, y)− U(x − h, y)

2h

]
+ (7)

E

[
U(x, y + h)− U(x, y − h)

2h

]
+ FU(x, y) = G
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Πεπαρασµένες ∆ιαφορές (συν.)

ή

α0Ui,j − α1Ui+1,j − α2Ui,j+1 − α3Ui−1,j − α4Ui,j−1 = ti,j (8)

όπου

α0 = α1 + α2 + α3 + α4 − h
2
F = 2(A + C − 1

2
h

2
F),

α1 = A +
1

2
hD,

α2 = C +
1

2
hE, (9)

α3 = A− 1

2
hD,

α4 = C − 1

2
hE, t = −h

2
G

Σηµειώστε ότι αν αi > 0,

h < min

{
2A

|D| ,
2C

|E|

}
. (10)
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Self-Adjoint

(Aux)x + (Cuy)y + Fu = G, µε A,C > 0, F ≥ 0 (11)

(Aux)x = h
−2{A(x +

h

2
, y)[u(x + h, y)− u(x, y)]

−A(x − h

2
, y)[u(x, y)− u(x − h, y)] + O(h

2)}

(Cuy)y = h
−2{C(x, y +

h

2
)[u(x, y + h)− u(x, y)] (12)

−A(x, y − h

2
)[u(x, y)− u(x, y − h)] + O(h

2)}
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Self-Adjoint

Η (11) λόγω της (12) γράφεται

α̂0Ui,j − α̂1Ui+1,j − α̂2Ui,j+1 − α̂3Ui−1,j − α̂4Ui,j−1 = ti,j (13)

όπου

α̂0 = α̂1 + α̂2 + α̂3 + α̂4 − h
2
F ,

α̂1 = A(x +
h

2
, y), α̂2 = C(x, y +

h

2
), (14)

α̂3 = A(x − h

2
, y), α̂4 = C(x, y − h

2
), t = −h

2
G

α̂i > 0, α̂0 ≥
4∑

i=1

α̂i(F ≤ 0) (15)
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Η Εξίσωση του Laplace

uxx + uyy = 0 (16)

0
10 11 12 1
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x

y

h

h
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Η Εξίσωση του Laplace

Από την (8), για A = C = 1, F = G = 0, προκύπτει

Ui−1,j + Ui+1,j + Ui,j+1 + Ui,j−1 − 4Ui,j = 0. (17)

1

1

1 1−4

i, j + 1

i+ 1, j

i, j − 1

iji− 1, j

Εφαρµόζοντας την (17) για όλους τους κόµβους ϑα λάβουµε το ακόλουθο

γραµµικό σύστηµα

Au = b (18)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 20 Ιανουαρίου 2021 13 / 105



Η Εξίσωση του Laplace

όπου

u =


U1

U2

...

u9

 , b =


U10 + U21

U11

U12 + U13

...

U15 + U16

 ,
και

A =



4 −1 −1

−1 4 −1 −1

−1 4 −1

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

−1 4 −1

−1 −1 4 −1

−1 −1 4
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Η Εξίσωση του Laplace

ή

A =



B I 0 0 0 0 0

I B I 0 0 0 0

0 I B I 0 0 0

0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 . . I

0 0 0 0 0 I B


, I =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1



B =



4 −1 0 0 0 0 0

−1 4 −1 0 0 0 0

0 −1 4 −1 0 0 0

0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 . . −1

0 0 0 0 0 −1 4


,
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Η Εξίσωση του Laplace

Η λύση του συστήµατος (18) υπολογίζεται µε επαναληπτικές µεθόδους.

Η SOR µέθοδος

u
(n+1) = (1− ω)u

(n) + ω(Lu
(n+1) + Uu

(n) + c) (19)

µε

c = D
−1

b

και

A = D − CL − CU (20)

όπου D = diag(A),−CL,−CU τα κάτω και άνω τριγωνικά τµήµατα του Α.

Επιπλέον

L = D
−1

CL και U = D
−1

CU . (21)

Lu → 1

4
(Ui−1,j + Ui,j−1)

Uu → 1

4
(Ui,j+1 + Ui+1,j) (22)
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Η Εξίσωση του Laplace

Το µόριο του A είναι :

1

1

1 1−4

CU

CL

D

(i, j)

(i+ 1, j)

(i, j + 1)

D−1CU = U

1
4

1
4

D−1CL = L

(i, j)

(i− 1, j)

(i, j − 1)

1
4

1
4
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Η Εξίσωση του Laplace

Η SOR για την (17) είναι (ϐλ. (19) ) η

U
(n+1)
ij

= (1− ω)U
(n)
ij

+ ω[(
1

4
U
(n+1)
i−1,j +

1

4
U
(n+1)
i,j−1 ) + (

1

4
U
(n)
i+1,j +

1

4
U
(n)
i,j+1)] (23)

Για ω = 1 η (23) παράγει την

U
(n+1)
ij

=
1

4
(U

(n+1)
i−1,j + U

(n+1)
i,j−1 + U

(n)
i+1,j + U

(n)
i,j+1) (24)

η οποία είναι η Gauss-Seidel (GS) µέθοδος. Πράγµατι η GS σε µορφή πινάκων

είναι

u
(n+1) = Lu

(n+1) + Uu
(n) + c (25)

και λόγω της (22) δίνει την (24).
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Η Εξίσωση του Laplace

΄Οµοια η Jacobi Overrelaxation (JOR) δίνεται από τον τύπο

u
(n+1) = (1− τ)u

(n) + τ(Bu
(n) + c), B = L + U (26)

και λόγω της (22) δίνει

U
(n+1)
ij

= (1− τ)U
(n)
ij

+
τ

4
(U

(n)
i−1,j + U

(n)
i+1,j + U

(n)
i,j−1 + U

(n)
i,j+1) (27)

Αν τ = 1 η (26) δίνει τη µέθοδο του Jacobi

u
(n+1) = Bu

(n) + c (28)

η οποία δίνει

U
(n+1)
ij

=
1

4
(U

(n)
i−1,j + U

(n)
i+1,j + U

(n)
i,j−1 + U

(n)
i,j+1). (29)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 20 Ιανουαρίου 2021 19 / 105



Η Εξίσωση του Laplace

΄Ολες οι παραπάνω µέθοδοι είναι ειδικές περιπτώσεις της ESOR µεθόδου, η

οποία σε µορφή πινάκων, έχει τον τύπο

u
(n+1) = (1− τ)u

(n) + ωLu
(n+1) + (τ − ω)Lu

(n) + τUu
(n) + τc (30)

Για τ = ω η (30) δίνει την SOR.

Για τ = ω = 1 η (30) δίνει την GS.

Ενώ για ω = 0, δίνει την JOR.
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Η Εξίσωση του Laplace

Η Unsymmetric Successive Overrelaxation (USSOR) µέθοδος δίνεται από τους

τύπους

u
(n+ 1

2
) = (1− ω)u

(n) + ω(Lu
(n+ 1

2
) + Uu

(n) + c)

και

u
(n+1) = (1− ω′)u

(n+ 1

2
) + ω′(Lu

(n+ 1

2
) + Uu

(n+1) + c) (31)

η οποία τώρα λαµβάνει τη µορφή

U
(n+ 1

2
)

ij
= (1− ω)U

(n)
ij

+
ω

4
(U

(n+ 1

2
)

i−1,j + U
(n+ 1

2
)

i,j−1 + U
(n)
i+1,j + U

(n)
i,j+1) (32)

και

U
(n+1)
ij

= (1− ω′)U
(n+ 1

2
)

ij
+
ω′

4
(U

(n+ 1

2
)

i−1,j + U
(n+ 1

2
)

i,j−1 + U
(n+1)
i+1,j + U

(n+1)
i,j+1 ) (33)

Η (32) σαρώνει το δίκτυο από κάτω προς τα πάνω ενώ η (33) σαρώνει το δίκτυο

από πάνω προς τα κάτω. Για ω = ω′ προκύπτει η Symmetric SOR(SSOR)

µέθοδος.
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Η Εξίσωση του Laplace

Μια ανάλογη µέθοδος είναι η Preconditioned Simultaneous Displacement

(PSD) µέθοδος, η οποία δίνεται από το ακόλουθο σχήµα

u
(n+ 1

2
) = (1− τ)u

(n) + ωLu
(n+ 1

2
) + (τ − ω)Lu

(n) + τ(Uu
(n) + c) (34)

και

u
(n+1) = u

(n+ 1

2
) + ωUu

(n+1) − ωUu
(n)

(35)

η οποία για το µόριο των 5-σηµείων γίνεται :

U
(n+ 1

2
)

i,j = (1− τ)U
(n)
i,j + (

ω

4
)(U

(n+ 1

2
)

i−1,j + U
(n+ 1

2
)

i,j−1 )+

(
τ − ω

4
)(U

(n)
i−1,j + U

(n)
i,j−1) + (

τ

4
)(U

(n)
i+1,j + U

(n)
i,j+1)

(36)

και

U
(n+1)
i,j = U

(n+ 1

2
)

i,j +
ω

4
(U

(n+1)
i+1,j + U

(n+1)
i,j+1 )− ω

4
(U

(n)
i+1,j + U

(n)
i,j+1) (37)

όπου η σάρωση γίνεται όπως στην SSOR.
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Σύγκλιση

S(G) = max|λ| < 1, u(n+1) = Gu
(n) + k

JOR Μέθοδος
Ο επαναληπτικός πίνακας της JOR είναι ο

Bτ = (1− τ)I + τB. (38)

Αν µ ιδιοτιµές του Β τότε

m ≤ µ ≤ M

επειδή trace(B) =
N∑

i=1

µi = 0, µε m ≤ 0 ≤ M (39)

΄Αρα

S(Bτ ) = max|1− τ + τµ|, m ≤ µ ≤ M (40)

και για σύγκλιση S(Bτ ) < 1 ή

|1− τ + τµ| < 1, m ≤ µ ≤ M. (41)
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Σύγκλιση

Υποθέτοντας ότι Α είναι συµµετρικός , τότε από (41) και (39)

0 < τ <
2

1−m
, M < 1 (42)

Σηµείωση :

B = D
−1(L + U)

όµοιος µε

B̃ = D
1

2 BD
− 1

2 = D
− 1

2 (L + U)D
− 1

2

ο οποίος είναι συµµετρικός άρα ο Β έχει πραγµατικές ιδιοτιµές.

Υπόθεση : ο D έχει ϑετικά στοιχεία.
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Σύγκλιση

J Μέθοδος
S(B) < 1, S(B) = max{|m|,M} < 1, οπότε

M < 1,M + m > 0 ή − 1 < m,M + m < 0 (43)

Βέλτιστη τιµή του τ.
Από την (40) έχουµε :

S(Bτ ) = max{|1− τ + τM|, |1− τ + τm|} (44)

η ϐέλτιστη τιµή του τ ϑα είναι αυτή που

1− τ + τM = −(1− τ + τm)

ή τ0 =
2

2−m−M
(45)

οπότε

S(Bτ0
) = |1− τ0 − τ0M| =

M −m

2−M −m
. (46)
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Σύγκλιση

Αλλά

m = 1− λmax , M = 1− λmin (47)

όπου λmin, λmax , η µικρότερη και µεγαλύτερη ιδιοτιµή του πίνακα Â αντίστοιχα, µε

Â = D
− 1

2 AD
− 1

2 (48)

και

(B̃ = D
1

2 BD
− 1

2 = I − D
− 1

2 AD
− 1

2︸ ︷︷ ︸
λ

) = I − Â

Οι (45), (46) λόγω της (47) γράφονται

τ0 =
2

λmin + λmax

(49)

και

S(Bτ0
) =

λmax − λmin

λmax + λmin

=
P(Â)− 1

P(Â) + 1
, (50)
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Σύγκλιση

P(Â) =
λmax

λmin

Η ποσότης P(Â) καλείται αριθµός συνθήκης του Â. Από την (50) έχουµε

R(Bτ0
) = −logS(Bτ0

) ' 2

P(Â)
. (51)

Η ταχύτητα σύγκλισης της JOR είναι αντίστροφα ανάλογη του αριθµού
συνθήκης του Â.
Θυµηθείτε ότι u

(n+1) = u
(n) + τR

−1(b − Au
(n)) ή

u
(n+1) = (I − τR

−1
A)u

(n) + τR
−1

b. Αν R = D τότε προκύπτει η JOR, οπότε τα

ανωτέρω αποτελέσµατα µπορούν να γενικευτούν.

Στόχος : Να επιλεγεί ο R έτσι ώστε ο R
−1

A να έχει όσο το δυνατόν µικρότερο

ϕασµατικό αριθµό.

k(A) = ‖A‖· ‖A−1‖ ϕασµατικός αριθµός.
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Σύγκλιση

Σύγκλιση της SOR
Ο επαναληπτικός πίνακας της SOR είναι ο

Lω = (I − ωL)−1[(1− ω)I + ωU]

Για τον υπολογισµό των ιδιοτιµών του Lω έχουµε

ΠN

i=1λi = det(Lω) = det(I − ωL)−1· det((1− ω)I + ωU)

= det((1− ω)I + ωU) = (1− ω)N

άρα

S(Lω) > (|1− ω|N)
1

N = |1− ω| (52)

Αν S(Lω) < 1, τότε |1− ω| < 1

ή

0 < ω < 2 (Kahan 1958) (53)
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Σύγκλιση

Ορισµός :΄Ενας πίνακας είναι two cyclic αν µε κατάλληλη µετάθεση των

γραµµών του και των αντίστοιχων στηλών του µπορεί να τεθεί στη µορφή[
I1 F

G I2

]
όπου I1, I2 είναι τετραγωνικοί ταυτοτικοί πίνακες και F ,G ορθογώνιοι πίνακες.

Ορισµός : Αν ένας πίνακας A = I − L − U είναι two cyclic, τότε είναι

consistency ordered αν οι ιδιοτιµές του πίνακα

aL + 1

a
U, a 6= 0

είναι ανεξάρτητες του a.
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Σύγκλιση

Για τον υπολογισµό των ιδιοτιµών του Lω έχουµε

det(Lω − λI) = 0 ή |(I − ωL
−1){I + ω(U − I)} − λI| = 0

ή

|I + ω(U − I)− λ(I − ωL)| = 0

ή

|(U + λL)− λ+ ω − 1

ω
I| = 0

ή

|λ 1

2 (λ
1

2 L + λ−
1

2 U)− λ+ ω − 1

ω
I| = 0

ή

|(λ 1

2 L + λ−
1

2 U)− λ+ ω − 1

λ
1

2ω
I| = 0
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Σύγκλιση

Αν A = I − L − U είναι two cyclic και consistently ordered τότε

|(L + U)− λ+ ω − 1

λ
1

2ω
I| = 0

ή

µ =
λ+ ω − 1

λ
1

2ω
(54)

όπου µ ιδιοτιµή του B = L + U και λ ιδιοτιµή του Lω . ή

(λ+ ω − 1)2 = ω2µ2λ (55)

Η (55) είναι δευτεροβάθµια ως προς λ και εύκολα αποδεικνύεται ότι

S(Lω) = max|λ| < 1

αν και µόνο αν

µ̄ = S(B) < 1 και 0 < ω < 2 (56)
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Σύγκλιση

Από την (55) αν ω = 1(GS) τότε λGS = µ2 ή

S(L) = S(B)2
(57)

ή

R(L) = 2R(B). (58)

Θυµηθείτε ότι

R(G) = −logS(G)

είναι η ταχύτητα σύγκλισης µιας ε.µ.

u
(n+1) = Gu

(n) + k

Η (57) δηλώνει ότι η ταχύτητα σύγκλισης της GS είναι διπλάσια από εκείνης του

Jacobi.
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.

0 x

b

y

Rh

a

Sh

∂2
u

∂x2
+
∂2

u

∂y2
= 0,

0 < x < a, 0 < y < b

a

h
,

b

h
ακέραιοι I, J

Για τον προσδιορισµό µιας ιδιοτιµής µ του Β αναζητούµε µια συνάρτηση v(x, y)
ορισµένη στο Rh ∪ Sh τέτοια ώστε

µv(x, y) =
1

4
[v(x + h, y) + v(x − h, y) + v(x, y + h) + v(x, y − h)] (59)

επί του Rh και v(x, y) = 0 στο Sh.
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.

Με τη µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών ϐρίσκεται ότι

v(x, y) = vp,q(x, y) = sin
qπx

a
sin

qπy

b
(60)

και

µ = µp,q =
1

2
(cos

qπh

a
+ cos

pπh

b
) =

1

2
(cos

qπ

I
+ cos

pπ

J
) (61)

όπου p, q ακέραιοι µε 1 ≤ q ≤ I − 1 και 1 ≤ p ≤ J − 1. Επειδή η |µp,q|
µεγιστοποιείται για p = q = 1 η (61) δίνει

µ̄ = S(B) = µ1,1 =
1

2
[cos

πh

a
+ cos

πh

b
] =

1

2
(cos

π

I
+ cos

π

J
) (62)

ή, αναπτύσσοντας σε σειρά

µ̄ = S(B) = 1− 1

4
[
π2

a2
+
π2

b2
]h2 + O(h

4) (63)
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.

Για a = b = 1 (τετράγωνο πεδίο) η (62) δίνει (I = J = 1

h
)

µ̄ = S(B) = cosπh (64)

ή για h→ 0

µ̄ = S(B) ' 1− π2
h

2

2
. (65)

Από την (57) έχουµε για την GS

S(L) = S(B)2=cos
2πh (66)

ή

S(L) ' 1− π2
h

2
(67)

ή

R(L) = −logS(L) = π2
h

2
(67)′
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.

ρ(Lω)

1.0

0 1.0 ωb 2.0 ω

(ωb, ωb − 1)

(2, 1)
(1, µ̄2)

ω0 =
2

1 +
√

1− µ̄2
, µ̄ = S(B)

S(Lω0
) = ω0 − 1.
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.

Επειδή για το πρόβληµα µοντέλο έχουµε µ̄ = cosπh έπεται ότι

S(Lω0
) =

1− sinπh

1 + sinπh
' 1− 2πh (68)

µε ω0 =
2

1 + sinπh
(69)

΄Αρα R(S(Lω0
)) ' 2πh (70)

Συµπέρασµα : Συγκρίνοντας την (67)′ µε την (70) συµπεραίνουµε ότι η SOR

είναι καλύτερη από την GS κατά µία τάξη µεγέθους.
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Εφαρµογή για το πρόβληµα µοντέλο.
h µ̄ R(B) R(L) nπ(J) nπ(GS) nθ(J) nθ(GS)
1

10
0.9511 0.0502 0.100 285 143 276 138

1

20
0.9877 0.0124 0.0248 1154 578 1116 558

1

40
0.9969 0.0031 0.0062 4631 2317 4475 2238


U
(0)
ij

= 1, ‖U(n+1) − U
(n)‖∞ < ε = 10

−6

nπ = αριθµός επαναλήψεων (πειραµατικός)

nθ = Θεωρητικός αριθµός επαναλήψεων

nθ ≥ log 1

ε
R
, R = − log S
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Ορισµός

΄Ενας πίνακας A είναι δικυκλικός αν µε κατάλληλη µετάθεση των γραµµών του

και των αντίστοιχων στηλών του, µπορεί να γραφτεί στη µορφή[
I1 F

G I2

]
όπου I1, I2 είναι τετραγωνικοί µοναδιαίοι πίνακες και F , G είναι τυχαίοι

ορθογώνιοι πίνακες.
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Παράδειγµα

 1 c 0

a 1 c

0 a 1

→
 1 c 0

0 a 1

a 1 c

→


1 0
... c

0 1
... a

· · · · · · ... · · ·
a c

... 1


Εποµένως, ο αρχικός πίνακας είναι δικυκλικός, µετά από την ανταλλαγή της

δεύτερης µε την τρίτη γραµµή και στη συνέχεια µετά την ανταλλαγή της

δεύτερης µε την τρίτη στήλη.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 20 Ιανουαρίου 2021 40 / 105



Ορισµός

΄Ενας πίνακας A είναι ασθενά δικυκλικός αν µε κατάλληλη µετάθεση των

γραµµών του και των αντίστοιχων στηλών του, µπορεί να γραφτεί στη µορφή[
01 F

G 02

]
όπου 01, 02 είναι τετραγωνικοί µηδενικοί πίνακες.
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Ορισµός

Αν ο πίνακας (I − L − U) είναι δικυκλικός, τότε είναι συνεπώς διατεταγµένος αν

όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα

aL +
1

a
U (a 6= 0)

είναι ανεξάρτητες του a.
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Παράδειγµα  1 −2 0

−4 1 −3

0 −5 1

 = I − L − U

όπου

L =

 0 0 0

4 0 0

0 5 0

 , U =

 0 2 0

0 0 3

0 0 0


aL +

1

a
U =

 0 2/a 0

4a 0 3a

0 5a 0


Οι ιδιοτιµές λ του aL + (1/a)U δίνονται από την∣∣∣∣∣∣

−λ 2/a 0

4a −λ 3a

0 5a −λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

λ = 0,±
√

23 οι οποίες είναι ανεξάρτητες του a και εποµένως ο I − L − U είναι συνεπώς

διατεταγµένος.
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΄Ασκηση

Να δειχθεί ότι ο πίνακας 
1 0 − 1

4
− 1

4

0 1 − 1

4
− 1

4

− 1

4
− 1

4
1 0

− 1

4
− 1

4
0 1


είναι δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος.
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΄Ασκηση

Με τη ϐοήθεια της εξίσωσης (;;), να δειχθεί ότι για έναν δικυκλικό και συνεπώς

διατεταγµένο πίνακα, η Gauss-Seidel µέθοδος συγκλίνει αν η point Jacobi

µέθοδος συγκλίνει και µάλιστα µε γρηγορότερη ταχύτητα.
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΄Εστω ότι ο πίνακας I − L − U είναι συµµετρικός καθώς επίσης δικυκλικός και συνεπώς

διατεταγµένος και ο L + U είναι συµµετρικός έτσι ώστε οι ιδιοτιµές του L + U να είναι

πραγµατικές. Αποδεικνύεται εύκολα ότι αφού ο L + U είναι ασθενά δικυκλικός, οι µη µηδενικές

ιδιοτιµές του είναι σε ± Ϲεύγη, και έτσι −ρ(L + U) ≤ µ ≤ ρ(L + U).

Μετά την ανταλλαγή των γραµµών και των αντίστοιχων στηλών, ο L + U µπορεί να γραφτεί στη

µορφή [
01 F

G 02

]
,

όπου 01, 02 είναι τετραγωνικοί µηδενικοί πίνακες τάξης r και s αντίστοιχα, και ο L + U είναι τάξης

r + s. Αφού οι ιδιοτιµές των γραµµών και των αντίστοιχων στηλών δεν επηρρεάζουν τις ιδιοτιµές

του πίνακα, οι ιδιοτιµές του L + U δίνονται από την[
−µI1 F

G −µI2

]
= 0,

όπου I1, I2 είναι µοναδιαίοι πίνακες τάξης r και s αντίστοιχα. Πολλαπλασιάζοντας τις πρώτες r

γραµµές και τις τελευταίες s στήλες της ορίζουσας µε -1, έχουµε το αποτέλεσµα[
µI1 F

G µI2

]
= 0,

το οποίο µας δείχνει ότι η −µ είναι επίσης ιδιοτιµή του L + U.
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Θεώρηµα 47

΄Εστω ότι ο πίνακας A της (72) είναι ένας p-κυκλικός πίνακας συνεπώς

διατεταγµένος µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες Ai,i , 1 ≤ i ≤ N. Αν

ω 6= 0, λ είναι µια µη µηδενική ιδιοτιµή του πίνακα

Lω = (I − ωL)−1((I − ωL)I + ωU)

και αν ο µ ικανοποιεί την

(λ+ ω − 1)p = λp−1ωpµp, (71)

τότε η µ είναι µια ιδιοτιµή του κατά οµάδες πίνακα Jacobi

B = I − D
−1

A = L + U

. Αντίστροφα, αν µ είναι µια ιδιοτιµή του B και το λ ικανοποιεί την (71), τότε το λ
είναι µια ιδιοτιµή του Lω .
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Θεώρηµα

΄Εστω ο πίνακας

A =


A1,1 A1,2 ... A1,N

A2,1 A2,2 ... A2,N

.

.

.
.
.
.

.

.

.

AN,1 AN,2 ... AN,N

 , (72)

είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος p-κυκλικός πίνακας µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες

A(i, i), 1 ≤ i ≤ N. Αν όλες οι ιδιοτιµές p-τάξης του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B είναι

πραγµατικές, µη αρνητικές και 0 ≤ ρ(B) < 1, τότε όταν το ωb ορίζεται από την

(ρ(B)ωb)
p = [pp(p − 1)1−p] · (ωb − 1) (73)

έχουµε

1. ρ(Lωb
) = (ωb − 1)(p − 1)

(74)

2. ρ(Lω) > ρ(Lωb
), για κάθε ω 6= ωb.

Επίσης, ο κατά οµάδες επαναληπτικός πίνακας Lω της SOR µεθόδου συγκλίνει για κάθε ω που

ϐρίσκεται στο διάστηµα (0, p/p − 1).
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Για p = 2, η ωb µπορεί να εκφραστεί ισοδύναµα σαν

ωb =
2

1 +
√

1− ρ2(B)
= 1 +

(
ρ(B)

1 +
√

1− ρ2(B)

)2

. (75)

Για λόγους απλότητας, ϑα επαληθεύσουµε ότι η παράµετρος ωb της (75) δίνει

πραγµατικά τη λύση της

min
ω
ρ(Lω) = ρ(Lωb

). (76)

για την ειδική περίπτωση όπου p = 2.
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Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 47, οι ιδιοτιµές λ του κατά οµάδες SOR πίνακα και οι

ιδιοτιµές µ του κατά οµάδες πίνακα Jacobi σχετίζονται µε την

(λ+ ω − 1)2 = λω2µ2, (77)

Για ω 6= 0 ότι

λ+ ω − 1

ω
= ±λ1/2µ. (78)
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(1,1)

gω(λ)

m(λ)

−m(λ)

λ

gω̃(λ)

y

λ̃

θ

Σχήµα: Γραφική παράσταση των gω(λ), gω̃(λ) και m(λ) στην περίπτωση που οι ϱίζες

της (77) είναι πραγµατικές.
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Στη συνέχεια ορίζουµε τις συναρτήσεις

gω(λ) =
λ+ ω − 1

ω
, ω 6= 0, (79)

και

m(λ) = λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) < 1, (80)

όπου η gω(λ) είναι µια ευθεία γραµµή που διέρχεται από το σηµείο (1,1) και της

οποίας η κλίση ϕθίνει όσο αυξάνει το ω.

Η µεγαλύτερη τετµηµένη των δύο σηµείων τοµής ϕθίνει όσο αυξάνει το ω µέχρι

η ευθεία gω(λ) να εφάπτεται στην παραβολή m(λ). Αυτό συµβαίνει όταν

ω̃ =
2

1 +
√

1− µ2
(81)

και η τετµηµένη λ̃ = ω̃ − 1, όπου τα ω̃ και λ̃, προκύπτουν από τη λύση του

συστήµατος της παραβολής και της εφαπτοµένης της παραβολής (ϐλ.

παράρτηµα).
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Για ω > ω̃, το οποίο συµβαίνει όταν η διακρίνουσα της (77) είναι αρνητική,

έχουµε ότι η (77) έχει µιγαδικές συζυγείς ϱίζες µε µέτρο ω − 1, το οποίο

αυξάνει κατά µέτρο όσο αυξάνει το ω.

Εποµένως, για µια σταθερή τιµή µ του B, η τιµή του ω που ελαχιστοποιεί τη ϱίζα

της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής είναι η ω̃.

Η καµπύλη ±m(λ) = ±λ1/2ρ(B) είναι ένας ϕάκελος για όλες τις ευθείες

±λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) και δεδοµένου ότι ισχύει η

ρ(Lωb
) = max

µ
{min

ω
(Lω)}, (82)

συµπεραίνουµε ότι

ρ(Lωb
) = ωb − 1, (83)

όπου το ωb δίνεται από την (75).
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Η εξίσωση εφαπτοµένης της παραβολής δίνεται από την

y − y0 = m
′(λ0)(λ− λ0) (84)

όπου

m
′(λ0) = ± µ

2
√
λ0

(85)

Αφού η gω(λ) διέρχεται από το (1,1), το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την (84),

οπότε από τις (84) και (85) προκύπτει ότι

1− y0 = ± µ

2
√
λ0

(1− λ0). (86)

Ισχύει επίσης ότι

y0 =
λ0 + ω − 1

ω
(87)

αφού η gω(λ) περιστρέφεται µέχρις ότου να περάσει από το σηµείο επαφής.

Λύνοντας το σύστηµα των (86) και (87) ϐρίσκουµε το σηµείο επαφής

(λ0, y0) =

(
ω2µ2

4
,
ω2µ2 + 4ω − 4

4ω

)
. (88)
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Το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την παραβολή, οπότε από την (78) έχουµε ότι

y0 = ±√λ0µ και λόγω της (88) προκύπτει

ω̃ =
2

1 +
√

1− µ2
και ω̂ =

2

1−
√

1− µ2
(89)

Παρατηρούµε ότι

ω̃ < ω̂, (90)

όπου 0 < ω̃ < 2 < ω̂. Επίσης επειδή η λ0, όπως δίνεται από την (88), είναι µια

αύξουσα συνάρτηση ως προς ω, ϑα ισχύει λόγω της (90) ότι λ0(ω̃) < λ0(ω̂),

δηλαδή λ̃0 = λ0(ω̃) = ω̃ − 1.
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Παράδειγµα

Να υπολογιστεί η ϐέλτιστη τιµή του overrelaxation παράγοντα όταν η

Crank-Nicolson µεθόδος διαφορών χρησιµοποιείται για την επίλυση της

εξίσωσης ϑερµότητας σε µονοδιάστατο χώρο στην ανοιχτή περιοχή

[0 ≤ x ≤ 1]× [t ≥ 0].

Λύση

Το σύστηµα των εξισώσεων που λύνεται σε κάθε ϐήµα δίνεται από την (81 (ϐλ.

ϐιβλίο)). Προκειµένου να παράγουµε τη µονάδα στη ϑέση κάθε στοιχείου στην

κύρια διαγώνιο, κάθε εξίσωση της (81 (ϐλ. ϐιβλίο)) διαιρείται µε το 1 + r , οπότε

παράγεται ο

I − L − U =


1 − r

2(1+r) 0 0

− r

2(1+r) 1 − r

2(1+r) 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 1 − r

2(1+r)

0 0 − r

2(1+r) 1
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... συνέχεια λύσης

Στη συνέχεια δείχνεται πως ένας τριδιαγώνιος πίνακας είναι δικυκλικός και συνεπώς

διατεταγµένος. Επίσης ϑα πρέπει να πούµε ότι στην περίπτωση που είναι συµµετρικός

εφαρµόζεται η ϑεωρία της SOR.

Αφού

L + U =


0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0


οι ιδιοτιµές του L + U δίνονται από την

µs =
r

1 + r
cos

sπ

M
, (s = 1(1)M − 1)

και

µ0 =
r

1 + r
cos

π

M
.

Από την (81) έχουµε ότι

ω0 =
2

1 + {1−
(

r

1 + r

)2

cos2 π

M
}1/2

.
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί η ϐέλτιστη τιµή όταν η άµεση µέθοδος διαφορών που περιγράφεται στη συνέχεια

χρησιµοποιείται για τη λύση τηε εξίσωσης διάχυσης-ϑερµότητας σε ένα δισδιάστατο χώρο στην

ανοιχτή περιοχή [0 ≤ x1, x2 ≤ 1]× [t ≥ 0]

Λύση

Η µέθοδος διαφορών δίνεται από την

1

k
(Un+1

i,j −U
n

i,j) =
1

2h2

{
U

n+1

i+1,j + U
n+1

i−1,j + U
n+1

i,j+1
+ U

n+1

i,j−1
− 4U

n+1

i,j + U
n

i+1,j + U
n

i−1,j + U
n

i,j+1 + U
n

i,j−1 − 4U
n

i,j

}
η οποία δίνει

U
n+1

i,j −
r

2(1 + r)

{
U

n+1

i+1,j + U
n+1

i−1,j + U
n+1

i,j+1
+ U

n+1

i,j−1

}
= γνωστές ποσότητες

για το πλέγµα σηµείων x1 = ih, x2 = jh, t = (n + 1)k . Το σύνολο των εξισώσεων στα ενδιάµεσα σηµεία

του πλέγµατος 1 ≤ i, j ≤ M − 1 τη χρονική στιγµή t = (n + 1)k οδηγεί στο

L + U =
r

2(1 + 2r)


D I 0 0 0 0

I D I 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 I D
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.... συνέχεια

όπου

D =


0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0


είναι τάξης M − 1, και I είναι µοναδιαίος πίνακας τάξης M − 1. Οι ιδιοτιµές του L + U είναι

µp,q =
r

1 + 2r

(
cos

pπ

M
+ cos

qπ

M

)
, (p, q = 1(1)M − 1)

και έτσι

µ0 =
2r

1 + 2r
cos

π

M

δίνει

ω0 =
2

1 +

{
1−

(
2r

1 + 2r

)2

cos2 π

M

}1/2
.
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Παρατηρήσεις - Συµπεράσµατα

Τελικά, κάποιος µπορεί να αναρωτηθεί αν στην πράξη ο I − L − U είναι ένας

συµµετρικός και συνεπώς διατεταγµένος πίνακας. Για την επίλυση γραµµικών

διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς συντελεστές χρησιµοποιώντας τη

µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών σε µια ορθογώνια περιοχή, ο πίνακας

έχει συχνά τις επιθυµητές ιδιότητες. ΄Οµως, σε προβλήµατα µεταβλητών

παραµέτρων και σε µη ορθογώνιες περιοχές, οι απαιτήσεις δεν είναι σίγουρο

ότι πληρούνται. Η SOR µέθοδος όµως µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε

προβλήµατα µε εµπειρικό τρόπο, είτε παίρνοντας προσεγγιστικές τιµές των µ0

και ω0, είτε τρέχοντας το πρόβληµα σε υψηλής ταχύτητας υπολογιστή για µια

συγκεκριµένη περιοχή τιµών του ω και επιλέγοντας την τιµή του ω η οποία δίνει

γρηγορότερη σύγκλιση. Σε άλλη περίπτωση µπορεί η υπερεκτίµηση της

ρ(L + U) να έχει σαν αποτέλεσµα µια µικρή µείωση της ταχύτητας σύγκλισης σε

σχέση µε µια υποεκτιµώµενη τιµή της ρ(L + U).
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

Au = b (91)

q∑
s=1

Ar,sUs = Bs, s = 1, 2, ..., q (92)

Ar,s σχηµατίζεται αν από τον Α διαγραφούν όλες οι γραµµές εκτός αυτών που

ϐρίσκονται στο Rr και όλες οι στήλες εκτός αυτών που ϐρίσκονται στο Rs , όπου

R1, R2, ..., Rq groups.
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

Παράδειγµα:

Au = b, A =

α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 , R1 = {1, 3}, R2 = {2}

τότε

A11 =

[
α11 α13

α31 α33

]
, A12 =

[
α12

α32

]
, U12 =

[
u1

u3

]
, B1 =

[
b1

b3

]
,

A21 = (α21, α23), A22 = (α22), U2 = (u2), B2 = (b2)

A
(π) = D

(π) − C
(π)
L
− C

(π)
U

u
(n+1) = u

(n) + τ(R
π)−1(b

π − A
(π)

u
(n)) (93)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

R
(π) = D

(π) → BJOR

u
(n+1) = u

(n) + τ(D
(π))−1(b

π − A
(π)

u
(n))

D
(π)

u
(n+1) = D

(π)
u
(n) + τb

(π) − τA
(π)

u
(n)

D
(π)

u
(n+1) = (1− τ)D

(π)
u
(n) + τ(C

(π)
L

+ C
(π)
U

)u
(n) + τb

(π)
(94)

D
(π)

u → ArrUr ,

C
(π)
L

u → −
r−1∑
s=1

ArsUs,

C
(π)
U

u → −
q∑

s=r+1

ArsUs

(95)

Από τις (94) και (95) προκύπτει

ArrU
(n+1)
r = (1− τ)ArrU

(n)
r − τ

q∑
s=1,s 6=r

ArsU
(n)
s + τBr , r = 1, 2, ..., q (96)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

R
(π) = D

(π) − ωC
(π)
L
, τ = ω → BSOR

Από την (93) έχουµε

u
(n+1) = u

(n) + τ(D
(π) − ωC

(π)
L

)−1(b
(π) − A

(π)
u
(n))

ή για τ = ω

(D
(π) − ωC

(π)
L

)u
(n+1) = (D

(π) − ωC
(π)
L

)u
(n) + ω(b

(π) − A
(π)

u
(n))

ή (D
(π) − ωC

(π)
L

)u
(n+1) = [(1− ω)D

(π) − ωC
(π)
U

]u(n) + ωb
(π)

η οποία λόγω της (95) γράφεται :

ArrU
(n+1)
r = −ω

r−1∑
s=1

ArsU
(n+1)
s + (1− ω)ArrU

(n)
r

− ω
q∑

s=r+1

ArsU
(n)
s + ωBr , r = 1, 2, ..., q (97)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

Παράδειγµα:

1 2 3

4 5

x

y

π1 :R1 = {1, 2, 3}
R2 = {4, 5}

−1

4

−1

−1 −1
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, µε A11 =

 4 −1 0

−1 4 −1

0 −1 4

 , A12 =

 −1 0

0 −1

0 0

 ,
A21 =

[
−1 0 0

0 −1 0

]
, A22 =

[
4 −1

−1 4

]
D
(π1) =

[
A11 0

0 A22

]
, C

(π1)
L

=

[
0 0

A21 0

]
, C

(π1)
U

=

[
0 A12

0 0

]
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

Για το µόριο των 5-σηµείων η (97) δίνει (και για την οµαδοποίηση π1, κατά

γραµµές):

−U
(n+1)
i−1,j + 4U

(n+1)
i,j − U

(n+1)
i+1,j =

= ωU
(n+1)
i,j−1 + (1− ω)[−U

(n)
i−1,j + 4U

(n)
i,j − U

(n)
i+1,j ] + ωU

(n)
i,j+1 + ωBij (SOR)

(98)

Η (98) εφαρµόζεται για κάθε µία γραµµή, οπότε κάθε ϕορά έχουµε να

λύσουµε ένα σύστηµα τριδιαγώνιο της µορφής

4 −1 0

−1 4 −1 0
0 −1 4

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . .
. . . −1

−1 4





U1

U2

U3

...

UN−2

UN−1


=



B1

B2

B3

...

BN−2

BN−1


(99)

όπου το Bi είναι το 2ο µέλος της (98)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι

Για το παράδειγµά µας το (99) ϑα είναι

Για την πρώτη γραµµή  4 −1 0

−1 4 −1

0 −1 4

U1

U2

U3

 =

B1

B2

B3


Για τη δεύτερη γραµµή [

4 −1

−1 4

] [
U4

U5

]
=

[
B4

B5

]
Το σύστηµα (99) λύνεται µε άµεση µέθοδο π.χ. LU και επειδή επαναλαµβάνεται

η λύση του γιάυτό οι L και U πίνακες υπολογίζονται µόνο µια ϕορά.
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι - Εφαρµογές

ε(n+1) = B
(π)ε(n)

ε(n+1)(x, y) = B
(π)ε(n)(x, y),

Β ο επαναληπτικός πίνακας της J, άρα

ε(n+1)(x, y) =
1

4
ε(n+1)(x + h, y) +

1

4
ε(n+1)(x − h, y) +

1

4
ε(n)(x, y + h)

+
1

4
ε(n)(x, y − h)

(100)

Για τον προσδιορισµό µιας ιδιοτιµής του B
(π1) και ενός ιδιοδιανύσµατος υ,

αναζητούµε έναν αριθµό µ και µια συνάρτηση v(x, y) η οποία µηδενίζεται στο

Sh τέτοια ώστε :

µv(x, y) =
1

4
[µv(x + h, y) + µv(x − h, y) + v(x, y + h)− v(x, y − h) (101)

όπου ε(n+1)(x, y) = µv(x, y) και ε(n)(x, y) = v(x, y) στην (100).
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι- Εφαρµογές

Από την (101) προκύπτει :

µpq =
cosqπh

2− cosqπh
, p, q = 1, 2, ..., h−1 − 1 (102)

και

vpq(x, y) = sinpπxsinqπy (103)

Συνεπώς,

µ̄π1 = S(B
(π1)) =

cosπh

2− cosπh
∼ 1− π2

h
2

Θυµηθείτε ότι

µ̄ = S(B) = cosπh ∼ 1− π2
h

2

2

για τη σηµειακή µέθοδο J.
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι- Εφαρµογές

Συνεπώς, η ταχύτητα σύγκλισης της line J µεθόδου είναι περίπου διπλάσια της

σηµειακής J µεθόδου για µικρά h.

R(BLJ) ' 2R(BJ)

R(LLGS) ' 2R(LGS)

R(LLSOR) '
√

2R(LSOR)

(104)

Για πολλαπλές γραµµές (k το πλήθος)

R(L(k)LSOR) '
√

2kR(LSOR) (105)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι-ADI

∂

∂x
(A(x, y)

∂u

∂x
) +

∂

∂y
(C(x, y)

∂u

∂y
) + F(x, y)u = G (106)

A,C > 0, F ≤ 0 για όλα τα (x, y) ∈ R.

Η διακριτοποίηση της (106) µε τον τύπο των 5-σηµείων παράγει την

H0[u](x, y) + V0[u](x, y) + E0[u](x, y) = −h
2
G (107)

όπου

H0[u](x, y) = [A(x +
h

2
, y) + A(x − h

2
, y)]u(x, y)− A(x +

h

2
, y)u(x + h, y)

+A(x − h

2
, y)u(x − h, y)

(108)

V0[u](x, y) = [C(x, y +
h

2
) + C(x, y − h

2
)]u(x, y)− A(x +

h

2
, y)u(x + h, y)

+A(x − h

2
, y)u(x − h, y)
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Block Επαναληπτικές Μέθοδοι-ADI

E0[u](x, y) = −h
2
F(x, y)u(x, y)

V0[u](x, y)→ ∂

∂x
(A(x, y))

∂u

∂x

E0[u](x, y)→ ∂

∂y
(C(x, y))

∂u

∂y

Η (107) σε µορφή πινάκων γράφεται :

Au = b, (109)

A = H0 + V0 + E0
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Παράδειγµα

1 2

3 4

5 6

7

8

910

11

12

x

y

uxx + uyy − u = 0

h =
1

3


4 + h

2 −1 −1 0

−1 4 + h
2 0 −1

−1 0 4 + h
2 −1

0 −1 −1 4 + h
2




U1

U2

U3

U4

 =


u5 + u12

u6 + u7

u10 + u11

u8 + u9

 (110)
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Παράδειγµα

Au = (H0 + V0 + E0)u = b

όπου

H0 =


2 −1 0 0

−1 2 0 0

0 0 2 −1

0 0 −1 2

 , V0 =


2 0 −1 0

0 2 0 −1

−1 0 2 0

0 −1 0 2

 , E0 = h
2
I

(111)

Θέτοντας

H = H0 +
1

2
E0 και V = V0 +

1

2
E0 (112)

έχουµε ότι Au = b µε

A = H + V (113)
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Παράδειγµα

Θυµηθείτε ότι

u
(n+1) = u

(n) + τR
−1(b − Au

(n)) (114)

Αν

R = (H + ρI)(V + ρ′I) (115)

τότε η (114) λόγω της (115) γράφεται

u
(n+1) = u

(n) + τ(V + ρ′I)−1(H + ρI)−1(b − Au
(n)) (116)

υποθέτωντας ότι οι πίνακες V + ρ′I και H + ρI είναι µη ιδιάζοντες (και άρα

υπάρχουν οι αντίστροφοί τους) για ∀ρ ∈ R.
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Παράδειγµα

Ακολουθώντας παρόµοια εργασία, όπως για την PSD µέθοδο, λαµβάνουµε από

την (116) διαδοχικά τα ακόλουθα

(H + ρI)u = b − (V − ρI)u

(V + ρ′I)u = b − (H − ρ′I)u

ή (H + ρn+1I)u
(n+ 1

2
) = b − (V − ρn+1I)u

(n)

(V + ρ′
n+1I)u

(n+1) = b − (H − ρ′
n+1I)u

(n+ 1

2
)

ή u
(n+1) = Tρρ′u

(n) + k, ρn+1 = ρ, ρ′
n+1 = ρ′

όπου

Tρρ′ = (V + ρ′I)−1(H − ρ′I)(H + ρI)−1(V − ρI)

k = (ρ+ ρ′)(V + ρ′I)−1(H + ρI)−1

ή Tρρ′ = I − (ρ+ ρ′)︸ ︷︷ ︸
τ

(V + ρI)(H + ρI)−1︸ ︷︷ ︸
R−1

A
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΄Ασκηση 1

Η συνάρτηση φ ικανοποιεί την εξίσωση

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+ 2 = 0

σε κάθε σηµείο εσωτερικά του τετραγώνου που ορίζεται από τις ευθείες

x = ±1, y = ±1, και 0 στην περίµετρο. Υπολογίστε τη λύση πεπερασµένων

διαφορών χρησιµοποιώντας ένα τετράγωνο πλέγµα (square mesh) πλευράς
1

2

Υποθέτοντας ότι το discretization λάθος διακριτοποίησης είναι ανάλογο του h
2

υπολογίστε την τιµή της φ στο σηµείο (0, 0). (Η αναλυτική λύση είναι 0.589)
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΄Ασκηση 1 - Λύση

Λόγω της συµµετρίας υπάρχουν µόνο τρεις άγνωστοι :

φ1 στο (0, 0), φ2 στο ( 1

2
, 0), φ3 στο ( 1

2
, 1

2
).

Οι εξισώσεις είναι :

8φ2 − 8φ1 + 1 = 0

4φ3 + 2φ1 − 8φ2 = 1 = 0

4φ_2− 8φ3 + 1 = 0

και δίνουν φ1 = 0.562, φ2 = 0.438 και φ3 = 0.344 στο τρισδιάστατο χώρο.

΄Ενα coarse πλέγµα πλευράς h = 1 δίνει την εξίσωση πεπερασµένων

διαφορών

−4φ1 + 2 = 0⇒ φ1 = 0.5

Συνεπώς η µέθοδος (diferred approach to the limit) δίνει µια ϐελτιωµένη τιµή

της φ1 = 0.562 + 1

3
(0.062) = 0.583, η οποία είναι πολύ κοντά στην αναλυτική

λύση 0.589 σε αντίθεση µε την λύση του crude πλέγµατος πλευράς h = 1.
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΄Ασκηση 2

Η συνάρτηση u ικανοποιεί την εξίσωση

∂2
u

∂x2
+
∂2

u

∂y2
− 32u = 0

σε κάθε εσωτερικό σηµείο του τετραγώνου x = ±1, y = ±1, και υπόκεινται

στις εξής συνοριακές συνθήκες

u = 0 στο y = 1, −1 ≤ x ≤ 1,

u = 1 στο y = −1, −1 ≤ x ≤ 1,

∂u

∂x
= − 1

2
u στο x = 1, −1 < y < 1,

∂u

∂x
= 1

2
u στο x = −1, −1 < y < 1.

Θεωρείστε τετράγωνο πλέγµα πλευράς
1

4
και ονοµατίστε τα σηµεία µε

συντεταγµένες

(0, 3

4
), ( 1

4
, 3

4
), ( 1

2
, 3

4
), ( 3

4
, 3

4
)(1, 3

4
), (0, 1

2
), ( 1

4
, 1

2
), · · · ως 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, · · · .
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΄Ασκηση 2 (συν.)

Χρησιµοποιώντας την πιο απλή ϕόρµουλα κεντρικών διαφορών, δείξτε ότι οι

τριανταπέντε εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών που προσεγγίζουν αυτό το

πρόβληµα µπορούν να γραφτούν σε µορφή πίνακα ως εξής

Au = b,

όπου

u =



u1

u2

u3

...

u34

u35


, b =



0

0

...

0

−1

−1

−1

−1

−1
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΄Ασκηση 2 (συν.)

και

A =



B I

I B I

I B I

I B I

I B I

I B I

I B


όπου

B =


−6 2

1 −6 1

1 −6 1

1 −6 1

2 −6

 και I =


1

1

1

1

1
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΄Ασκηση 2 (συν.)

Αυτή είναι µια ειδική περίπτωση της εξίσωσης
∂2

u

∂x2 + ∂2
u

∂y2 − 2H(u−u0)
KD

= 0, η

οποία αποφασίζει την σταθερή ϑερµοκρασία των σηµείων µιας λεπτής πλάκας

που ακτινοβολεί ϑερµότητα από την επιφάνειά της σε ένα µέσο σε

ϑερµοκρασία u0. Το D αναπαριστά την πυκνότητα της, το K την ϑερµική

αγωγιµότητά της και το H την αγωγιµότητα της επιφάνειάς της.
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΄Ασκηση 3

Η αργή σταθερή κίνηση παχύρρευστου υγρού που ϱέει σε έναν κυλινδρικό

σωλήνα, του οποίου η διατοµή είναι η επιφάνεια Σ που περικλείεται από την

κλειστή καµπύλη ῝, µπορεί να υπολογιστεί από µια συνάρτηση ψ που ικανοποιεί

την εξίσωση Laplace σε όλα τα σηµεία της S και ισούται µε
1

2
r
2 στην καµπύλη

C, όπου (r, θ) οι κυλινδικές συντεταγµένες ενός σηµείου στο επίπεδο της S.

Υπολογίστε λύση πεπερασµένω διαφορών για τη ϱοή µέσω ενός κυκλικού

τοµέα που ορίζεται από τις γραµµές θ = 0, θ = 0.8ακτίνια, και τον κύκλο

r = 1, στα σηµεία του πλέγµατος που προσδιορίζονται από

r = 1

3
i, (i = 1, 2), θ = 0.2j, (j = 1, 2, 3).
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΄Ασκηση 3 - Λύση

Το πρόβληµα είναι συµµετρικό για θ = 0.4, οπότε υπάρχουν τέσσερεις

άγνωστοι, ψ1 στο ( 1

3
, 0.2), ψ2 στο ( 1

3
, 0.4), ψ3 στο ( 2

3
, 0.2), ψ4 στο ( 2

3
, 0.4).

Οι οριακές τιµές, και οι κυλινδρικές συντεταγµένες της εξίσωσης Laplace,

δίνουν τις εξης εξισώσεις

−52ψ1 + 25ψ2 +
1

2
ψ3 + 1

7

18
= 0,

50ψ1 − 52ψ2 + 1
1

2
ψ4 + = 0,

3

4
ψ1 − 14

1

2
ψ3 + 6

1

4
ψ4 + 2

1

72
= 0,

3

4
ψ2 + 12

1

2
ψ3 − 14

1

2
ψ4 +

5

8
= 0

Η λύση τους είναι

ψ1 = 0.0705, ψ2 = 0.0756, ψ3 = 0.2591, ψ4 = 0.2704.
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΄Ασκηση 4

Η συνάρτηση u ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace σε κάθε σηµείο στο

εσωτερικό του κυκλικού τοµέα που οριοθετείται από τις ευθείες γραµµές

θ = 0, θ = (m + 1)δθ, και τον κύκλο r = nδr , όπου n,m ακέραιοι. Επίσης, είναι

γνωστές τιµές κατα µήκος αυτών των ακτινών καθώς και η παράγωγος ∂u/∂r ,

στην παράµετρο του κύκλου. ΄Οταν η παράγωγος αυτή αναπαρίσταται από τη

ϕόρµουλα κεντρικών διαφορών (un+1,j − un−1,j)/2δr , δείξτε ότι οι εξισώσεις

πεπερασµένων διαφορών µπορούν να γραφτούν ως

B1 (1 + 1

2
)I

(1− 1

4
)I B2 (1 + 1

2
)I

(1− 1

6
)I B3 I

. . .
. . .

. . .

(1− 1

2(n−1))I Bn−1 (1 + 1

2(n−1))I

2I Bn





u1

u2

u3

...

un−1

un


=



b1

b2

b3

...

bn−1

bn
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΄Ασκηση 4 (συν.)

όπου

ur =


ur,1

ur,2

ur,3
...

ur,m

 ,
b1, b2, · · · , είναι γνωστά διανύσµατα στήλες που προσδιορίζοναι από τις

συνοριακές συνθήκες, I είναι ο µοναδιαίος πίνακας τάξης m, και Bp ο ίδιος

τετράγωνος πίνακας τάξης m που δόθηκε σε προηγούµενη άσκηση.
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΄Ασκηση 4 - Λύση

Γράψτε τις εξισώσεις πεεπρασµένων διαφορών που προσεγγίζουν την εξίσωση

laplace για i = 1(1)(n− 1), j = 1(1)m. ∆ιατηρήστε τα τελευταία µπλοκ των m

εξισώσεων εξαλείφοντας την τιµή un+1 µεταξύ της ϕόρµουλας της παραγώγου

και της εξίσωσης διαφορών για i = n.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 20 Ιανουαρίου 2021 88 / 105



΄Ασκηση 5

Ο χώρος λύσεων για τη δισδιάστατη εξίσωση Laplace∇2φ = 0 είναι η περιοχή

που οριοθετείται από την κλειστή καµπύλη C κατά την οποία είναι γνωστές οι

τιµές της φ. Αντλήστε τη ϕόρµουλα για το υπόλοιπο στο σηµείο του πλέγµατος

Ο, όταν η καµπύλη C τέµνει και τις δύο κάθετες γραµµές του πλέγµατος µήκους

h που διέρχονται από το Ο.

΄Ενα ηµικυκλικό έλασµα µε ακτίνα 2h , και οµοιόµορφη αγωγιµότητα,διατηρεί τη

διάµετρό του σε ϑερµοκρασία 0ο
C και τη περιφέρειά του σε ϑερµοκρασία

100ο
C. Υπολογίστε τη λύση πεπερασµένων διαφορών στη κατάσταση που η

ϑερµοκρασία είναι σταθερή στα κοµβικά σηµεία του πλέγµατος πλευράς h.
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΄Ασκηση 5 - Λύση

θ =
√

3− 1.

RA =
400

(
√

3− 1)
√

3
+

2φB√
3
− 4φA√

3− 1
,

RB = 2φA + 100− 4φB.RA = RB = 0⇒ φA = 70.5ο, φB = 60.2ο.

Παρ’ολο που αυτό το πλέγµα χρησιµοποιείται για να παράξει µια απλά άσκηση,

στην πραγµατικότητα δίνει σωστά τις ϑερµοκρασίες µε απόκλιση 1ο. Η αναλυτική

λύση του προβλήµατος µε τη µέθοδο του διαχωρισµού των µεταβλητών , και σε

όρους πολικών συντεταγµένων (r, θ), είναι

φ =
400

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)

(
r

2h

)2n−1

sin(2n− 1)θ,

και δίνει φA = 70.5ο, φB = 59ο.
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΄Ασκηση 6

Αποδείξτε ότι το σφάλµα αποκοπής της εξίσωσης της πέντε-σηµείων

ϕόρµουλας πεπερασµένων διαφορών που προσεγγίζει την εξίσωση Laplace

στο σηµείο (xi , yj), για ένα τετράγωνο πλέγµα πλευράς h, µπορεί να γραφτεί

1

12
h

2{ ∂
4

∂x4
u(ξ, yj) +

θ4

θy4
u(xi , η)},

όπου

xi − h < ξ < xi + h, yj − h < η < yj + h

και ϑεωρείται ότι η πρώτη, δεύτερη, τρίτη και τέταρτη µερική παράγωγος του u

ως προς το x και y είναι συνεχείς σε αυτά τα διαστήµατα αντίστοιχα.
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΄Ασκηση 6 - Λύση

T = ui+1,j + ui,j+1 + ui−1,j + ui,j−1 − 4ui,j −
(
∂2

ui,j

∂x2
+
∂2

ui,j

∂y2

)
.

Από το ανάπτυγµα Taylor

ui+1,j = ui,j + h
∂ui,j

∂x
+

1

2
h

2∂
2
ui,j

∂x2
+

1

6
h

3∂
3
ui,j

∂x3
+

1

24
h

4 ∂
4

∂x4
uξ1,y1

,

όπου

xi < ξ1 < xi + h, κτλ
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΄Ασκηση 7

Η ελλειπτική εξίσωση

∂2
u

∂x2
+
∂2

u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂x
+ fu = 0

ικανοποιείται από την συνάρτηση u σε κάθε σηµείο στην επιφάνεια S.

Αποδείξτε ότι µια µη σταθερή τιµή της u δεν µπορεί να πάρει ένα ϑετικό µέγιστο

ή ένα αρνητικό ελάχιστο στο εσωτερικό της S όταν η f είναι αρνητική.
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΄Ασκηση 7 - Λύση

΄Εστω ότι η u έχει ϑετικό µέγιστο στο σηµείο P στην S. Τότε στο σηµείο P ϑα

ισχύει

∂u

∂x
=
∂u

∂y
= 0

∂2
u

∂x2
≤ 0

∂2
u

∂y2
≤ 0

Συνεπώς, το αριστερό µέρος της εξίσωσης είναι αρνητικό, πράγµα το οποίο

σηµαίνει πως η u δεν µπορεί να είναι η λύση. ΄Οµοια αποδεικνύεται και για

αρνητικό ελάχιστο.
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΄Ασκηση 8

Θεωρείστε τις εξισώσεις ( 5.5 ;;;) για S1, S2 και S3. Αποδείξτε ότι

1 ∇2
u0 = 4S1+S2−20u0

6h2 − 1

12
h

2∇4
u0 − 1

180
h

4( 1

2
∇6

u0 +D4∇2
u0) + O(h

6)

2 ∇4
u0 = 1

h4 (S3 + 2S2 − 8S1 + 20u0) + O(h
2).
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΄Ασκηση 9

Χρησιµοποιείστε την 8(α) να αποδείξετε ότι όταν η f είναι σταθερή, η εξίσωση

Poisson

∇2
u + f = 0,

µπορεί να αναπασρασταθεί στο κεντρικό σηµείο ′O′, από την εννέα-σηµειών

εξίσωση πεπερασµένων διαφορών 1 4 1

4 −20 4

1 4 1

 u + 6h
2
f = 0

και το λάθος αποκοπής είναι της τάξης h
6.

Χρησιµοποιείστε το αποτέλεσµα για να λύσετε την άσκηση 1, το πρόβληµα

τρέψης για ένα τετράγωνο τµήµα.
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΄Ασκηση 9 - Λύση

Σύµφωνα µε το συµβολισµό της άσκησης 1 οι εξισώσεις είναι

φ1 + 8φ2 − 20φ3 + 3 = 0,

4φ1 − 18φ2 + 8φ3 + 3 = 0,

−20φ1 + 16φ2 + 4φ3 + 3 = 0.

Οπότε

φ1 = 0.590,

φ2 = 0.459,

φ3 = 0.363

στον τρισδιάστατο χώρο. ∆εδοµένου ότι η αναλυτική λύση για την φ1 είναι 0.589,

προκύπτει ότι η ϕόρµουλα εννέα σηµείων δίνει µια πολύ καλή σε ακρίβεια λύση

σε αυτή τη περίπτωση.
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΄Ασκηση 10

Η συνάρτηση u ικανοποιεί την εξίσωση Laplace σε όλα τα σηµεία στο τετράγνο

του παρακάτω σχήµατος και έχει συνοριακές συνθήκες που απεικονίζονται.

Χρησιµοποιείστε την µέθοδο SOR για να υπολογίσετε µια λύση µε περιθώριο

λάθους ±2.
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΄Ασκηση 11

Η συνάρτηση u ικανοποιεί την εξίσωση Laplace σε όλα τα σηµεία στο τετράγνο

του παραπάνω σχήµατος και έχει συνοριακές συνθήκες που απεικονίζονται.

Χρησιµοποιείστε την µέθοδο SOR για να υπολογίσετε µια λύση µε περιθώριο

λάθους ±2. (Εκµεταλλευτείτε την διαγώνιο συµµετρία και χρησιµοποιείστε µόνο

το µισό σχήµα)
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΄Ασκηση 12

Η συνάρτηση ϱοής y για σταθερή αστρόβιλη ϱοή δυο διαστάσεων, παράλληλη

του επιπέδου xOy , ενός ασυµπίεστου ιδεατού υγρού, ικανοποιεί την εξίσωση

Laplace σε όλα τα σηµεία εσωτερικά του πεδίου της ϱοής. Υπολογίστε µια

αριθµητική λύση µε περιθώριο λάθους ±2 στα κοµβικά σηµεία τετράγωνου

πλέγµατος πλευράς
1

4
, για τη ϱοή µέσα από το κανάλι που ϕαίνεται στην

παρακάτω εικόνα. ∆ίνεται ότι η ABCD είναι η y = 0, η EFG είναι η y = 1 και το y

µεταβάλλεται γραµµικά κατά µήκος των AE και GD.
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΄Ασκηση 13

Στο σχήµα 5.23 η περιοχή που ορίζουν οι ABCD, EFGH αντιπροσωπεύει το ένα

τέταρτο της διατοµής ενός παχύ σωλήνα, η οποία είναι συµµετρική ως προς τις

OA,OD. Η συνάρτηση φ είναι 0 έξω από τα όρια, 1 στα όρια και ικανοποιεί την

εξίσωση

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+ 2 = 0

κάθε εσωτερικό σηµείο. Υπολογίστε µια λύση πεπερασµένων διαφορών µε

περιθώριο λάθους ±2, στα κοµβικά σηµεία ενός τετράγωνου πλέγµατος

πλευράς
1

4
.
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΄Ασκηση 14

Μια συνάρτηση ικανοποιεί την εξίσωση Laplace σε κάθε εσωτερικό σηµείο

ενός τετραγώνου που ορίζεται από τις ευθείες x ± 1, y ± 1, έχει γνωστές

συνοριακές τιµές και είναι συµµετρική ως προς την Ox και Oy . Γράψτε τις πιο

απλές εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών που δίνουν µια προσεγιστική λύση

στα κοµβικά σηµεία τετράγωνου πλέγµατος πλευράς
1

4
. Αποδείξτε ότι οι

µέθοδοι Jacobi και Gauss-Seidel συγκλίνουν. ΄Επίσης επιβεβαιώστε ότι ο

ασυµπτωτικός ϱυθµός σύγκλισης της µεθόδου Gauss-Seidel είναι διπλάσιος της

Jacobi.
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΄Ασκηση 14 - Λύση

΄Εστω a, b, c οι τιµές στα σηµεία (0, 0), ( 1

2
, 0) και ( 1

2
, 1

2
) αντίστοιχα. Οι

εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών σε αυτά τα σηµεία είναι

a − b = σταθερά

−1

4
a + b − 1

2
c = σταθερά

−1

2
b + c = σταθερά

Ο πίνακας των συντελεστών είναι

A =

 1 −1 0

− 1

4
1 − 1

2

0 − 1

2
1

 = I − (L + U) = I −

 0 1 0
1

4
0

1

2

0
1

2
0

 .
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΄Ασκηση 14 - Λύση (συν.)

Οι ιδιοτιµές του πίνακα L + U της µεθόδου Jacobi δίνονται από την λύση της

εξίσωσης ∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

1

4
−λ 1

2

0
1

2
−λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 = λ(λ2 − 1

2
).

Οπότε η ϕασµατική ακτίνα ρ(J) είναι 1/
√

2 < 1, οπότε υπάρχει σύγκλιση.

Ο επαναληπτικός πίνακας της Gauss-Seidel είναι

(I − L)−1
U =

 1 0 0

− 1

4
1 0

0− 1

2
1

−1  0 1 0

0 0
1

2

0 0 0

 =

 1 0 0
1

4
1 0

1

8

1

2
1

 0 1 0

0 0
1

2

0 0 0


=

 0 1 0

0
1

4

1

2

0
1

8

1

4
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΄Ασκηση 14 - Λύση (συν.)

Οι ιδιοτιµές του επαναληπτικού πίνακα της Gauss-Seidel δίνονται από την εξίσωση∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

0 ( 1

4
− λ) 1

2

0
1

8
( 1

4
− λ)

∣∣∣∣∣∣ = 0 = λ2(λ− 1

2
).

Οπότε η ϕασµατική ακτίνα ρ(G) είναι 1/
√

2 < 1, οπότε υπάρχει σύγκλιση.

∆εδοµένου ότι ο ασυµπτωτικός ϱυθµός σύγκλισης προκύπτει από το υπόλοιπο

του λογαρίθµου της ϕασµατικής ακτίνας, ϐγαίνει το αποτέλεσµα.
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