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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή
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Κόκκινη-Μαύρη διάταξη
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Ορισµοί

3 Επαναληπτικές Μέθοδοι
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Φυσική διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Εισαγωγή

Φυσική διάταξη

∆u − f(x, y)
∂u

∂x
− g(x, y)

∂u

∂y
= 0 (1)

στο Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ ℓ1, 0 ≤ y ≤ ℓ2 }.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
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Φυσική διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Φυσική διάταξη

uij = lijui−1,j + rijui+1,j + tijui,j+1 + bijui,j−1 (2)
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i+ 1, j

i, j − 1

iji− 1, j
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)
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hfij

)
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tij =
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1 −
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)
, bij =

k
2

2(k2+h2)

(
1 + 1

2
kgij

)
,

h =
ℓ1

M1 + 1
, k =

ℓ1

M2 + 1
, fij = f(ih, jk), gij = g(ih, jk).
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Φυσική διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Φυσική διάταξη

Au = b (3)

όπου

A =



M1 T1 0
B2 M2 T2

B3 M3 T3

. . .
. . .

. . .

BN−1 MN−1 TN−1

0 BN MN


. (4)
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Φυσική διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη - Παραλληλία.

1 2

3 4

5 6

7 8

9 10

11 12

13 14

15 16

Au = b

όπου

A =

(
D1 F

E D2

)
(5)

D1,D2 διαγώνιοι.
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Ορισµοί

Αδιάσπαστοι πίνακες

Ορισµός

Για n ≥ 2, ο A ∈ Cn×n λέγεται διασπάσιµος (reducible) αν υπάρχει ένας

n × n µεταθετικός πίνακας Ρ τέτοιος ώστε

PAP
T =

[
A11 A12

O A22

]
(6)

όπου A11 είναι ένας r × r υποπίνακας και A22 είναι ένας (n − r)× (n − r)
υποπίνακας, µε 1 ≤ r < n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος µεταθετικός πίνακας τότε ο

Α λέγεται αδιάσπαστος (irreducible).

Εναλλακτικός Ορισµός

΄Ενας πίνακας A τάξης n είναι αδιάσπαστος (irreducible) αν n = 1 ή αν n > 1

και για οποιαδήποτε δεδοµένα µη κενά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα S και

T του συνόλου W των πρώτων n ϑετικών ακεραίων αριθµών τέτοια ώστε

S ∪ T = W , υπάρχει i ∈ S και j ∈ T τέτοια ώστε aij ̸= 0.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Αδιάσπαστοι πίνακες

Η έννοια της διάσπασης είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς το αρχικό σύστηµα

µπορεί να µετασχηµατιστεί στο Au = k , όπου A = PAP
T είναι της µορφής (6).

Στην περίπτωση αυτή έχουµε

A11u1 + A12u2 = k1

A22u2 = k2

(7)

οπότε το αρχικό σύστηµα υποβιβάζεται σε δύο µικρότερης τάξης συστήµατα, τα

οποία διατηρούν µεταξύ τους τη σχέση των εξισώσεων µε τους αγνώστους και

µπορούν να επιλυθούν ανεξάρτητα από το αρχικό σύστηµα.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Ορισµός

΄Ενα κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ισχυρά συνεκτικό αν για κάθε Ϲεύγος

κόµβων (Pi , Pj), υπάρχει ένα µονοπάτι από τον Pi στον Pj και από τον Pj στον Pi .

∆ηλαδή, οι κόµβοι Pi και Pj ϐρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο.

Παράδειγµα

B =
1

4


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0


P1

P3

P2P4

G(B)

Το παραπάνω κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ισχυρά συνεκτικό, γιατί για κάθε

Ϲεύγος κόµβων υπάρχει ένα µονοπάτι.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Παράδειγµα

A =

(
1 1

0 3

)
G(A)

P1 P2

Το παραπάνω κατευθυνόµενο γράφηµα δεν είναι ισχυρά συνεκτικό διότι δεν

υπάρχει µονοπάτι από τον κόµβο P2 προς τον κόµβο P1.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Θεώρηµα

΄Ενας µιγαδικός πίνακας Α τάξης n είναι αδιάσπαστος αν και µόνο αν το

κατευθυνόµενο γράφηµα του G(A) είναι ισχυρά συνεκτικό.

Σηµείωση

΄Οταν ένας πίνακας είναι αδιάσπαστος, όλα τα εκτός της διαγωνίου του

στοιχεία σε κάθε γραµµή ή στήλη του πίνακα δεν είναι µηδενικά.
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Ορισµοί

∆ιαγώνια υπέρτεροι πίνακες

Ορισµός

΄Ενας n × n µιγαδικός πίνακας A = (aij) καλείται διαγώνια υπέρτερος αν

|aii | ≥
n∑

j=1

j ̸=i

|aij | (8)

για όλα τα 1 ≤ i ≤ n. Επιπλέον, ο πίνακας Α καλείται αυστηρά διαγώνια

υπέρτερος αν

|aii | >
n∑

j=1

j ̸=i

|aij | (9)

για όλα τα 1 ≤ i ≤ n.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

∆ιαγώνια υπέρτεροι πίνακες

Ορισµός

Ο πίνακας Α καλείται ασθενώς διαγώνια υπέρτερος αν ο Α είναι διαγώνια

υπέρτερος, µε την (9) να ισχύει για ένα τουλάχιστον i.

΄Οµοια, ο πίνακας Α καλείται αδιάσπαστα διαγώνια υπέρτερος αν ο Α είναι

αδιάσπαστος και διαγώνια υπέρτερος µε την (9) να ισχύει για ένα τουλάχιστον

i, δηλαδή αν είναι αδιάσπαστος και ασθενώς διαγώνια υπέρτερος.
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Ορισµοί

∆ιαγώνια υπέρτεροι πίνακες

Θεώρηµα

΄Εστω A = (aij) ∈ Cn×n
ένας αυστηρά ή αδιάσπαστα διαγώνια υπέρτερος

µιγαδικός πίνακας. Τότε ο πίνακας Α είναι µη ιδιάζων (detA ̸= 0). Αν όλα τα

διαγώνια στοιχεία του Α είναι επίσης και ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί, τότε οι

ιδιοτιµές λi του Α ικανοποιούν την

Reλi > 0, 1 ≤ i ≤ n.

Πόρισµα

Αν ο A = (aij) ∈ Cn×n
είναι ένας Ερµιτιανός αυστηρά διαγώνια υπέρτερος ή

αδιάσπαστα διαγώνια υπέρτερος πίνακας µε ϑετικά και πραγµατικά διαγώνια

στοιχεία, τότε ο Α είναι ϑετικά ορισµένος.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

΄Εστω A ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n × n πίνακας και k το πλήθος των ιδιοτιµών του Α µε µέτρο ρ(A).
Αν k = 1, τότε ο Α λέγεται πρωτεύων. Αν k > 1, τότε ο Α λέγεται κυκλικός µε δείκτη k .

Ορισµός

΄Ενας πίνακας A ∈ Cn×n είναι ασθενώς κυκλικός µε δείκτη k (> 1) αν υπάρχει ένας µεταθετικός

n × n πίνακας Ρ τέτοιος ώστε ο PAP
T να είναι της µορφής

PAP
T =


0 0 ... 0 A1,k

A2,1 0 ... 0 0

0 A3,2 ... 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 0 ... Ak,k−1 0

 (10)

όπου οι µηδενικοί διαγώνιοι υποπίνακες είναι τετραγωνικοί.

Η (10) είναι η κανονική µορφή ενός n × n πίνακα A ≥ 0, ο οποίος είναι κυκλικός µε δείκτη

k(> 1).
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Θεώρηµα

΄Εστω A = (aij) ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n × n πίνακας και G(A) το

κατευθυνόµενο γράφηµά του. Για κάθε κόµβο Pi του G(A), ϑεωρούµε όλα τα

κλειστά µονοπάτια (κύκλους) που συνδέουν το Pi µε τον εαυτό του. Αν Si είναι

το σύνολο όλων των µηκών mi αυτών των κλειστών µονοπατιών και ki είναι ο

Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) των µηκών, δηλαδή

ki = ΜΚ∆mi∈Si
{mi}, 1 ≤ i ≤ n,

τότε k1 = k2 = · · · = kn = k όπου k = 1 όταν ο A είναι πρωτεύων και είναι

κυκλικός µε δείκτη k όταν k > 1.
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Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Παράδειγµα

B1 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0


έχει το κατευθυνόµενο

γράφηµα

G(B1) :

P1 P2

P3P4

Παρατηρούµε ότι για το γράφηµα G(B1) ισχύει ότι

k1 = ΜΚ∆{4, 8, 12, . . . } = 4,

οπότε ο πίνακας B1 είναι κυκλικός µε δείκτη 4.
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Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Παράδειγµα

B2 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


έχει το κατευθυνόµενο

γράφηµα

P1 P2

P3P4

G(B2) :

Παρατηρούµε ότι το γράφηµα G(B2) είναι µη συνεκτικό διότι δεν υπάρχει

µονοπάτι που να συνδέει τους κόµβους P1, P3 µε τους κόµβους P2, P4 και

αντίστροφα, µε αποτέλεσµα ο πίνακας B2 να είναι µη κυκλικός.
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Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

Αν G είναι ένα ισχυρά συνεκτικό και πεπερασµένο κατευθυνόµενο γράφηµα,

τότε το G είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη k > 1, ή ένα πρωτεύων

γράφηµα αν ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης όλων των µηκών των κύκλων του

είναι, αντίστοιχα, k > 1 ή k = 1.
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα (3), όπου ο A ∈ Cn×n, n ≥ 2, ο οποίος έχει

διαµερισθεί στην ακόλουθη µορφή

A =


A1,1 A1,2 ... A1,N

A2,1 A2,2 ... A2,N

.

.

.
.
.
.

.

.

.

AN,1 AN,2 ... AN,N

 , (11)

όπου κάθε διαγώνιος υποπίνακας Ai,i (1 ≤ i ≤ N) είναι τετραγωνικός.

Θεωρούµε ότι ο πίνακας των συντελεστών Α αναλύεται ως ακολούθως

A = D − CL − CU , (12)

και ο κατά οµάδες Jacobi πίνακας του Α που αντιστοιχεί στη διαµέριση (11)

είναι ο

B = I − D
−1

A = L + U (13)

όπου L = D
−1

CL και U = D
−1

CU .
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Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ακόλουθοι πίνακες

A1 =



A1,1 0 ... 0 A1,p

A2,1 A2,2 ... 0 0

0

.
.
.

.
.
. 0 0

0 0

.
.
.

.
.
. 0

0 0 ... Ap,p−1 Ap,p



B1 =



0 0 ... 0 B1,p

B2,1 0 ... 0 0

0 B3,2

.
.
. 0 0

0 0

.
.
.

.
.
. 0

0 0 ... Bp,p−1 0


όπου p ≥ 2.

Ο πίνακας B1 είναι ασθενώς κυκλικός

µε δείκτη p.

A2 =



A1,1 A1,2 0
A2,1 A2,2 A2.3

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
. AN−1,N

0 AN,N−1 AN,N



B2 =



0 B1,2 0
B2,1 0 B2,3

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
. BN−1,N

0 BN,N−1 0


Ο πίνακας B2 µε κατάλληλη µετάθεση

των οµάδων του είναι ασθενώς

κυκλικός µε δείκτη p = 2.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

Αν ο κατά οµάδες πίνακας Jacobi Β της (13) του πίνακα Α της (11) είναι

ασθενώς κυκλικός µε δείκτη p (≥ 2), τότε ο Α είναι p−κυκλικός, σε σχέση µε

τη διαµέριση (11).

Σηµείωση

Αν οι διαγώνιοι υποπίνακες Ai,i της (11) είναι 1 × 1 πίνακες, τότε ο πίνακας

Jacobi είναι ασθενώς δικυκλικός και κατά συνέπεια προκύπτει ότι ο πίνακας Α

είναι δικυκλικός. Ισοδύναµα, ϑα λέµε ότι ο πίνακας Α έχει την ιδιότητα A.

[Young]
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες - Ιδιότητα A

Το γράφηµα ενός πίνακα µε την ιδιότητα A αναπαρίσταται µε ένα διµερές

(bipartite) γράφηµα.

S1 S2

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ένας πίνακας µε την ιδιότητα A µπορεί να

µετατραπεί σε ένα δικυκλικό πίνακα της µορφής(
D1 −F

−E D2

)
(14)

όπου D1,D2 είναι τετραγωνικοί πίνακες.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες - Ιδιότητα A

Αξίζει να σηµειωθεί ότι επιλέγοντας το Ν=2 στην (11), ο πίνακας Β της (13) είναι

της µορφής

B =

[
0 B1,2

B2,1 0

]
, (15)

δηλαδή είναι ένας ασθενώς κυκλικός πίνακας µε δείκτη 2. Με άλλα λόγια,

οποιαδήποτε διαµέριση του πίνακα Α της (11) µε Ν=2, για την οποία οι

διαγώνιοι υποπίνακες είναι µη ιδιάζοντες, είναι τέτοια ώστε ο πίνακας Α να

είναι δικυκλικός.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα 1

Κυκλικό κατευθυνόµενο γράφηµα µε δείκτη p = 5 του πίνακα B1.

Gπ(B1) :

Pπ(2)

Pπ(3)

Pπ(4)

Pπ(5)Pπ(1)

΄Εχει ΜΚ∆=5, οπότε είναι ένα κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα το οποίο

είναι κυκλικό µε δείκτη 5.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

p-κυκλικοί πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα 2

Το κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα B2 για p = 2

Gπ(B2) :

Pπ(1) Pπ(2) Pπ(3) Pπ(4)
Pπ(5)

΄Εχει ΜΚ∆=2, οπότε είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη 2.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Θεώρηµα

΄Εστω ότι το κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του διαµερισµένου

πίνακα Jacobi Β της (13) είναι ισχυρά συνεκτικό. Τότε ο πίνακας Α της (11)

είναι p-κυκλικός αν το κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του

πίνακα Β είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη p.

Ορισµός

Αν ο πίνακας Α της (11) είναι p−κυκλικός, τότε ο Α είναι συνεπώς

διατεταγµένος (consistently ordered) αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα

B(a) = aL + a
−(p−1)

U (16)

που προκύπτει από τον κατά οµάδες πίνακα Jacobi Β της (13) είναι

ανεξάρτητες του α, για a ̸= 0. Κατά συνέπεια και ο πίνακας Β είναι συνεπώς

διατεταγµένος. Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση οι πίνακες Α και Β είναι µη

συνεπώς διατεταγµένοι.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Για το παράδειγµα του πίνακα A1 της (21), έχουµε σύµφωνα µε την (16), ότι

B1(a) =


0 0 ... 0 a

−(p−1)
B1,p

aB2,1 0 ... 0 0

0 aB3,2 ... 0 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 ... aBp,p−1 0

 (17)

και µε απλούς πολλαπλασιασµούς πινάκων έχουµε ότι

B
p

1 (a) = B
p

1

για όλα τα a ̸= 0, δηλαδή, οι ιδιοτιµές του B1(a) είναι ανεξάρτητες του α.

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο πίνακας A1 είναι συνεπώς

διατεταγµένος.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Για το παράδειγµα του πίνακα A2 έχουµε ότι

B2(a)x = λx (18)

όπου x ̸= 0. Η (18) είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων

aBj,j−1Xj−1 +
1

a
Bj,j+1Xj+1 = λXj , 1 ≤ j ≤ N (19)

όπου B1,0 και BN,N+1 είναι µηδενικοί πίνακες. Για Zj =
1

aj−1 Xj , 1 ≤ j ≤ N, η (19)

λαµβάνει τη µορφή

Bj,j−1Zj−1 + Bj,j+1Zj+1 = λZj , 1 ≤ j ≤ N. (20)

Συνεπώς, κάθε ιδιοτιµή λ του B2(a) είναι για a ̸= 0, ιδιοτιµή και του B2

αποδεικνύοντας έτσι ότι ο πίνακας A2 είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς

διατεταγµένος πίνακας.

Συµπέρασµα

Κάθε κατά οµάδες τριδιαγώνιος πίνακας της µορφής (21), µε µη ιδιάζοντες

διαγώνιους υποπίνακες, είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος

πίνακας.

Νικόλαος Μισυρλής Προηγµένοι Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 29 / 61



Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα

1 2

3 4

Σχήµα: Πλέγµα τεσσάρων σηµείων

Παρατήρηση

Ακολουθώντας τη ϕορά 1 → 3 → 4 → 2 → 1 έχουµε δύο τόξα µε ϕορά ίδια

µε αυτή των δεικτών του ϱολογιού και δύο τόξα µε ϕορά αντίθετη µε αυτή των

δεικτών του ϱολογιού. Εποµένως ο πίνακας του συστήµατος που προκύπτει

από αυτά τα 4 σηµεία του πλέγµατος, είναι συνεπώς διατεταγµένος.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες - Γραφήµατα

Στο ακόλουθο σχήµα παρατηρείται ότι ο πίνακας που προκύπτει από την ϕυσική

διάταξη, την κόκκινη µαύρη διάταξη και την κατά διαγωνίους διάταξη των

σηµείων του πλέγµατος είναι επίσης δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος.

1 6 2

7 3 8

4 9 5

1

6

2

7

3

8

4

9

5

1

6

2

73

8

4

9

5

(a) (b) (c)

Σχήµα: (a) Φυσική διάταξη (b) Κόκκινη µαύρη διάταξη (c) Κατά διαγωνίους διάταξη
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες - Γραφήµατα

Σχήµα: Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συναρτησιακές σχέσεις

Τα γραφήµατα αποτελούν επίσης ένα ιδιαίτερα χρήσιµο ϐοήθηµα στην

εύρεση του εκθέτη k στις συναρτησιακές σχέσεις που συνδέουν τις ιδιοτιµές

του επαναληπτικού πίνακα µιας επαναληπτικής µεθόδου µε τις ιδιοτιµές του

αντίστοιχου πίνακα Jacobi, όταν ο πίνακας Α της (11) είναι p-κυκλικός.

USSOR µέθοδος

[ν − (1 − ω)(1 − ω̂)]p = ν
k [νω + ω̂ − ωω̂]|ζL|−k [νω̂ + ω − ωω̂]|ζU |−k · (ω + ω̂ − ωω̂)2k

µ
p

|ζL|, |ζU |: το πλήθος των µη µηδενικών κατά οµάδες υποπινάκων του Β που ϐρίσκονται στους πίνακες L, U,

αντίστοιχα

k =

{
|ηL| + |ηU |, αν p > 2

1, αν p = 2
, 1 ≤ k ≤ [p/2], (21)

[x] : το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού x

|ηL|, |ηU |: το πλήθος των µη µηδενικών κατά οµάδες υποπινάκων που ϐρίσκονται στο κάτω και άνω τριγωνικό

µέρος του πίνακα LU.

Ισχύει επίσης ότι |ζL| ≥ k και |ζU | ≥ k .
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συναρτησιακές σχέσεις - Γραφήµατα

Παράδειγµα

B1 =



0 0 ... 0 B1,p

B2,1 0 ... 0 0

0 B3,2

.
.
. 0 0

0 0

.
.
.

.
.
. 0

0 0 ... Bp,p−1 0


(22)

V1

V6

V5

V4

V3

V2

Παρατηρούµε ότι υπάρχει µόνο ένα διπλής κατεύθυνσης τόξο που ακολουθεί ένα

µονής κατεύθυνσης και κατά συνέπεια είναι k = 1.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Συναρτησιακές σχέσεις - Γραφήµατα

Παράδειγµα

B2 =



0 B1,2 . . . 0

0 0 B2,3 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.
.
.

.

.

.

0 0 0

.
.
. Bp−1,p

Bp,1 0 0 . . . 0


.

έχει το κατευθυνόµενο γράφηµα
V1

V6

V5

V4

V3

V2

Παρατηρούµε ότι υπάρχει µόνο ένα

διπλής κατεύθυνσης τόξο που

ακολουθεί ένα µονής κατεύθυνσης και

κατά συνέπεια είναι k = 1.

B3 =

 0 0 B1,3 0

0 0 0 B2,4

0 B3,2 0 0

B4,1 0 0 0

 .

έχει το κατευθυνόµενο γράφηµα
V1

V4 V3

V2

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν δύο διπλής

κατεύθυνσης τόξα που ακολουθούν

δύο µονής κατεύθυνσης και κατά

συνέπεια είναι k = 2.
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Ορισµοί

Εφαρµογές

Η Κόκκινη-Μαύρη ∆ιάταξη

Μαρκοβιανές Αλυσίδες
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Επαναληπτικές Μέθοδοι - Γενικά

Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Γενικά

Το σύστηµα:

Au = b (23)

Η γενική µορφή των επαναληπτικών µεθόδων είναι

u
(k+1) = Gu

(k) + c, k = 0, 1, 2, . . . (24)

1 Αν σε κάποια επανάληψη ϐρεθεί η λύση του (25), τότε οι επόµενες

επαναλήψεις να παραµείνουν αµετάβλητες (συµβατότητα).

2 Αν η ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζεται απο την (24) συγκλίνει,

τότε συγκλίνει στη λύση του (25) (αµοιβαία συµβατότητα).
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Επαναληπτικές Μέθοδοι - Γενικά

Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Τεχνική preconditioning

Au = b (25)

u = A
−1

b, (26)

R
−1

Au = R
−1

b. (27)

Από την (27) µπορούµε να ορίσουµε την επαναληπτική µέθοδο

u
(k+1) = u

(k) + τR
−1(b − Au

(k)), k = 0, 1, 2, ... (28)

όπου τ ̸= 0 είναι µια πραγµατική παράµετρος, u = (u1, u2) και b = (b1, b2)
T ,

όπου u1, b1 είναι n1 × 1 διανύσµατα και u2, b2 είναι n2 × 1 διανύσµατα.

u
(k+1) = Gτu

(k) + cτ , (29)

Gτ = I − τR
−1

A και cτ = τR
−1

b, (30)
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Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Επαναληπτικές Μέθοδοι - Γενικά

Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Τεχνική preconditioning

Υποθέτουµε λοιπόν ότι ο πίνακας Α έχει τη µορφή

A = D − CL − CU (31)

όπου ο D είναι ένας διαγώνιος πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι τα ίδια µε

τα διαγώνια στοιχεία του A και οι πίνακες −CL, −CU είναι τα αυστηρά κάτω και

άνω τριγωνικά µέρη του Α, αντίστοιχα.

R = D − ωCL (32)

Γι΄ αυτή τη µορφή του R η (28), λόγω της (32), γίνεται

u
(k+1) = u

(k) + τ(I − ωL)−1
D
−1(b − Au

(k)), k = 0, 1, 2, ... (33)

η οποία είναι γνωστή σαν Extrapolated SOR (ESOR) µέθοδος.
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Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Η SOR µέθοδος

Αν ϑέσουµε τ = ω στην ESOR µέθοδο λαµβάνουµε τη δηµοφιλή SOR µέθοδο,

η οποία δίνεται διαδοχικά από τους τύπους

u
(k+1) = u

(k) + ω(I − ωL)−1
D
−1(b − Au

(k)), k = 0, 1, 2, ... (34)

ή

u
(k+1) = Lωu

(k) + ω(I − ωL)−1
c, k = 0, 1, 2, ... (35)

όπου

Lω = I − ω(I − ωL)−1
D
−1

A (36)

ή

Lω = (I − ωL)−1[(I − ωL)I + ωU] (37)

είναι ο επαναληπτικός πίνακας της SOR µεθόδου.
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Θεωρήµατα

Θεώρηµα Romanovsky

΄Εστω A = (aij) ένας n × n ασθενώς κυκλικός πίνακας µε δείκτη k > 1. Τότε

ϕ(t) = det(tI − A) = t
m

r∏
i=1

(tk − σk

i
). (38)

Συµβολίζουµε µε σi µια µη µηδενική ιδιοτιµή του A.
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Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Θεωρήµατα

Θεώρηµα Kahan (1958)

΄Εστω B ένας n × n µιγαδικός πίνακας µε µηδενικά διαγώνια στοιχεία τον οποίο

γράφουµε στη µορφή B = L + U. Αν ο επαναληπτικός πίνακας της SOR

µεθόδου, δίνεται από την (37) τότε για όλα τα ω ∈ R, ισχύει

ρ(Lω) ≥ |ω − 1|, (39)

όπου η ισότητα ισχύει µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του Lω είναι κατά µέτρο ίσες

µε |ω − 1|.

Απόδειξη

΄Εστω ϕ(λ) = det(λI − Lω) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Lω . Αφού ο L

είναι ένας αυστηρά κάτω τριγωνικός πίνακας, ο I − ωL είναι µη ιδιάζων και

καθώς det(I − ωL) = 1, ϑα ισχύει ότι

0 = ϕ(λ) = det(I−ωL) det(λI−Lω) = det{(λ+ω−1)I−ωλL−ωU} (40)
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.... Απόδειξη

Ο σταθερός όρος σ του ϕ(λ), δηλ. το γινόµενο των ιδιοτιµών του Lω ,

λαµβάνεται ϑέτοντας λ = 0 στην (40). Εποµένως,

σ =
n∏

i=1

(−λi(ω)) = det{(ω − 1)I − ωU} = (ω − 1)n. (41)

Κατά συνέπεια,

ρ(Lω) = max
i

|λi(ω)| ≥ |ω − 1|, (42)

όπου η ισότητα ισχύει ίσως µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές της ρ(Lω) είναι κατά

µέτρο ίσες µε |ω − 1|, γεγονός το οποίο συµπληρώνει την απόδειξη.
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Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Θεωρήµατα

Θεώρηµα

Αν ο A είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος πίνακας µε µη µηδενικά διαγώνια

στοιχεία τέτοια ώστε ο B = I − (diagA)−1
A να έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, τότε

ρ(Lω) = ρ̃(Lω) < 1 αν και µόνο αν

0 < ω < 2 (43)

και

ρ(B) < 1. (44)
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Θεωρήµατα

Θεώρηµα 44

΄Εστω B = L + U ένας συνεπώς διατεταγµένος πίνακας, ασθενά κυκλικός µε

δείκτη p. Τότε, για κάθε µιγαδική σταθερά α, β, και γ,

det{γI − αL − βU} = det{γI − (αp−1β)1/p(L + U)}. (45)

Απόδειξη

Για κάθε µιγαδική σταθερά α, β, και γ ισχύει ότι

det{γI − (αL + βU)} =
n∏

i=1

(γ − σi)

ή (46)

det{γI − (αp−1β)1/p(L + U)} =
n∏

i=1

(γ − τi)

όπου τα σi και τi είναι αντίστοιχα, ιδιοτιµές των πινάκων αL + βU και

(αp−1β)1/p(L + U).
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.... Απόδειξη

Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι τα σύνολα {σi}n

i=1 και {τi}n

i=1 ταυτίζονται.

Πράγµατι, αν

α = 0 ή β = 0

τότε ο πίνακας

αL + βU

είναι αυστηρά τριγωνικός, δηλ. κάθε σi = 0 και κάθε τi = 0.

Εποµένως, από την (46) έχουµε

det{γI − (αL + βU)} = det{γI − (αp−1β)1/p(L + U)} (47)

Αν

α ̸= 0 και β ̸= 0

τότε ϑέτουµε

(α/β)1/p ≡ ν.
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.... Απόδειξη

Εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι

αL + βU = (αp−1β)1/p{νL + ν−(p−1)
U}. (48)

Υπό την προϋπόθεση ότι ο πίνακας B = L + U είναι ένας συνεπώς

διατεταγµένος ασθενά κυκλικός πίνακας µε δείκτη p, µπορούµε να ϑέσουµε

ν = 1, οπότε

{σi}n

i=1 ≡ {τi}n

i=1

γεγονός το οποίο αποδεικνύει ότι η (47) ισχύει ξανά. Εποµένως, η απόδειξη

µας έχει ολοκληρωθεί.
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Εύρεση συναρτησιακής σχέσης

Θεώρηµα 47

΄Εστω ότι ο πίνακας A της (11) είναι ένας p-κυκλικός πίνακας συνεπώς

διατεταγµένος µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες Ai,i , 1 ≤ i ≤ N. Αν

ω ̸= 0, λ είναι µια µη µηδενική ιδιοτιµή του πίνακα Lω της (37) και αν ο µ
ικανοποιεί την

(λ+ ω − 1)p = λp−1ωpµp, (49)

τότε η µ είναι µια ιδιοτιµή του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B της (13).

Αντίστροφα, αν µ είναι µια ιδιοτιµή του B και το λ ικανοποιεί την (49), τότε το λ
είναι µια ιδιοτιµή του Lω .

Απόδειξη

Οι ιδιοτιµές του Lω είναι οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

det{λI − Lω} = 0, (50)

η οποία λόγω του ότι ο I − ωL είναι µη ιδιάζων, είναι ισοδύναµη µε

det{(λ+ ω − 1)I − λωL − ωU} = 0. (51)
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.... Απόδειξη

΄Εστω

ϕ(λ) ≡ det{(λ+ ω − 1)I − λωL − ωU}. (52)

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 45 και από την (52), έχουµε ότι

ϕ(λ) = det{(λ+ ω − 1)I − λ(p−1)/pωB}. (53)

Αφού, έχουµε ότι

A είναι p − κυκλικός,

ϑα ισχύει ότι

B, λ(p−1)/pωB είναι ασθενά κυκλικοί µε δείκτη p.

Εποµένως εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Romanovsky προκύπτει ότι

ϕ(λ) = (λ+ ω − 1)m

r∏
i=1

{(λ+ ω − 1)p − λp−1ωpµp

i
}. (54)

όπου

µi ̸= 0 αν r > 1.

Νικόλαος Μισυρλής Προηγµένοι Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 49 / 61



Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι
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Αντίστροφο:

΄Εστω µ µια ιδιοτιµή του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B

και η λ ικανοποιεί την (49).

Τότε, από την (54) έχουµε ότι ένας από τους παράγοντες της ϕ(λ) = 0.

’ρα, η λ είναι µια ιδιοτιµή του Lω . Αποδεικνύεται έτσι το αντίστροφο του

ϑεωρήµατος.

Ευθύ:

΄Εστω ω ̸= 0 και ότι λ µια ιδιοτιµή του Lω , τέτοια ώστε τουλάχιστον ένας

παράγοντας της (54) να µηδενίζεται.

Αν µ ̸= 0 και η µ ικανοποιεί την (49), τότε (λ+ ω − 1) ̸= 0. Εποµένως,

(λ+ ω − 1)p = λp−1ωpµp

i
, (55)

για κάποια i, 1 ≤ i ≤ r , όπου το µi δεν είναι µηδέν. Συνδυάζοντας την (55) µε

την (49), έχουµε ότι

λp−1ωp(µp − µp

i
) = 0 (56)

και επειδή τα λ και ω είναι µη µηδενικά, τότε µp = µp

i
. Λαµβάνοντας p-οστές

ϱίζες, προκύπτει ότι

µ = µi exp
2πir/p

(57)

όπου r είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος που ικανοποιεί την 0 ≤ r < p.Νικόλαος Μισυρλής Προηγµένοι Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 50 / 61
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΄Οµως, λόγω του ότι ο πίνακας B είναι ασθενά κυκλικός, αποδεικνύεται εύκολα

από το ϑεώρηµα του Romanovsky ότι

µ είναι µια ιδιοτιµή τουB.

Αποδεικνύεται έτσι το ευθύ του ϑεωρήµατος.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη έχουµε ότι,

αν ω ̸= 0, τότε

λ είναι µια µη µηδενική ιδιοτιµή του Lω

και το µ = 0 ικανοποιεί την (49), τότε αρκεί να δείξουµε ότι η µ = 0 αποτελεί

µια ιδιοτιµή του B.

Με αυτή όµως την υπόθεση αποδεικνύεται εύκολα από την (53) ότι

ϕ(λ) = det B = 0, αποδεικνύοντας ότι το µ = 0 είναι µια ιδιοτιµή του B,

γεγονός το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Λήµµα

Λήµµα Young

Αν b και c είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε και οι δύο ϱίζες του τριωνύµου

x
2 − bx + c = 0 (58)

είναι κατά µέτρο µικρότερες από το 1, αν και µόνο αν

|c| < 1, |b| < 1 + c. (59)
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Προσδιορισµός ϐέλτιστων παραµέτρων

Θεώρηµα

΄Εστω ο πίνακας A της (11) είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος p-κυκλικός

πίνακας µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες A(i, i), 1 ≤ i ≤ N. Αν όλες

οι ιδιοτιµές p-τάξης του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B είναι πραγµατικές, µη

αρνητικές και 0 ≤ ρ(B) < 1, τότε όταν το ωb ορίζεται από την

(ρ(B)ωb)
p = [pp(p − 1)1−p] · (ωb − 1) (60)

έχουµε

1. ρ(Lωb
) = (ωb − 1)(p − 1)

(61)

2. ρ(Lω) > ρ(Lωb
), για κάθε ω ̸= ωb.

Επίσης, ο κατά οµάδες επαναληπτικός πίνακας Lω της SOR µεθόδου συγκλίνει

για κάθε ω που ϐρίσκεται στο διάστηµα (0, p/p − 1).
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Προσδιορισµός ϐέλτιστων παραµέτρων

Για p = 2, η ωb µπορεί να εκφραστεί ισοδύναµα σαν

ωb =
2

1 +
√

1 − ρ2(B)
= 1 +

(
ρ(B)

1 +
√

1 − ρ2(B)

)2

. (62)

Για λόγους απλότητας, ϑα επαληθεύσουµε ότι η παράµετρος ωb της (62) δίνει

πραγµατικά τη λύση της

min
ω

ρ(Lω) = ρ(Lωb
). (63)

για την ειδική περίπτωση όπου p = 2.
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SOR

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 48, οι ιδιοτιµές λ του κατά οµάδες SOR πίνακα και οι

ιδιοτιµές µ του κατά οµάδες πίνακα Jacobi σχετίζονται µε την

(λ+ ω − 1)2 = λω2µ2, (64)

Για ω ̸= 0 ότι

λ+ ω − 1

ω
= ±λ1/2µ. (65)
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Γραφική παράσταση

(1,1)

gω(λ)

m(λ)

−m(λ)

λ

gω̃(λ)

y

λ̃

θ

Σχήµα: Γραφική παράσταση των gω(λ), gω̃(λ) και m(λ) στην περίπτωση που οι ϱίζες

της (64) είναι πραγµατικές.
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Προσδιορισµός ϐέλτιστων παραµέτρων

Στη συνέχεια ορίζουµε τις συναρτήσεις

gω(λ) =
λ+ ω − 1

ω
, ω ̸= 0, (66)

και

m(λ) = λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) < 1, (67)

όπου η gω(λ) είναι µια ευθεία γραµµή που διέρχεται από το σηµείο (1,1) και

της οποίας η κλίση ϕθίνει όσο αυξάνει το ω.

Η µεγαλύτερη τετµηµένη των δύο σηµείων τοµής ϕθίνει όσο αυξάνει το ω
µέχρι η ευθεία gω(λ) να εφάπτεται στην παραβολή m(λ). Αυτό συµβαίνει όταν

ω̃ =
2

1 +
√

1 − µ2
(68)

και η τετµηµένη λ̃ = ω̃ − 1, όπου τα ω̃ και λ̃, προκύπτουν από τη λύση του

συστήµατος της παραβολής και της εφαπτοµένης της παραβολής (ϐλ.

παράρτηµα).
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Προσδιορισµός ϐέλτιστων παραµέτρων

Για ω > ω̃, το οποίο συµβαίνει όταν η διακρίνουσα της (64) είναι αρνητική,

έχουµε ότι η (64) έχει µιγαδικές συζυγείς ϱίζες µε µέτρο ω − 1, το οποίο

αυξάνει κατά µέτρο όσο αυξάνει το ω.

Εποµένως, για µια σταθερή τιµή µ του B, η τιµή του ω που ελαχιστοποιεί τη ϱίζα

της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής είναι η ω̃.

Η καµπύλη ±m(λ) = ±λ1/2ρ(B) είναι ένας ϕάκελος για όλες τις ευθείες

±λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) και δεδοµένου ότι ισχύει η

ρ(Lωb
) = max

µ
{min

ω
(Lω)}, (69)

συµπεραίνουµε ότι

ρ(Lωb
) = ωb − 1, (70)

όπου το ωb δίνεται από την (62).

Νικόλαος Μισυρλής Προηγµένοι Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 58 / 61



Εισαγωγή

Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γραφήµατα

Επαναληπτικές Μέθοδοι

Επαναληπτικές Μέθοδοι - Γενικά

Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Παράρτηµα ...

Η εξίσωση εφαπτοµένης της παραβολής δίνεται από την

y − y0 = m
′(λ0)(λ− λ0) (71)

όπου

m
′(λ0) = ± µ

2
√
λ0

(72)

Αφού η gω(λ) διέρχεται από το (1,1), το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την (71),

οπότε από τις (71) και (72) προκύπτει ότι

1 − y0 = ± µ

2
√
λ0

(1 − λ0). (73)

Ισχύει επίσης ότι

y0 =
λ0 + ω − 1

ω
(74)

αφού η gω(λ) περιστρέφεται µέχρις ότου να περάσει από το σηµείο επαφής.

Λύνοντας το σύστηµα των (73) και (74) ϐρίσκουµε το σηµείο επαφής

(λ0, y0) =

(
ω2µ2

4
,
ω2µ2 + 4ω − 4

4ω

)
. (75)
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... Παράρτηµα

Το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την παραβολή, οπότε από την (65) έχουµε ότι

y0 = ±√
λ0µ και λόγω της (75) προκύπτει

ω̃ =
2

1 +
√

1 − µ2
και ω̂ =

2

1 −
√

1 − µ2
(76)

Παρατηρούµε ότι

ω̃ < ω̂, (77)

όπου 0 < ω̃ < 2 < ω̂. Επίσης επειδή η λ0, όπως δίνεται από την (75), είναι µια

αύξουσα συνάρτηση ως προς ω, ϑα ισχύει λόγω της (77) ότι λ0(ω̃) < λ0(ω̂),
δηλαδή λ̃0 = λ0(ω̃) = ω̃ − 1.
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