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Κεφάλαιο 4

Ταξινόµηση (Sorting)
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∆εδοµένης µιας ακολουθίας S = {s1, s2, · · · , sn} από n στοιχεία στα οποία

έχει οριστεί η γραµµική διάταξη <, να ϐρεθεί µια νέα ακολουθία

S′ = {s′1, s′2, · · · , s′n} τέτοια ώστε s′i < s′i+1 για i = 1, 2, · · · , n− 1.
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΄Ενα κάτω όριο

Η ταξινόµηση µε σύγκριση ϑεωρητικά µπορεί να µελετηθεί µε δέντρα

απόφασης (decision trees)

Κάθε µία από τις n! µεταθέσεις των n στοιχείων εµφανίζεται σαν ένα από

τα ϕύλλα του δέντρου απόφασης προκειµένου ο αλγόριθµος ταξινόµησης

να ταξινοµεί κανονικά (σωστά)

Ο αριθµός των συγκρίσεων στη χειρότερη περίπτωση αντιστοιχεί µε το

ύψος του δέντρου απόφασης

Κάτω όριο των υψών των δέντρων απόφασης −→ κάτω όριο του χρόνου

εκτέλεσης οποιουδήποτε αλγόριθµου ταξινόµησης µε σύγκριση

Θεώρηµα

΄Ενα δέντρο απόφασης, το οποίο ταξινοµεί n στοιχεία έχει ύψος Ω(n log n)
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΄Ενα κάτω όριο

Απόδειξη.

Επειδή υπάρχουν n! µεταθέσεις των n στοιχείων, το δέντρο πρέπει να έχει τουλάχιστον n!
ϕύλλα. Επειδή ένα δυαδικό δέντρο ύψους h έχει το πολύ 2h ϕύλλα, έχουµε

n! ≤ 2h ή h ≥ log(n!)

επειδή η log είναι µονότονα αύξουσα.

Αλλά από την προσέγγιση Stirling έχουµε

n! ≥
(n
e

)n

, e = 2.71828

συνεπώς

h ≥ log
(n
e

)n

= n logn− n log e

ή

h ≥ Ω(n logn).

΄Αρα ένας αλγόριθµος ταξινόµησης απαιτεί Ω(n logn) πολυπλοκότητα στη χειρότερη περίπτωση.

Συνεπώς για ένα παράλληλο αλγόριθµο ταξινόµησης που χρησιµοποιεί N επεξεργαστές έχουµε

Ω((n logn)/N), N ≤ n logn.
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QUICKSORT

∆ιαδικασία 1: QUICKSORT (S)

αν |S| = 2 και S2 < S1 τότε

S1 ↔ S2

αλλιώς

αν |S| > 2 τότε

(1) {Προσδιορισµός του m, µέσου στοιχείου της S}

SEQUENTIAL SELECT (S, ⌈|S|/2⌉)
(2) {Χωρισµός της S σε δύο υποακολουθίες S1 και S2}

(2.1) S1 ← {si : si ≤ m} και |S1| = ⌈|S|/2⌉
(2.2) S2 ← {si : si ≥ m} και |S2| = ⌈|S|/2⌉

(3) QUICKSORT (S1)
(4) QUICKSORT (S2)

τέλος

τέλος

t(n) = cn+ 2t(n/2), c = σταθερά

t(n) = O(n log n) ϐέλτιστος χρόνος
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BUBBLE SORT

Ν περάσµατα γίνονται συγκρίνοντας/ανταλλάσσοντας γειτονικές τιµές.

Οι µεγαλύτερες τιµές καταλήγουν στο κάτω µέρος.

Μετά το πέρασµα m, οι m µεγαλύτερες τιµές ϐρίσκονται στις m
τελευταίες ϑέσεις του πίνακα.

Or~nal 4 2 7 a 5 1 3 6 se ence: 

1
4 t ~ 21 0 @] @] DJ 0 ~ 
0 14 t ~ 11 @] @] DJ 0 ~ 

Phase 1 0 ~ 11 t= ~a I @] DJ 0 ~ 
Place 0 ~ 0 I at ~ s j DJ 0 ~ lar~bst nu er 

0 0 ~ ~ @] I at ~ 1 I 0 
0 ~ 0 @] DJ I at= ~ 3 I ~ 
0 ~ 0 @] DJ 0 I at ~ 61 
1
2 t ~ 4 1 0 @] DJ 0 ~ @] 
0 1

4 t ~ 11 @] DJ 0 ~ @] 
Phase2 0 ~ 1

7 t ~ s 1 DJ 0 ~ @] Pia le nex 
@] ~ @] 1

7 t ~1 1 0 ~ largest 0 
number 

Time 
g6sh (United States) 

) After pass 1 , the largest 
LI 

I values is in it's location 

Σχήµα: Σειριακός αλγόριθµος Bubble Sort
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BUBBLE SORT

Πολυπλοκότητα: O(n2)

Πολύ αργή αλλά εύκολα παραλληλοποιήσιµη

Μπορεί να χρησιµοποιηθεί η τεχνική της σωλήνωσης

Po P1 P2 P3 P4 p 
5 Pe P1 

I ~ ~ I D D D D D D 
D I k - ~ D D D D D Phase 1 

I ~ ~ I I ~ ~ D D D D -4 
3 Phase 2 
ct> 

D I ~ ~ I I ~ ~ I D D D Phase 3 

I k ~ I I F1 I I F 1 D D 
D I k~ I I F1 I I F1 I D 

Σχήµα: Bubble Sort µε την τεχνική της σωλήνωσης
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα SIMD υπολογιστή όπου οι επεξεργαστές είναι

συνδεδεµένοι όπως στο σχήµα:

P1 P2 P3 P4 P5

Σχήµα: Σύνδεση επεξεργαστών

Ο αλγόριθµος που ϑα αναπτυχθεί για την ταξινόµηση της ακολουθίας

S = {s1, s2, · · · , sn} χρησιµοποιεί n επεξεργαστές P1, P2, · · · , PN .
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Αρχικά

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

6 5 9 2 4 3 5 1 7 5 8

5 6 2 9 3 4 1 5 5 7 8

5 2 6 3 9 1 4 5 5 7 8

2 5 3 6 1 9 4 5 5 7 8

2 3 5 1 6 4 9 5 5 7 8

2 3 1 5 4 6 5 9 5 7 8

2 1 3 4 5 5 6 5 9 7 8

1 2 3 4 5 5 5 6 7 9 8

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

7 8 91 2 3 4 5 5 5 6

Μετά

βήμα:

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

Σχήµα: Ακολουθία ταξινόµησης 11 στοιχείων µε τη διαδικασία ODD-EVEN

TRANSPOSITION
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Po P1 P2 P3 P4 Ps Ps Py 

40 2 70 8 50 1 3 0 6 

2 4 0 7 8 0 1 5 0 3 6 

20 4 70 1 aC 3 5 0 6 
--t 
3 2 4 0 1 7 0 3 8 C s 6 (1) 

2 ~ • 1 4 3 7 5 8 6 

2 0 3 4 0 5 7 0 6 8 

10 2 50 6 7 0 8 
1 2 0 3 4 0 5 8 

Σχήµα: Odd-even(Bubble Sort)
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

∆ιαδικασία 2: ODD-EVEN TRANSPOSITION (S)

για j = 1 έως ⌈n/2⌉ κάνε
(1) για i = 1, 3, · · · , έως 2⌊n/2⌋ − 1 κάνε παράλληλα

αν xi > xi+1 τότε

xi ↔ xi+1

τέλος

τέλος

(2) για i = 2, 4, · · · , έως 2⌊(n− 1)/2⌋ − 1 κάνε παράλληλα

αν xi > xi+1 τότε

xi ↔ xi+1

τέλος

τέλος

τέλος
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου ο επεξεργαστής Pi έχει ένα

στοιχείο xi, i = 1, 2, · · · , n
Αρχικά xi = si
Ο αλγόριθµος επαναλαµβάνει στην ουσία δύο ϐήµατα:

1 όλοι οι περιττοί επεξεργαστές Pi λαµβάνουν το xi+1 από τον Pi+1. Αν

xi > xi+1 τότε οι Pi και Pi+1 ανταλλάσουν τα στοιχεία τους

2 όλοι οι άρτιοι επεξεργαστές εκτελούν την ίδια εργασία όπως οι περιττοί στο

πρώτο ϐήµα

Μετά από ⌈n/2⌉ επαναλήψεις αυτών των δύο ϐηµάτων ϑα έχουν

τελειώσει όλες οι ανταλλαγές των στοιχείων
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Ανάλυση

t(n) = O(n), p(n) = n, c(n) = O(n2)

άρα δεν είναι ϐέλτιστος.

Παρατηρήσεις

- Πετυχαίνει σε σχέση µε την Quicksort µια ταχύτητα O(log n)

- Χρησιµοποιεί µεγάλο αριθµό επεξεργαστών

- ∆εν είναι ϐέλτιστου κόστους
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Sequential Merging

∆ίνονται δυο ταξινοµηµένες ακολουθίες A = {a1, a2, . . . , ar} και

B = {b1, b2, . . . , bs} σε αύξουσα διάταξη.

Θέλουµε να συγχωνεύσουµε τις A και B και να σχηµατίσουµε την C η

οποία ϑα ειναι επίσης ταξινοµηµένη σε αύξουσα διάταξη

Η όλη διαδικασία εκτελείται σε έναν απλό επεξεργαστή. Μπορεί να γίνει

σύµφωνα µε τον ακόλουθο αλγόριθµο:

Αρχικά οι δείκτες τοποθετούνται στα στοιχεία a1 και b1, αντίστοιχα. Το

µικρότερο από τα a1 και b1 τοποθετείται στο c1 και ο δείκτης της

ακολουθίας από την οποία προήλθε το c1 προχωράει κατά 1 ϑέση.

Στη συνέχεια συγκρίνονται τα δυο στοιχεία που δείχνουν οι δείκτες, το

µικρότερο τοποθετείται στο c2 και µετακινείται ο αντίστοιχος δεικτης

Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν όλα τα στοιχεία των A και B έχουν

µετακινηθεί στην C .
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∆ιαδικασία 3: SEQUENTIAL MERGE

� Βήµα 1: (1.1) i← 1
(1.2) j ← 1

� Βήµα 2:

για k = 1 έως r + s κάνε

αν ai < bj τότε
(i) ck ← ai
(ii) i← i+ 1

αλλιώς

(i) ck ← bj
(ii) j ← j + 1

τέλος

τέλος

Πολυπλοκότητα: Η συνάρτηση παίρνει τις ακολουθίες A και B σαν είσοδο και

τυπώνει την ακολουθία C . Αφού κάθε σύγκριση µας οδηγεί στον ορισµό ενός

στοιχείου της C , υπάρχουν ακριβώς r + s συγκρίσεις και στη χειρότερη

περίπτωση όπου r = s = n ο αλγόριθµος τρέχει σε Ω(n) χρόνο. ΄Αρα ο

χρόνος της SEQUENTIAL MERGE είναι ϐέλτιστος.
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Νέος Αλγόριθµος

Υποθέτουµε ότι κάθε ένας Pi από τους N < n επεξεργαστές έχει µία

υποακολουθία si της S µήκους n/N (προσθέτουµε εικονικά στοιχεία αν το n
δεν είναι πολ/σιο του N ).

Στον νέο αλγόριθµο οι συγκρίσεις - ανταλλαγές αντικαθίστανται µε συγχώνευση

- χωρισµό στις υποακολουθίες.

Στο ϐήµα 1 κάθε επεξεργαστής Pi ταξινοµεί την Si µε την QUICKSORT.

Στο ϐήµα 2.1 κάθε περιττός επεξεργαστής συγχωνεύει τις δύο υποακολουθίες

Si και Si+1 σε µία ταξινοµηµένη ακολουθία S′
i = {s′1, s′2, · · · , s′2b/N}. ∆ιατηρεί

το πρώτο µέρος της S′
i και καταχωρεί στον γειτονικό του επεξεργαστή Pi+1 το

δεύτερο τµήµα.
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Το ϐήµα 2.2 είναι το ίδιο µε το 2.1 εκτός ότι αυτή τη ϕορά χρησιµοποιούνται οι

άρτιοι επεξεργαστές.

Μετά από ⌈N/2⌉ επαναλήψεις έχουν τελειώσει όλες οι ανταλλαγές των

στοιχείων µεταξύ δύο επεξεργαστών. Στο τέλος η ακολουθία

S = {s1, s2, · · · , sN} είναι ταξινοµηµένη.
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

P1 P2 P3 P4

Αρχικά {8, 2, 5} {10, 1, 7} {3, 12, 6} {11, 4, 9}

{2, 5, 8} {1, 7, 10} {3, 6, 12} {4, 9, 11}

{1, 2, 5} {7, 8, 10} {3, 4, 6} {9, 11, 12}

{1, 2, 5} {3, 4, 6} {7, 8, 10}

{1, 2, 3} {4, 5, 6} {7, 8, 9} {10, 11, 12}

{9, 11, 12}

{1, 2, 3} {4, 5, 6} {7, 8, 9} {10, 11, 12}

Μετά

βήμα:

(1)

(2.1)

(2.2)

(2.1)

(2.2)

S = {8, 2, 5, 10, 1, 7, 3, 12, 6, 11, 4, 9}, N = 4, n = 12

Σχήµα: Ακολουθία ταξινόµησης 12 στοιχείων µε τη διαδικασία MERGE SPLIT
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

∆ιαδικασία 4: MERGE SPLIT (S)

� Βήµα 1

για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

QUICKSORT (Si)
τέλος

� Βήµα 2

για j = 1 έως ⌈N/2⌉ κάνε
(2.1) για i = 1, 3, · · · , έως 2⌈N/2⌉ − 1 κάνε παράλληλα

(i) SEQUENTIAL MERGE (Si, Si+1, S
′
i)

(ii) Si ← {s′1, s′2, · · · , s′n/N}
(iii) Si+1 ← {S′

(n/N)+1, S
′
(n/N)+2, · · · , S

′
2n/N}

τέλος

(2.2) για i = 2, 4, · · · , έως 2⌊(N − 1)/2⌋ κάνε παράλληλα

(i) SEQUENTIAL MERGE (Si, Si+1, S
′
i)

(ii) Si+1 ← {s′1, s′2, · · · , s′n/N}
(iii) Si+1 ← {S′

(n/N)+1, S
′
(n/N)+2, · · · , S

′
2n/N}

τέλος

τέλος
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Ταξινόµηση σε ένα µονοδιάστατο πίνακα επεξεργαστών

Ανάλυση

Το Βήµα 1 απαιτεί O((n/N) log(n/N)) ϐήµατα. Μεταφορά της Si+1 στον Pi,

συγχώνευση µε SEQUENTIAL MERGE, και επιστροφή της Si+1 στον Pi+1

απαιτούν O(n/N) χρόνο. Συνεπώς

t(n) = O((n/N) log(n/N)) + ⌈N/2⌉ ·O(n/N)

= O((n log n)/N) +O(n)

c(n) = O(n log n) +O(nN)

το οποίο είναι ϐέλτιστο όταν N ≤ log n.
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Επέκταση σε τοπολογία διδιάστατου πλέγµατος
Η λογική της µεθόδου της Odd-Even Transposition µπορεί να επεκταθεί κατάλληλα και σε

παραπάνω από µία διαστάσεις, όπως για παράδειγµα σε τοπολογία διδάστατου πλέγµατος.

Μπορούµε να εκµεταλευτούµε το µεγαλύτερο αριθµό συνδέσµων επικοινωνίας που προσφέρει

µια τέτοια τοπολογία έναντι του απλόυ γραµµικού δικτύου, και να καταλήξουµε σε πολυπλοκότητα

χρόνου ολοκλήρωσης αρκετά καλύτερη από αυτή που ϑα επιτυγχανόταν αν εφαρµοζόταν στην

τοπολογία διδιάστατου πλέγµατος ένας αλγόριθµος ταξινόµησης γραµµικού δικτύου. Ο

αλγόριθµος αυτός είναι ο αλγόριθµος της Shear-Sort, ο οποίος µπορεί να ταξινοµήσει ένα

σύνολο n2
στοιχείων σε ένα πλέγµα διαστάσεων n× n σε παράλληλο χρόνο O(n logn). Ο

στόχος του αλγορίθµου είναι η ταξινόµηση των στοιχείων του διδαστατου πλέγµατος σε διάταξη

ϕιδιού, όπως ϕαίνεται στο σχήµα, κάτι το οποίο είναι σύνηθες για αντίστοιχους αλγορίθµους σε

τοπολογίες διδιάστατου πλέγµατος.

• Final sorted list 
-- could be row 
by row or 
snakelike. 

Smallest 
number 

Largest 
number 
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Επέκταση σε τοπολογία διδιάστατου πλέγµατος

Αναλυτικότερα, υποθέτοντας αρχικά ότι έχουµε στη διάθεση µας τλοσους

επεξεργαστές όσους τα στοιχεία της ακολουθίας (έστω ότι ϑέλουµε να

ταξινοµήσουµε ένα σύνολο n2 στοιχείων σε ένα πλέγµα διαστάσεων n× n ή

ισιδύναµα µια ακολουθία n στοιχείων σε ένα πλέγµα διαστάσεων
√
n×
√
n),

και ότι αρχικά κάθε επεξεργαστής του πλέγµατος κατέχει ένα στοιχείο της

ακολουθίας, ο αλγόριθµος Shear-Sort περιγράφεται από το ακόλουθο σχήµα.

Tcomm = Tcomp = O(
√
n log

√
n)
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Επέκταση σε τοπολογία διδιάστατου πλέγµατος

Σχήµα: Αλγόριθµος Shear-sort σε πλέγµα 4× 4 (3 ϕάσεις ταξινόµησης γραµµών και 2

ϕάσεις ταξινόµησης στηλών)

Μ. Λουκά ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΙ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 31 Ιουλίου 2025 24 / 1



Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

Υποθέτουµε ότι έχουµε το SM SIMD CRCW µοντέλο, όπου οι συγκρούσεις

γραφής (προσπάθεια γραφής διαφορετικών δεδοµένων στην ίδια ϑέση

µνήµης) επιλύονται µε την αποθήκευση του αθροίσµατος των ακεραίων στη

διεύθυνση αυτή.

Υποθέτουµε επίσης ότι n2 επεξεργαστές είναι διαθέσιµοι στο CRCW µοντέλο

για την ταξινόµηση της ακολουθίας S = {s1, s2, ..., sn}.
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

Ο αλγόριθµος της ταξινόµησης ϐασίζεται στην ιδέα της ταξινόµησης µε

απαρίθµηση. Η ϑέση του κάθε στοιχείου si της S στην ταξινοµηµένη ακολουθία

προσδιορίζεται µε τον υπολογισµό του ci που συµβολίζει το πλήθος των

στοιχείων µικρότερα από αυτό. Αν si = sj τότε σαν µεγαλύτερο λαµβάνεται το

si αν i > j, διαφορετικά λαµβάνεται το sj .

Από τη στιγµή που έχουν υπολογιστεί όλα τα ci, το si τοποθετείται στη ϑέση

1 + ci της ταξινοµηµένης ακολουθίας.

Για ευκολία υποθέτουµε ότι οι επεξεργαστές αποτελούν ένα διδιάστατο πίνακα.
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

S s1 s2 sn

C c1 c2 cn

P (1, 1) P (1, 2) P (1, n)

P (2, 1) P (2, 2) P (2, n)

P (n, n)P (n, 2)P (n, 1)

διαμοιρασμένη

μνήμη

διάταξη επεξεργαστών

Σχήµα: ∆ιαµοιραζόµενη µνήµη και διάταξη επεξεργαστών στο CRCW SM SIMD µοντέλο
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

∆ιαδικασία 5: CRCW SORT (S)

� Βήµα 1

για i = 1 έως n κάνε παράλληλα

για j = 1 έως n κάνε παράλληλα

αν (si > sj) ή (si = sj και i > j) τότε
ο P (i, j) γράφει 1 στην ci

αλλιώς

ο P (i, j) γράφει 0 στην ci
τέλος

τέλος

τέλος

� Βήµα 2

για i = 1 έως n κάνε παράλληλα

ο P (i, 1) αποθηκεύει το si στη ϑέση 1 + ci του S
τέλος
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

Η διαµοιραζόµενη µνήµη περιέχει δύο πίνακες:

πίνακας S ← αρχική ακολουθία

πίνακας C ← πλήθος των στοιχείων ci που είναι µικρότερα του si

Η τελική ταξινοµηµένη ακολουθία καταχωρείται στον πίνακα S.

Η i−οστή σειρά των επεξεργαστών ¨είναι υπεύθυνη¨ για το στοιχείο si: οι

επεξεργαστές P (i, 1), P (i, 2), ..., P (i, n) υπολογίζουν το ci και αποθηκεύουν

το si στη ϑέση ci + 1.

t(n) = O(1)!

p(n) = n2

c(n) = c(n2) : όχι ϐέλτιστο κόστος
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

Παράδειγµα

S = {5, 1, 4, 5}

κάθε στοιχείο si διαβάζεται ταυτόχρονα από όλους τους επεξεργαστές

στην i γραµµή και i στήλη

όλοι οι επεξεργαστές σε µια δεδοµένη γραµµή γράφουν στην ίδια ϑέση

µνήµης.
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Ταξινόµηση στο CRCW Μοντέλο

P (1, 1) P (1, 2) P (1, 3)

P (2, 1) P (2, 2) P (2, 3)

P (3, 3)P (3, 2)P (3, 1)

P (1, 4) C S

P (2, 4)

P (3, 4)

S

P (4, 3)P (4, 2)P (4, 1) P (4, 4)

s1

s1

s1

s1

5 5,5 5, 2 5,4 5,5 2 2

0 42,5

4,5

5,5

1 5

3 55,4

4,4

2 ,52 , 2

4, 2

5, 25,5

4,5

2 ,52

4

5

Σχήµα: Παράδειγµα για S = {5, 1, 4, 5}
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Σκοπός µας είναι να σχεδιάσουµε έναν αλγόριθµο, ο οποίος δεν απαιτεί

ταυτόχρονη γραφή και χρησιµοποιεί ένα µικρό αριθµό αριθµό επεξεργαστών.

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιηθεί πάλι ένας αλγόριθµος συγχώνευσης για την

ταξινόµηση (CREW MERGE).
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα (CREW SM SIMD) υπολογιστή µε Ν επεξεργαστές

P1, P2, ..., PN για την ταξινόµηση της ακολουθίας S = s1, s2, ..., sN , όπου

N ≤ n. Τα στοιχεία της S κατανέµονται οµοιόµορφα µεταξύ των N
επεξεργαστών

(
⌈ nN ⌉

)
στοιχεία ανά επεξεργαστή).

Κάθε επεξεργαστής ταξινοµεί την ακολουθία του µε τη χρήση της

QUICKSORT.

Οι N ταξινοµηµένες υποακολουθίες συγχωνεύονται ανά δύο, ταυτόχρονα,

µε τη χρήση της CREW MERGE για κάθε Ϲευγάρι.

Οι προκύπτουσες ακολουθίες συγχωνεύονται ξανά κατά Ϲεύγη µέχρις

ότου ληφθεί µια ακολουθία µε n στοιχεία.

Στη συνέχεια δίνεται ο αλγόριθµος, όπου Sk
j συµβολίζει τη συγχωνευµένη

ακολουθία και P k
j τους επεξεργαστές που έκαναν τη συγχώνευση.
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

∆ιαδικασία 6: CREW SORT (S)

� Βήµα 1

για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi

(1.1) διαβάζει µια διακεκριµένη υποακολουθία Si του S µεγέθους n/N
(1.2) QUICKSORT (Si)
(1.3) S1

i ← Si

(1.4) P 1
i ← {Pi}

τέλος
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

� Βήµα 2

(2.1) u← 1
(2.2) v ← N
(2.3) όσο v > 1 κάνε

(2.3.1) για m = 1 έως ⌊v/2⌋ κάνε παράλληλα

(i) P u+1
m ← P u

2m−1 ∪ P u
2m

(ii) Οι επεξεργαστές του συνόλου P u+1
m εκτελούν την CREW MERGE

(Su
2m−1, S

u
2m, Su+1

m )

τέλος

(2.3.2) αν v είναι περιττό τότε

(i) P u+1
⌈v/2⌉ ← P u

v

(ii) Su+1
⌈v/2⌉ ← Su

v

τέλος

(2.3.3) u← u+ 1
(2.3.4) v ← ⌈v/2⌉

τέλος
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Ανάλυση

Η QUICKSORT απαιτεί O(( n
N ) log( n

N )) χρόνο.

Σε κάθε επανάληψη του ϐήµατος 2.3 συγχωνεύονται ⌊v2⌋ Ϲεύγη υπακολουθιών

µε
n

⌊ v
2
⌋ στοιχεία για κάθε Ϲεύγος µε τη χρήση

N
⌊ v
2
⌋ επεξεργαστών για κάθε

Ϲεύγος.

Η CREW MERGE απαιτεί O ([(n/⌊v/2⌋) / (N/⌊v/2⌋)] + log(n/⌊v/2⌋)),
δηλαδή O(n/N + log n) χρόνο.
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Επειδή το ϐήµα 2.3 επαναλαµβάνεται ⌊logN⌋ ϕορές, ο συνολικός χρόνος της

CREW SORT είναι

t(n) = O
(( n

N

)
log

( n

N

))
︸ ︷︷ ︸

QUICKSORT

+O
(( n

N

)
logN + log n logN

)
=

= O
(( n

N

)
log n+ log2 n

)
Επειδή p(n) = N , το κόστος είναι c(n) = O(n log n+N log2 n) το οποίο

είναι ϐέλτιστο για N ≤ n/log n.
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Παράδειγµα

΄Εστω S = {2, 8, 5, 10, 15, 1, 12, 6, 14, 3, 11, 7, 9, 4, 13, 16} και N = 4.

΄Εχουµε n = 16 και
n
N = 4, άρα στο Βήµα 1 οι επεξεργαστές P1, P2, P3 και P4

λαµβάνουν τις υπακολουθίες:

S1 = {2, 8, 5, 10}, S2 = {15, 1, 12, 6}, S3 = {14, 3, 11, 7} και

S4 = {9, 4, 13, 16}

αντίστοιχα, τις οποίες ταξινοµούν τοπικά. Στο τέλος του ϐήµατος 1, ϑα έχουµε:

S1
1 = {2, 5, 8, 10}, S1

2 = {1, 6, 12, 15}, S1
3 = {3, 7, 11, 14}, S1

4 = {4, 9, 13, 16}

P 1
1 = {P1}, P 1

2 = {P2}, P 1
3 = {P3}, P 1

4 = {P4}
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Ταξινόµηση στο CREW Μοντέλο

Στην πρώτη επανάληψη του ϐήµατος 2.3 οι επεξεργαστές στο

P 2
1 = P 1

1 ∪ P 1
2 = {P1, P2} συγχωνεύουν τα στοιχεία των S1

1 και S1
2 για το

σχηµατισµό της

S2
1 = {1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, 15}.

Ταυτόχρονα οι επεξεργαστές του P 2
2 = P 1

3 ∪ P 1
4 = {P3, P4} συγχωνεύουν τις

S1
3 και S1

4 στην

S2
2 = {3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16}.

Στη δεύτερη επανάληψη οι επεξεργαστές στο

P 3
1 = P 2

1 ∪ P 2
2 = {P1, P2, P3, P4} συγχωνεύουν τις S2

1 και S2
2 στην

S3
1 = {1, 2, ..., 16}.
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Ταξινόµηση στο EREW Μοντέλο

Υπόθεση

΄Εχουµε στη διάθεσή µας Ν επεξεργαστές P1, P2, ..., PN σε ένα EREW SM

SIMD υπολογιστή για την ταξινόµηση της ακολουθίας S = {s1, s2, ..., sn}, όπου

N < n.
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Προσοµοίωση της CREW SORT

Ο απλούστερος τρόπος προκειµένου να αποφευχθεί το ταυτόχρονο διάβασµα

στην CREW SORT είναι να χρησιµοποιηθεί η MULTIPLE BROADCAST. Η

προσοµοίωση αυτή της CREW SORT στο EREW µοντέλο απαιτεί

t(n) = O((n/N) log n+ log n logN)× logN︸ ︷︷ ︸
BROADCAST

=

= O(((n/N) + logN) log n logN)

µε κόστος

c(n) = O((n+N logN) log n logN)

το οποίο δεν είναι ϐέλτιστο.
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Ταξινόµηση χωρίς συγκρούσεις διαβάσµατος

Η αντικατάσταση της CREW MERGE µε την EREW MERGE εξαλείφει το πρόβληµα

της σύγκρουσης του διαβάσµατος. Το ϐήµα αυτό απαιτεί

O((n/N) + log n logN) και επειδή υπάρχουν logN επαναλήψεις, ο

συνολικός χρόνος ϑα είναι :

t(n) = O((n/N) log(n/N)) +O((n/N) logN + log n log2N) =

= O(((n/N) + log2 n) log n)

µε κόστος

c(n) = O((n+N log2 n) log n)

το οποίο είναι ϐέλτιστο όταν N ≤ n log2 n.
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Ταξινόµηση µε επιλογή

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιείται πάλι η QUICKSORT. Σηµειώνουµε ότι

N < n και µπορούµε να γράψουµε N = n1−x, όπου 0 < x < 1.

΄Εστω mi συµβολίζει το ⌈i(n/21/x)⌉-οστό µικρότερο στοιχείο της S για

1 ≤ i ≤ 2
1
x − 1. Τα mi διαιρούν την S σε 2

1
x υποακολουθίες µήκους

n

2
1
x

η

κάθε µία. Αυτές οι υποακολουθίες συµβολίζονται µε

S1, S2, ..., Sj , Sj+1, Sj+2, ..., S2j

όπου j = 2(
1
x
)−1

και ικανοποιούν την ιδιότητα: Κάθε στοιχείο της Si είναι

µικρότερο ή ίσο µε κάθε στοιχείο της Si+1 για 1 ≤ i ≤ 2j − 1 (ϐλ. σχήµα).

Η εργασία της υποδιαίρεσης µπορεί τώρα να εκτελεστεί αναδροµικά σε κάθε

µία από τις υποακολουθίες Si µέχρις ότου όλη η υποακολουθία S ταξινοµηθεί.
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Ταξινόµηση µε επιλογή

m1 m2 mj mj+1 m2j−1

n/21/x n/21/x n/21/x n/21/x n/21/xn/21/x

S1 S2 Sj Sj+1 S2j−1 S2j

Σχήµα: ∆ιαίρεση ακολουθίας για ταξινόµηση µε επιλογή

2j = 2
1
x , j = 2

1
x
−1

και κάθε στοιχείο της Si είναι µικρότερο ή ίσο από κάθε

στοιχείο της Si+1 για 1 ≤ i ≤ 2j − 1.

Επίσης N < n,N = n1−x, 0 < x < 1,mi

⌈
i
(

n

2
1
x

)⌉
-οστό µικρότερο στοιχείο

της S, 1 ≤ i ≤ 2
1
x − 1. Τα mi διαιρούν την S σε 2

1
x υποακολουθίες µεγέθους

n

2
1
x

η κάθε µία.
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Ταξινόµηση µε επιλογή

Ο αλγόριθµος εκτελείται παράλληλα καλώντας αρχικά την PARALLEL SELECT για

τον προσδιορισµό των στοιχείων mi και στη συνέχεια της δηµιουργίας των

υποακολουθιών Si. Ο αλγόριθµος εφαρµόζεται παράλληλα στις

υποακολουθίες

S1, S2, ..., Sj

χρησιµοποιώντας N/j επεξεργαστές για κάθε υποακολουθία. Στη συνέχεια

γίνεται το ίδιο για κάθε υποακολουθία από τις

Sj+1, Sj+2, ..., S2j

Ας σηµειωθεί ότι ο αριθµός των επεξεργαστών για την ταξινόµηση κάθε

υποακολουθίας µεγέθους n/21/x, είναι n1−x/2(1/x)−1, δηλαδή ακριβώς ίσος

µε όσο απαιτεί µια κανονική αναδροµή (n/21/x)1−x.
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Ταξινόµηση µε επιλογή

Το 21/x ϑα είναι ένας ακέραιος πεπερασµένου µεγέθους, πράγµα που

εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός ορίου στον εκτελέσιµο χρόνο καθώς και ότι όλα

τα mi υπάρχουν. Αρχικά οι Ν διαθέσιµοι επεξεργαστές υπολογίζουν το x από

την N = n1−x. Αν το x δεν ικανοποιεί τις συνθήκες:

(i)

⌈
1

x

⌉
≤ 10(1) (π.χ.) και (ii) n ≥ 2⌈

1
x
⌉(2)

τότε ο µικρότερος πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος του x που ικανοποιεί τα

(i) και (ii) λαµβάνεται ο x. ΄Εστω k = 2⌈
1
x
⌉
, τότε ο αλγόριθµος δίνεται από την

EREW SORT.

(1)
Εξασφαλίζει ότι ο 2

1
x είναι ακέραιος πεπερασµένου µεγέθους.

(2)
Εξασφαλίζει ότι τα mi ϑα ϐρεθούν.
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Ταξινόµηση µε επιλογή

∆ιαδικασία 7: EREW SORT (S)

αν |S| ≤ k τότε

QUICKSORT(S)

αλλιώς

(1) για i = 1 έως k − 1 κάνε

PARALLEL SELECT(S, ⌈ i|S|k ⌉) {ϐρίσκει το mi}

τέλος

(2) S1 ← {s ∈ S : s ≤ m1}
(3) για i = 2 έως k − 1 κάνε

Si ← {s ∈ S : mi−1 ≤ s ≤ mi}
τέλος

(4) Sk ← {s ∈ S : s ≥ mk−1}
(5) για i = 1 έως

k
2 κάνε παράλληλα

EREW SORT(Si)

τέλος

(6) για i = (k2 + 1) έως k κάνε παράλληλα

EREW SORT(Si)

τέλος

τέλος
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Σηµειώνεται ότι η ακολουθία Si (ϐλ.βήµατα 2-4) δηµιουργείται µε τη µέθοδο που

σχετίζεται µε την PARALLEL SELECT.

Στο ϐήµα 3 τα στοιχεία της S µικρότερα από το mi και µεγαλύτερα ή ίσα του

mi−1 τοποθετουνται πρώτα στην Si. Αν |Si| <
⌈
|S|
k

⌉
, τότε στοιχεία ίσα µε το mi

προστίθενται στο Si έτσι ώστε είτε |Si| = ⌈ |S|k ⌉ ή δεν υπάρχουν (έχουν

αποµείνει) για να προστεθούν στην Si.

Τα ϐήµατα 2 και 4 εκτελούνται ανάλογα.
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Παράδειγµα

΄Εστω S = {5, 9, 12, 16, 18, 2, 10, 13, 17, 4, 7, 18, 18, 11, 3, 17, 20, 19, 14, 8,
5, 17, 1, 11, 15, 10, 6}.

Είναι n = 27 και έχουµε 5 επεξεργαστές P1, P2, P3, P4 και P5, δηλαδή N = 5.

Συνεπώς 5 = 271−x ⇒ x ≃ 0.5, k = 2⌈
1
x
⌉ = 4, και

m1 = 6,m2 = 11 και m3 = 17.
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Στο ϐήµα 5 εφαρµόζεται αναδροµικά ο αλγόριθµος και ταυτόχρονα στις S1 και

S2. Επειδή |S1| = |S2| = 7 και ⌊71−x⌋ = 2 άρα 2 επεξεργαστές

χρησιµοποιούνται για την ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας S1 και S2 ο πέµπτος

παραµένει ανενεργός.

Για την S1 οι επεξεργαστές P1 και P2 υπολογίζουν τα m1 = 2,m2 = 4 και

m3 = 5 και δηµιουργούνται οι τέσσερεις υποακολουθίες {1, 2}, {3, 4}, {5, 5}
και {6} κάθε µία από τις οποίες είναι ήδη ταξινοµηµένη.

Για την S2, οι επεξεργαστές P3 και P4 υπολογίζουν τα m1 = 8,m2 = 10 και

m3 = 11 και τις υποακολουθίες {7, 8}, {9, 10}, {10, 11} και {11} που ήδη

είναι ταξινοµηµένες.
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Στο ϐήµα 6, ο αλγόριθµος εφαρµόζεται αναδροµικά και ταυτόχρονα στις S3 και

S4. Επειδή |S3| = 7 και |S4| = 6, όλα τα mi υπάρχουν. Αρχικά οι Ν διαθέσιµοι

επεξεργαστές υπολογίζουν το x από την N = n1−x. Αν το x δεν ικανοποιεί τις

συνθήκες:

(i)

⌈
1

x

⌉
≤ 10(3) (π.χ.) και (ii) n ≥ 2⌈

1
x
⌉(4)

τότε ο µικρότερος πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος του x που ικανοποιεί την

(i) και (ii) λαµβάνεται ο x. ΄Εστω k = 2⌈
1
x
⌉
, τότε ο αλγόριθµος δίνεται από την

EREW SORT.

(3)
Εξασφαλίζει ότι ο 2

1
x είναι ακέραιος πεπερασµένου µεγέθους.

(4)
Εξασφαλίζει ότι τα mi ϑα ϐρεθούν.
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5 19 12 16 18 2 10 13 17 4 7 18 18 11 3 17 20 19 14 8 5 17 1 15 10 6

5 2 4 3 5 1 6 9 10 7 8 10 11 11 12 16 13 14 5 17 17 18 18 18

11

20 19 17

1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 10 11 11 12 16 13 14 15 17 17 18 18 18 20 19 17

1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 10 11 11 12 13 14 15 16 17 17 17 18 18 18 19 20

Αρχικά

S

m1 m2 m3

S1 S2 S3 S4
Μετά το βήμα (4)

S3 S4
Μετά το βήμα (5)

Μετά το βήμα (6)

Σχήµα: Ακολουθία S µετά το ϐήµα 5
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Τα 71−x και 61−x στρογγυλεύονται στο 2 και έτσι δύο επεξεργαστές

χρησιµοποιούνται για την ταξινόµηση κάθε µιας από τις δύο υποακολουθίες S3

και S4.

Για την S3,m1 = 13,m2 = 15 και m3 = 17 και δηµιουργούνται οι τέσσερις

υποακολουθίες {12, 13}, {14, 15}, {16, 17} και {17} κάθε µία από τις οποίες

είναι ήδη ταξινοµηµένη.

Για την S4, έχουµε m1 = 18,m2 = 18 και m3 = 20, οπότε προκύπτουν οι

τέσσερις υποακολουθίες {17, 18}, {18, 18}, {19, 20} και µια κενή.

Η ακολουθία S µετά το ϐήµα 5 παρουσιάζεται στο Σχήµα ;;.
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Ανάλυση

Ο χρόνος για την EREW SORT είναι :

t(n) = cnx︸︷︷︸
PARALLEL

SELECT

+ 2t
(n
k

)
= O(nx log n)

Επειδή p(n) = n1−x,

c(n) = p(n)t(n) = O(n log n)

το οποίο είναι ϐέλτιστο. Να σηµειωθεί ότι αφού n1−x < n/ log n η ϐέλτιστη

σχέση κόστους περιορίζεται στο διάστηµα N < n/ log n.
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Η διαδικασία EREW SORT έχει εποµένως την ίδια απόδοση µε την CREW SORT.

(i) Χρησιµοποιεί έναν αριθµό επεξεργαστών Ν που είναι υπογραµµικός ως

προς το µέγεθος της εισόδου n και προσαρµόζεται σε αυτό.

(ii) ΄Εχει µικρό χρόνο εκτέλεσης που ποικίλλει αντιστρόφως ανάλογα µε το N, και

(iii) το κόστος της είναι ϐέλτιστο για N < n/ log n.

Η διαδικασία EREW SORT έχει το πρόσθετο πλεονέκτηµα, ϕυσικά, ότι εκτελείται

σε ένα ασθενέστερο µοντέλο υπολογισµού που δεν επιτρέπει πολλαπλές

λειτουργίες ανάγνωσης από την ίδια ϑέση µνήµης.
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Είναι επίσης ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι η διαδικασία EREW SORT είναι

ένα «καθρέφτισµα» της διαδικασίας CREW SORT µε τον ακόλουθο τρόπο. Και οι

δύο αλγόριθµοι µπορούν να µοντελοποιηθούν ϑεωρητικά µε ένα δυαδικό

δέντρο. Στη διαδικασία CREW SORT, οι υποακολουθίες εισάγονται στα ϕύλλα,

µία υποακολουθία ανά ϕύλλο, και ταξινοµούνται τοπικά. Στη συνέχεια,

συγχωνεύονται ανά Ϲεύγη από τους γονικούς κόµβους µέχρι να παραχθεί το

αποτέλεσµα στη ϱίζα. Αντίθετα, στη διαδικασία EREW SORT, η ακολουθία που ϑα

ταξινοµηθεί εισάγεται στη ϱίζα και στη συνέχεια χωρίζεται σε δύο ανεξάρτητες

υποακολουθίες {S1, S2, . . . , Sj} και {Sj+1, Sj+2, . . . , S2j}, η διαίρεση

συνεχίζεται σε κάθε κόµβο, το ϕύλλο λαµβάνει µια υποακολουθία που, αφού

ταξινοµηθεί τοπικά, παράγεται ως έξοδος.
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