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1. Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα θέσης

˃ιάνυσµα θέσης: ένα δέσµιο διάνυσµα, µε αρχή του στην αρχή των αξόνων. Καθώς ο 
χρόνος t µεταβάλλεται, η κορυφή του διανύσµατος κινείται µαζί µε το κινούµενο σηµείο 
Ρ και διαγράφει µια καµπύλη στον χώρο, την τροχιά του κινητού  

𝑟(t) = x t , y t , z t  = x t  ଙ̂ + 𝑦 𝑡  ଚ̂ + z t  𝒌෡ 



1.  Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα ταχύτητας

˃ιάνυσµα ταχύτητας: Το διάνυσµα της στιγµιαίας ταχύτητας 𝜐⃗(t) (instantaneous 
velocity) εφάπτεται της τροχιάς σε κάθε σηµείο της.  

𝜐⃗ t =
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
 ଙ̂ +

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
 ଚ̂ +

𝑑𝑧 𝑡

𝑑𝑡
 𝒌෡ = 𝜐௫ଙ̂ + 𝜐௬ ଚ̂ + 𝜐௭𝒌෡

𝜐௫ = 𝑥̇ 𝑡 =  
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

𝜐௬ = 𝑦̇ 𝑡 =  
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

𝜐௭ = 𝑧̇ 𝑡 =  
𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
 

Κάθε συνιστώσα του διανύσµατος της στιγµιαίας 
ταχύτητας ενός κινητού ισούται µε τον στιγµιαίο 
ρυθµό µεταβολής της αντίστοιχης συντεταγµένης. 



1.  Μοναδιαίο διάνυσμα 𝒖ෝ𝑻

˃ιάνυσµα ταχύτητας: Το διάνυσµα της στιγµιαίας ταχύτητας 𝜐⃗(t) (instantaneous 
velocity) εφάπτεται της τροχιάς σε κάθε σηµείο της.  

𝑢஋ෞ 𝑡 =
1

𝜐 𝑡
𝜐(𝑡)

Μοναδιαίο διάνυσµα εφαπτόµενο πάντα της 
τροχίας (στην κατεύθυνση της κίνησης). 
 
Αλλάζει συνεχώς διεύθυνση για αυτό έχει 
εξάρτηση µε το χρόνο t. 

𝜐⃗(𝑡)
𝜐ᇱ(𝑡)

𝑢஋′෢ 𝑡 =
1

𝜐′ 𝑡
𝜐′(𝑡)

𝑑𝑢஋ෞ = 𝑢஋′෢ − 𝑢஋ෞ



1.  Προσδιορίζοντας το μοναδιαίο διάνυσμα 𝒖ෝ𝚴

Εφαρµογή 1: Να δειχθεί ότι το 
𝒅𝒖𝑻ෞ (𝒕)

𝒅𝒕
 είναι κάθετο στο 𝒖𝑻ෞ(𝒕) 

𝑢ෞ் 𝑡   µοναδιαίο ⇒ 𝑢ෞ் 𝑡 ȉ 𝑢ෞ் 𝑡 = 𝑢ෞ் 𝑡 𝑢ෞ் 𝑡 cos 0௢ = 1

⇒  
ௗ

ௗ௧
(𝑢ෞ் 𝑡 ȉ 𝑢ෞ் 𝑡 ) = 0 

⇒  2 𝑢ෞ் 𝑡 ȉ  
ௗ௨೅ෞ (௧)

ௗ௧
= 0 

⇒   𝒖𝑻ෞ 𝒕 ȉ  
𝒅𝒖𝑻ෞ (𝒕)

𝒅𝒕
= 𝟎 

Αν το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 

Α & Β  είναι  Α ȉ  Β = 0  τότε Α ⊥ Β 

Αφού   
ௗ௨೅ෞ (௧)

ௗ௧
 ⊥  𝑢ෞ் 𝑡  τότε γράφουµε  

 ௗ௨೅ෞ (௧)

ௗ௧
=

ௗ௨೅ෞ ௧

ௗ௧
𝑢ேෞ 𝑡  

 
Όπου 𝑢ேෞ 𝑡  είναι µοναδιαίο διάνυσµα, κάθετο στην τροχιά (και στο 𝒖𝑻ෞ(𝒕)). 
 Έχει κατεύθυνση προς την κοίλη πλευρά της τροχιάς.  
   



1.  Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα επιτάχυνσης

˃ιάνυσµα επιτάχυνσης:  Για καµπύλη τροχιά, το διάνυσµα της στιγµιαίας επιτάχυνσης 
𝛼⃗(t) κατευθύνεται πάντα προς την κοίλη πλευρά της τροχιάς. Η επιτάχυνση είναι 
εφαπτόµενη στην τροχιά µόνο αν το κινητό κινείται σε ευθεία γραµµή.  

𝑎⃗ t =
𝑑𝜐௫ 𝑡

𝑑𝑡
 ଙ̂ +

𝑑𝜐௬ 𝑡

𝑑𝑡
 ଚ̂ +

𝑑𝜐௭ 𝑡

𝑑𝑡
 𝒌෡ = 𝑎௫ଙ̂ + 𝑎௬ ଚ̂ + 𝑎௭𝒌෡

𝛼௫ =  
𝑑𝜐௫

𝑑𝑡
=

𝑑 𝑥 
ଶ (𝑡)

𝑑𝑡ଶ
= 𝑥̈ 𝑡

𝛼௬ =
𝑑𝜐௬

𝑑𝑡
=  

𝑑 𝑦 
ଶ (𝑡)

𝑑𝑡ଶ
= 𝑦̈ 𝑡

𝛼௭ =
𝑑𝜐௭

𝑑𝑡
=

𝑑 𝑧 
ଶ (𝑡)

𝑑𝑡ଶ
= 𝑧̈ 𝑡

 

Κάθε συνιστώσα του διανύσµατος της στιγµιαίας 
επιτάχυνσης ενός κινητού ισούται µε τον στιγµιαίο 
ρυθµό µεταβολής της αντίστοιχης συνιστώσας της 
ταχύτητάς του. 



1.  Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα επιτάχυνσης

Εφαρµογή 2: Να δειχθεί ότι η επιτάχυνση µπορεί να αναλυθεί σε 2 συνιστώσες : 
𝛼⃗(𝑡) = 𝛼஋𝑢ෞ் 𝑡 +  𝛼ே𝑢ேෞ .   Η πρώτη παράλληλη και η δεύτερη κάθετη στην τροχιά.  

𝜐 𝑡 = 𝜐 𝑡  𝑢ෞ் 𝑡

⇒ 𝛼⃗ 𝑡 =
ௗజ ௧

ௗ௧
= (

ௗ జ ௧

ௗ௧
) 𝑢ෞ் 𝑡 + 𝜐 𝑡

𝒅𝒖𝑻ෞ

𝒅𝒕

⇒  𝛼⃗ 𝑡 = (
ௗ జ ௧

ௗ௧
) 𝑢ෞ் 𝑡 + 𝜐 𝑡

𝒅𝒖𝑻ෞ 𝒕

𝒅𝒕
𝒖𝑵ෞ 𝒕

𝛼ఁ 𝑡 ≡ 𝛼‖ 𝑡 =
ௗ జ ௧

ௗ௧
=

ௗ௩(௧)

ௗ௧

⇒

𝛼ே 𝑡 ≡ 𝛼ୄ 𝑡 = 𝜐 𝑡
ௗ௨೅ෞ ௧

ௗ௧
= 𝑣(𝑡)

ௗ௨೅ෞ ௧

ௗ௧

Όπου     𝑣(𝑡) ≡ 𝜐⃗ 𝑡  

Εφαρµογή 1



1.  Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα επιτάχυνσης

Εφαρµογή 3:  Να δειχθεί ότι 
𝒅 𝝊 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶 𝒖𝑻ෞ =

𝒂 𝝊

𝝊
     

 
 
 
Σύνθετη συνάρτηση µιας µεταβλητής 𝜐 (𝑡) → g(t)=f(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡) ). Ολική παράγωγος της g ως 
προς t 
𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝒅𝒙̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝒅𝒚̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧̇

𝒅𝒛̇

𝒅𝒕
 

                                                        
 
 

𝑓 = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇)

𝑥̇ = 𝑥̇ 𝑡 , 𝑦̇ = 𝑦̇ 𝑡 , 𝑧̇ = 𝑧̇ 𝑡

Πραγµατική συνάρτηση 3 µεταβλητών όπου  
η κάθε µια µεταβλητή είναι συνάρτηση του t𝜐⃗ = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇) = 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ

𝜐⃗ (𝑡)= f(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡) )



Παράγωγος  σύνθετης  συνάρτησης μιας μεταβλητής

Έστω  συνάρτηση  𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡  όπου µε τη σειρά τους οι µεταβλητές x1, x2, … , xn 

είναι και αυτές συναρτήσεις µιας άλλης µεταβλητής t.  ˃ηλαδή ισχύει 
 

f = f(x1, x2, … , xn) 
 
x1 = x1(t), x2=x2(t), ….. , xn=xn(t) 
  
 
Ορίζεται σύνθετη συνάρτηση µιας µεταβλητής h(t) = f( x1(t), x2(t), … , xn(t) ) 

 
 
Η ολική παράγωγος της συνάρτησης g ως προς t είναι η εξής: 
 

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ

𝑑𝑥ଵ

𝑑𝑡
+  … …  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥௡

𝑑𝑥௡

𝑑𝑡
 

                                                        

                                                    =  ∑   
డ௙

డ௫೔

ௗ௫೔

ௗ௧
௡
௜ୀଵ  

 
 



1.  Επεξηγηματικό μαθηματικό συμπλήρωμα 

𝜐⃗ = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇) = 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ

𝑓 = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇)

𝑥̇ = 𝑥̇ 𝑡 , 𝑦̇ = 𝑦̇ 𝑡 , 𝑧̇ = 𝑧̇ 𝑡

(F(h(x)))′ = F ′ (h(x)) · h′(x)   

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇
= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  𝑥̇

𝜐⃗ (𝑡)= f(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡) )

𝑑 𝜐⃗

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝒅𝒙̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝒅𝒚̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧̇

𝒅𝒛̇

𝒅𝒕

Το µέτρο της ταχύτητας είναι µια συνάρτηση f , η οποία έχει 3 
µεταβλητές όπου η κάθε µια µεταβλητή είναι συνάρτηση του t

𝑥̈ =
𝑑𝑥̇

𝑑𝑥
, 𝑦̈ =

𝑑𝑦̇

𝑑𝑥
,

̇
𝑧̈ =

𝑑𝑧̇

𝑑𝑥
,

Πώς να υπολογίσω τις µερικές παραγώγους 
𝜕𝑓

𝜕𝑥̇
  

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝜕𝑓

𝜕𝑧̇

Προς στιγµή θεώρησε ότι έχουµε µια συνάρτηση  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ

Η f είναι µια σύνθετη συνάρτηση 𝑓 = 𝐹 ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑧  Όπου ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕𝐹(ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑧 )

𝜕𝑥
=

𝝏𝑭

𝝏𝒉

𝜕ℎ

𝜕𝑥
=

𝒅𝑭

𝒅𝒉

𝜕ℎ

𝜕𝑥
=

1

2 ℎ
2𝑥 =

𝑥

𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ

Αντικατέστησε τώρα 𝑥 → 𝑥̇

Ανάλογα 𝜕𝑓

𝜕𝑦̇
= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  𝑦̇
𝜕𝑓

𝜕𝑧̇
= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  𝑧̇

Θυµήσου τον γενικό κανόνα που είχαµε δώσει για συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Γενικεύεται και για 
συναρτήσεις h πολλών µεταβλητών αλλά ο 2ος όρος θα είναι µερική παράγωγος!

𝐹(ℎ) = ℎ



1.  Βασικά μεγέθη: Διάνυσμα επιτάχυνσης

Εφαρµογή 3:  Να δειχθεί ότι 
𝒅 𝝊 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶 𝒖𝑻ෞ =

𝒂 𝝊

𝝊
     

𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇) =  𝜐 = 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ

𝑑 𝜐

𝑑𝑡
=

1

2
 (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  2𝑥̇ 𝒙̈ +
1

2
 (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  2𝑦̇ 𝑦̈ +
1

2
 (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ  2𝑧̇ 𝒛̈ =

1

2
 (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ)ିଵ

ଶൗ   2 𝑥̇𝑥̈ + 𝑦̇𝑦̈ + 𝑧̇𝑧̈ =
1

2
 

2𝑥̇𝑥̈ +  2𝑦̇𝑦̈ + 2𝑧̇𝑧̈

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ
  =

1

𝜐⃗
𝑥̇𝑥̈ +  𝑦̇𝑦̈ + 𝑧̇𝑧̈ =

1

𝜐
𝜐 𝛼⃗ = 𝛼⃗ 𝑢ෞ்

𝛼ఁ 𝑡 ≡ 𝛼‖ 𝑡 =
ௗ జ ௧

ௗ௧
= 𝛼⃗ 𝑢ෞ்                  𝛼ே 𝑡 ≡ 𝛼ୄ 𝑡 = 𝜐⃗ 𝑡

ௗ௨೅ෞ ௧

ௗ௧

Εποµένως µπορούµε να γράψουµε τις 2 συνιστώσες της επιτάχυνσης ως εξής:

 
 
 
Σύνθετη συνάρτηση µιας µεταβλητής 𝜐 (𝑡) → g(t)=f(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡) ). Ολική παράγωγος της g ως 
προς t 
𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝒅𝒙̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝒅𝒚̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧̇

𝒅𝒛̇

𝒅𝒕
 

                                                        
 
 

𝑓 = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇)

𝑥̇ = 𝑥̇ 𝑡 , 𝑦̇ = 𝑦̇ 𝑡 , 𝑧̇ = 𝑧̇ 𝑡

Πραγµατική συνάρτηση 3 µεταβλητών όπου  
η κάθε µια µεταβλητή είναι συνάρτηση του t

Ουσιαστικά είναι η προβολή της επιτάχυνσης 
στη διεύθυνση του  𝑢ෞ்  



1. Συνιστώσες επιτάχυνσης : Σύνοψη

𝛼⃗ = 𝛼ఁ 𝑡 𝑢ෞ் 𝑡 + 𝛼ே 𝑡 𝑢ேෞ 𝑡

𝛼ఁ 𝑡 ≡ 𝛼‖ 𝑡 =
𝑑 𝜐 𝑡

𝑑𝑡
= 𝜶 𝒖𝑻ෞ

𝛼ே 𝑡 ≡ 𝛼ୄ 𝑡 = 𝝊 𝒕
𝒅𝒖𝑻ෞ 𝒕

𝒅𝒕
=

𝜐(𝑡)

𝑹

ଶ

Εποµένως, το διάνυσµα της επιτάχυνσης µπορεί να αναλυθεί ως εξής Προβολή του 𝛼⃗ στη 
διεύθυνση του 𝑢ෞ் . 
(Εσ. γινόµενο είναι 
βαθµωτό). 

Συµπεράσµατα 
 

• Η µεταβολή στο µέτρο της ταχύτητας (δηλαδή
ௗ జ ௧

ௗ௧
≠ 0) εισάγει συνιστώσα της 

επιτάχυνσης κατά τη διεύθυνση του διανύσµατος της 𝜐⃗ ή 𝑢ෞ். ˃ηλαδή 𝛼ఁ 𝑡 ≠ 0.

• Στην περίπτωση που το µέτρο της ταχύτητας παραµένει σταθερό ( 𝜐⃗ 𝑡 =c), τότε η 
αλλαγή και µόνο στη διεύθυνση της ταχύτητας (αλλαγή διεύθυνσης 𝑢ෞ்  & 𝑢ேෞ  ) 
εισάγει συνιστώσα της επιτάχυνσης κάθετη στην ταχύτητα. ˃ηλαδή 𝛼அ 𝑡 ≠ 0. 

Ακτίνα καµπυλότητας 



𝛼ே 𝑡 = 𝜐 𝑡
𝑑𝑢ෞ் 𝑡

𝑑𝑡
=

𝜐(𝑡)

𝑅

ଶ

= 0

(α) Επιτάχυνση 𝜶 παράλληλη στην ταχύτητα 𝝊  (β) Μέτρο ταχύτητας 𝝊  = c κατά µήκος καµπύλης 
τροχιάς. Αλλάζει µόνο η κατεύθυνσή της 

(γ) Μέτρο ταχύτητας 𝝊  αυξάνει κατά µήκος 
καµπύλης τροχιάς 

(δ) Μέτρο ταχύτητας 𝝊  µειώνεται κατά µήκος 
καµπύλης τροχιάς 

Μέτρο ταχύτητας 
αλλάζει αλλά όχι η 
διεύθυνση 

Επιτάχυνση 𝛼⃗ κάθετη στην 
τροχιά 

Επιτάχυνση 𝛼⃗ έχει και µικρή 
συνιστώσα στην κατεύθυνση 𝑢ෞ்  

Επιτάχυνση 𝛼⃗ έχει και µικρή 
συνιστώσα αντίθετη στην 
κατεύθυνση 𝑢ෞ்  

0 ∞

𝛼ఁ 𝑡 =
𝑑 𝜐⃗ 𝑡

𝑑𝑡
= 0

0

𝛼ఁ 𝑡 =
𝑑 𝜐⃗ 𝑡

𝑑𝑡
> 0 𝛼ఁ 𝑡 =

𝑑 𝜐⃗ 𝑡

𝑑𝑡
< 0

1. Συνιστώσες επιτάχυνσης : Σύνοψη



2.  Βασικά μεγέθη σε καρτεσιανές συντεταγμένες

Εφαρµογή 4: Για κίνηση σε επίπεδο να βρεθούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες τα 

𝑢ෞ் ,  
ௗ௨೅ෞ

ௗ௧
, 𝑢ேෞ , 𝑎ே και 𝛼஋. 

𝒖𝑻ෞ = 𝑢ෞ் 𝑡 =
జ

జ
=

ଵ

௫̇మା௬̇మ

𝑥̇ 
𝑦̇

= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
షభ

మ⁄ 𝑥̇ 
𝑦̇

  όπου 𝑥̇ =
ௗ௫(௧)

ௗ௧
και 𝑦̇ =

ௗ௬(௧)

ௗ௧
 

 
 
𝒅𝒖𝑻ෞ

𝒅𝒕
=

𝑑

𝑑𝑡
{(𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)

ିଵ
ଶൗ  }

𝑥̇ 
𝑦̇

+ (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
ିଵ

ଶൗ  
𝑑

𝑑𝑡

𝑥̇ 
𝑦̇

=
𝑑

𝑑𝑡
{(𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)

ିଵ
ଶൗ  }

𝑥̇ 
𝑦̇

+ (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
ିଵ

ଶൗ  

𝑑𝑥̇

𝑑𝑡
 

𝑑𝑦̇

𝑑𝑡

 = +
−1

2
(𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)

ିଷ
ଶൗ  2𝑥̇𝑥̈ + 2𝑦̇𝑦̈

𝑥̇ 
𝑦̇

+ (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
ିଵ

ଶൗ 𝑥̈ 
𝑦̈

 =  
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̈ 
𝑦̈

−
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

𝑥̇ଶ𝑥̈ + 𝑥̇𝑦̇𝑦̈

𝑥̇𝑥̈𝑦̇ + 𝑦̇ଶ𝑦̈

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝑑𝑥̇

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝑑𝑦̇

𝑑𝑡

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
= 𝑓 𝑥̇, 𝑦̇ = 𝑔(𝑡)

 
Εφάρµοσε τους ίδιους κανόνες 
όπως στην διαφάνεια #19 
για να υπολογίσεις το  

𝑑

𝑑𝑡
{(𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)

ିଵ
ଶൗ  }



2.  Βασικά μεγέθη σε καρτεσιανές συντεταγμένες

Εφαρµογή 4: Για κίνηση σε επίπεδο να βρεθούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες τα 

𝑢ෞ் ,  
ௗ௨೅ෞ

ௗ௧
, 𝑢ேෞ , 𝑎ே και 𝛼஋. 

𝒖𝑻ෞ = 𝑢ෞ் 𝑡 =
జ

జ
=

ଵ

௫̇మା௬̇మ

𝑥̇ 
𝑦̇

= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
షభ

మ⁄ 𝑥̇ 
𝑦̇

  όπου 𝑥̇ =
ௗ௫(௧)

ௗ௧
και 𝑦̇ =

ௗ௬(௧)

ௗ௧
 

 

𝒅𝒖𝑻ෞ

𝒅𝒕
    =

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̈ 
𝑦̈

−
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

𝑥̇ଶ𝑥̈ + 𝑥̇𝑦̇𝑦̈

𝑥̇𝑥̈𝑦̇ + 𝑦̇ଶ𝑦̈

= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
షయ

మ⁄ 𝑥̈𝑥̇ଶ + 𝑥̈𝑦̇ଶ − 𝑥̇ଶ𝑥̈ − 𝑥̇𝑦̇𝑦̈

𝑦̈𝑥̇ଶ + 𝑦̈𝑦̇ଶ −  𝑥̇𝑥̈𝑦̇ − 𝑦̇ଶ𝑦̈
= (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)

షయ
మ⁄ −𝑦̇(𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ ) 

   𝑥̇(𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇) 

        =
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇
   𝑥̇

 



𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇
   𝑥̇

= 𝜥
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇
   𝑥̇

 

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢ෞ் 𝑡

𝑑𝑡
𝑢ேෞ 𝑡

𝑢ேෞ =

𝑑𝑢ෞ்
𝑑𝑡

𝑑𝑢ෞ் 𝑡
𝑑𝑡

=

𝜥
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝜥
−𝑦̇

   𝑥̇
= ±

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇

   𝑥̇

 

𝑑𝑢ෞ் 𝑡

𝑑𝑡
=  (𝜥)ଶ

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
(−𝑦̇)ଶ+(𝜥)ଶ

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
(𝑥̇)ଶ= 𝜥

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
= 𝜥 = 

Κ,  Κ>0

-Κ,  Κ<0

Εφαρµογή 4: Για κίνηση σε επίπεδο να βρεθούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες τα 

𝑢ෞ் ,  
ௗ௨೅ෞ

ௗ௧
, 𝑢ேෞ , 𝑎ே και 𝛼஋. 

2.  Βασικά μεγέθη σε καρτεσιανές συντεταγμένες

𝑢ෞ் = (𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)
ିଵ

ଶൗ 𝑥̇ 
𝑦̇

Προσοχή: το πρόσηµο εξαρτάται  
από το πρόσηµο του K και ουσιαστικά 
από το πρόσηµο του “𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ ”. 
Επιλέγεται το “+” αν Κ>0



𝛼ఁ 𝑡 =
𝑑 𝜐 𝑡

𝑑𝑡

𝜐 𝑡 = 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ 
𝛼ே 𝑡 = 𝜐 𝑡

𝑑𝑢ෞ் 𝑡

𝑑𝑡

𝑑 𝜐 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ =

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝒅𝒙̇

𝒅𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝒅𝒚̇

𝒅𝒕
 

𝑑𝑢ෞ் 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
= 𝜥  

𝛼் 𝑡 =
𝑥̇𝑥̈ + 𝑦̇𝑦̈

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

 

𝛼ே 𝑡 =  𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
= 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
=

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

(𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ)ଶ
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ =

=
𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ =

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ = ±

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

Εφαρµογή 4: Για κίνηση σε επίπεδο να βρεθούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες τα 

𝑢ෞ் ,  
ௗ௨೅ෞ

ௗ௧
, 𝑢ேෞ , 𝑎ே και 𝛼஋. 

2.  Βασικά μεγέθη σε καρτεσιανές συντεταγμένες

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥̇

𝑑𝑥̇

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦̇

𝑑𝑦̇

𝑑𝑡

𝑓(𝑥̇, 𝑦̇) = 𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

Εφάρµοσε τους ίδιους κανόνες όπως στη 
διαφάνεια #19  για να υπολογίσεις το  

𝑑

𝑑𝑡
𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

=
1

2

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
(2𝑥̇)𝒙̈ +

1

2

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
(2𝑦̇)𝒚̈ =

𝑥̇𝑥̈ + 𝑦̇𝑦̈

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

Το πρόσηµο εξαρτάται  
από αυτό του K και άρα 
 του “𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ ”.  
Επιλέγεται το “+” αν Κ>0



𝛼் 𝑡 =
𝑥̇𝑥̈ + 𝑦̇𝑦̈

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

 

𝛼ே 𝑡 =  
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ = ±

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ
 

𝑢ෞ் =
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

𝑥̇ 
𝑦̇

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇
   𝑥̇

𝑢ேෞ = ±
1

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

−𝑦̇
   𝑥̇

 

2.  Βασικά μεγέθη σε καρτεσιανές συντεταγμένες

Εφαρµογή 4: Για κίνηση σε επίπεδο να βρεθούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες τα 

𝑢ෞ் ,  
ௗ௨೅ෞ

ௗ௧
, 𝑢ேෞ , 𝑎ே και 𝛼஋. 

Κ =  
𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ 

𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ

Το πρόσηµο εξαρτάται  
από αυτό του K και άρα 
 του “𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ ”.  
Επιλέγεται το “+” αν Κ>0

Το πρόσηµο εξαρτάται  
από αυτό του K και άρα 
 του “𝑥̇𝑦̈ − 𝑥̈𝑦̇ ”.  
Επιλέγεται το “+” αν Κ>0



3.  Παράδειγμα υπολογισμών: Κυκλική τροχιά

Παράδειγµα:Έστω κυκλική τροχιά µε ακτίνα R > 0: 

𝑟 𝑡 =
𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜑(𝑡)
𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑(𝑡)

𝑧଴

   ⇒   𝜐⃗ 𝑡 =

−𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑡   
𝑑𝜑(𝑡)

𝑑𝑡

𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜑(𝑡)
𝑑𝜑(𝑡)

𝑑𝑡
0

⟺  𝜐⃗ 𝑡 = 𝑅 𝜑̇(𝑡)
− 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑡  

𝑐𝑜𝑠 𝜑(𝑡)
0

 

𝜐⃗(𝑡) =  (−𝑅 𝜑̇ 𝑡 sin 𝜑 𝑡 )ଶ +(𝑅 𝜑̇ 𝑡 cos 𝜑(𝑡))ଶ+0 =  (𝑅 𝜑̇ 𝑡 )ଶ= 𝑅 𝜑̇ 𝑡  
 

𝒖𝑻ෞ =  
𝝊(𝒕)

𝝊 𝒕
=

𝑅 𝜑̇(𝑡)

𝑅 𝜑̇ 𝑡

− sin 𝜑 𝑡  
cos 𝜑(𝑡)

0

= ±
− sin 𝜑 𝑡  

cos 𝜑(𝑡)
0

= 

+…, 𝜑̇ 𝑡 >0

- …, 𝜑̇ 𝑡 <0

𝜑̇ 𝑡 >0

Κίνηση αντίθετα µε αυτή δεικτών 
ρολογιού. Η φάση αυξάνει µε το χρόνο.

𝑢ෞ் = +
− sin 𝜑 𝑡  

cos 𝜑(𝑡)
0

φ=0 ⇒ 𝑢ෞ் = 0, 1, 0

φ=π/2 ⇒ 𝑢ෞ் = −1, 0, 0

y 

x 

Κίνηση σύµφωνα µε αυτή δεικτών 
ρολογιού. Η φάση µειώνεται µε το χρόνο.

y 

x 

𝒖𝑻ෞ

𝑢ෞ் = −
− sin 𝜑 𝑡  

cos 𝜑(𝑡)
0

𝜑̇ 𝑡 <0

φ=0 ⇒ 𝑢ෞ் = 0, −1, 0

𝒖𝑻ෞ

φ=π/2 ⇒ 𝑢ෞ் = 1, 0, 0



Παράδειγµα: Έστω κυκλική τροχιά µε ακτίνα R > 0: 

𝜑̇ 𝑡 >0

φ=0 ⇒ 𝑢ேෞ = −1, 0, 0

φ=π/2 ⇒ 𝑢ேෞ = 0, −1, 0

y 

x 

y 

x 𝒖𝑵ෞ

𝜑̇ 𝑡 <0

𝒅𝒖𝑻ෞ

𝒅𝒕
= 𝜑̇ 𝑡

−𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑡  

−sin 𝜑 𝑡
0

=
1

𝑅
𝜐 𝑡

−𝒄𝒐𝒔 𝝋 𝒕  

−𝐬𝐢𝐧 𝝋 𝒕
𝟎

𝑢ෞ் =𝜐(𝑡) = 𝑅 𝜑̇ 𝑡  

Τοπική καµπυλότητα της τροχιάς. 
Αντίστροφο της ακτίνας R του κύκλου

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

1

𝑅
𝜐 𝑡 𝑢ேෞ 𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

1

𝑅
𝜐 𝑡 𝑢ேෞ

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
∥ 𝑑𝑢ෞ்

𝒖𝑵ෞ

+ 𝑅 𝜑̇ 𝑡 , 𝜑̇ 𝑡 >0

−𝑅 𝜑̇ 𝑡 , 𝜑̇ 𝑡 <0

− sin 𝜑 𝑡  
cos 𝜑(𝑡)

0

−
− sin 𝜑 𝑡  

cos 𝜑(𝑡)
0

3.  Παράδειγμα υπολογισμών: Κυκλική τροχιά

𝜅 =
1

𝜐⃗(𝑡)

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
∥ 𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝜑̇ 𝑡
− cos 𝜑(𝑡)

−sin 𝜑 𝑡
0

,   𝜑̇ 𝑡 >0

−𝜑̇ 𝑡̇
− cos 𝜑(𝑡)

−sin 𝜑 𝑡
0

,   𝜑̇ 𝑡 < 0

𝒖𝑻ෞ

𝒖𝑻ෞ

𝑢ேෞ =

𝒅𝒖𝑻ෞ
𝒅𝒕

𝒅𝒖𝑻ෞ 𝒕
𝒅𝒕

= −
𝒄𝒐𝒔 𝝋 𝒕  
𝐬𝐢𝐧 𝝋(𝒕)

𝟎

𝒅𝒖𝑻ෞ 𝒕

𝒅𝒕
=

𝟏

𝑹
𝜐 𝑡 = 𝜿 𝜐 𝑡



4.  Κίνηση κατά μήκος έλικας

 𝜐 𝑡 =
−𝑅𝜔 sin 𝜔𝑡  

𝑅𝜔 cos 𝜔𝑡
𝑏

,   𝜐⃗(𝑡) =  (−𝑅𝜔 sin 𝜔𝑡)ଶ +(𝑅𝜔 cos 𝜔𝑡)ଶ+𝑏ଶ = (𝑅𝜔)ଶ+𝑏ଶ 

 

𝑢ෞ் =  
𝜐⃗(𝑡)

𝜐⃗ 𝑡
=

1

(𝑅𝜔)ଶ+𝑏ଶ

−𝑅𝜔 sin 𝜔𝑡  
𝑅𝜔 cos 𝜔𝑡

𝑏
⇒  

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑅𝜔ଶ

(𝑅𝜔)ଶ+𝑏ଶ

− cos 𝜔𝑡
− sin 𝜔𝑡

0
 

 

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑅𝜔ଶ

(𝑅𝜔)ଶ+𝑏ଶ
 , 𝒖𝜨ෞ =

𝑑𝑢ෞ்
𝑑𝑡

𝑑𝑢ෞ்
𝑑𝑡

=
− 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
− 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

0
𝜅𝛼𝜄  𝜅 =

1

𝜐⃗(𝑡)

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝑅𝜔ଶ

(𝑅𝜔)ଶ+𝑏ଶ
= 𝜎𝜏𝛼𝜃. 

 

𝛼⃗ 𝑡 =
𝑑𝜐⃗ 𝑡

𝑑𝑡
= −𝑅𝜔ଶ

cos 𝜔𝑡 
sin 𝜔𝑡

0
= 𝑅𝜔ଶ 𝒖𝜨ෞ  

Η επιτάχυνση δεν έχει συνιστώσα παράλληλη στην 
τροχιά (επιτρόχια). Αναµενόµενο επειδή η ταχύτητα 
έχει σταθερό µέτρο και αλλάζει µόνο διεύθυνση. 

Εφαρµογή:   Κινητό κινούµενο κατά µήκος έλικας έχει την παρακάτω τροχιά 
 

𝑟 𝑡 =
𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

𝑏𝑡
   µε  𝜔 > 0 

 
Να υπολογισθούν τα µεγέθη 𝜐⃗ 𝑡 , 𝑎⃗ 𝑡 , 𝑢ෞ் 𝑡 , 𝑢ேෞ 𝑡    
καθώς και η καµπυλότητα κ(t) της τροχιάς. 

𝜅(𝑡) =
1

𝜐⃗(𝑡)

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡



 𝑢அෞ =
− cos 𝜔𝑡
− sin 𝜔𝑡

0

𝜐⃗(𝑡) =  (𝑅 𝜔)ଶ+𝑏ଶ

 
* Εάν b=0  ⇒   
  

𝜅 =
𝑅 𝜔ଶ

(𝑅 𝜔)ଶ+𝑏ଶ

𝜿 =
𝑹 𝝎𝟐

(𝑹 𝝎)𝟐
=

𝟏

𝑹
Κίνηση σε κύκλο 
ακτίνας α

4.  Κίνηση κατά μήκος έλικας



Εφαρµογή: Μελέτη κινητού κινούµενου κατά µήκος ελλειπτικής τροχιάς 
 

𝑟 𝑡 =  
𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

,  𝜔 > 0,           

5.  Κίνηση κατά μήκος έλλειψης

 𝜐⃗ 𝑡 = 𝜔
−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

,        Μέτρο ταχύτητας    𝜐⃗(𝑡) = 𝜔 𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡 

 

Εφαπτόμενο μοναδιαίο     𝑢ෞ் =  
𝜐⃗(𝑡)

𝜐⃗ 𝑡
=

1

𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡

−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

 

 

ή  αλλιώς  γραφουµε   𝑢ෞ் = Α(t)
−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

,    Α t = (𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ିଵ/ଶ 

 
𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
= Α̇ 𝑡

−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

− ω A(t) 𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

 

 

Α̇ 𝑡 = −
1

2
(𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ି 

ଷ
ଶ 2𝜔𝛼ଶ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡 − 2𝜔𝑏ଶ cos 𝜔𝑡 sin 𝜔𝑡

          = −
1

2
[(𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ି 

ଵ
ଶ]ଷ [2𝜔 𝛼ଶ − 𝑏ଶ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡]

y 

x 

b 

α 



5.  Κίνηση κατά μήκος έλλειψης

Α̇ 𝑡 = −
1

2
[(𝜶𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝎𝒕 + 𝒃𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝝎𝒕)ି 

𝟏
𝟐]ଷ 2𝜔 𝛼ଶ − 𝑏ଶ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡

= −ω 𝛼ଶ − 𝑏ଶ 𝑨 𝒕 ଷ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡

Επομένως  
𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
= Α̇ 𝑡

−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

− ω A t  𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

=  𝐴(𝑡)ଷ   −ω 𝛼ଶ − 𝑏ଶ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡
−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

− 𝜔
1

𝐴 𝑡 ଶ

𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

 

= 𝐴(𝑡)ଷ   −ω 𝛼ଶ − 𝑏ଶ sin 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡
−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

− 𝜔[𝛼ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜔𝑡]
𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

 

= 𝐴(𝑡)ଷ −ω −𝛼ଷ sinଶ 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡 + 𝑎𝑏ଶ sinଶ 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡 + 𝛼ଷ sinଶ 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡 + 𝑎𝑏ଶ cosଷ 𝜔𝑡
𝑏𝑎ଶ sin 𝜔𝑡 cosଶ 𝜔𝑡 − 𝑏ଷ sin 𝜔𝑡 cosଶ 𝜔𝑡 + 𝑏𝑎ଶsinଷ 𝜔𝑡 + 𝑏ଷ sin 𝜔𝑡 cosଶ 𝜔𝑡

= 𝐴(𝑡)ଷ −ω
𝑎𝑏ଶ cos 𝜔𝑡 ( sinଶ 𝜔𝑡  + cosଶ 𝜔𝑡)

𝑏𝑎ଶ sin 𝜔𝑡  ( sinଶ 𝜔𝑡  + cosଶ 𝜔𝑡)
= 𝐴(𝑡)ଷ −ω 𝑎𝑏ଶ cos 𝜔𝑡   

𝑏𝑎ଶ sin 𝜔𝑡

Α t = (𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ିଵ/ଶ



5.  Κίνηση κατά μήκος έλλειψης

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)ଷ −ω 𝑎𝑏ଶ cos 𝜔𝑡   

𝑏𝑎ଶ sin 𝜔𝑡
=

−𝜔𝑎𝑏

(𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ଷ/ଶ

𝑏 cos 𝜔𝑡   
𝑎 sin 𝜔𝑡

= −
𝜔𝑎𝑏

𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡

1

(𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)

𝑏 cos 𝜔𝑡   
𝑎 sin 𝜔𝑡

Α t = (𝛼ଶsinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ିଵ/ଶ

𝑢ேෞ =

𝑑𝑢ෞ்
𝑑𝑡

𝑑𝑢ෞ்
𝑑𝑡

𝑢ෞ் =  
1

𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡

−𝑎 sin 𝜔𝑡
𝑏 cos 𝜔𝑡

Εύκολα δείχνουµε 𝒖𝑵 ෞ ȉ 𝒖𝑻ෞ = 𝟎 ⇒  𝒖𝑵ෞ ⊥ 𝒖𝑻ෞ

𝑢ேෞ = −
1

(𝛼ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜔𝑡)

𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡   
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 
𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

𝜔𝑎𝑏

𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡



5.  Κίνηση κατά μήκος έλλειψης

𝜅 𝑡 =
1

𝜐⃗(𝑡)

𝑑𝑢ෞ்

𝑑𝑡
=

1

𝜔 𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡

𝜔𝑎𝑏

𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡

=
𝑎𝑏

(𝛼ଶ sinଶ 𝜔𝑡 + 𝑏ଶ cosଶ 𝜔𝑡)ଷ/ଶ

Άρα η καµπυλότητα είναι

y 

x 

b 

α 
Α 

Β 

𝜅୹ =
𝑎𝑏

(𝑏ଶ)ଷ/ଶ
=

𝑎𝑏

𝑏ଷ
=

𝑎

𝑏ଶ𝜅୆ =
𝑎𝑏

(𝑎ଶ)ଷ/ଶ
=

𝑎𝑏

𝑎ଷ
=

𝑏

𝑎ଶ

Αν α>b (π.χ. α=2b) τότε  𝜅୹ =
ଶ

௕
  & 𝜅୆ =

ଵ

ସ௕
. 

Άρα 𝜅୹ = 8𝜅୆. Στα υπόλοιπα σηµεία της τροχιάς  

ισχύει 𝜅୆ < κ < 𝜅୹ . Άρα 𝜅 ∈ [
௕

௔మ, ௔

௕మ] 
 
• Στο σηµείο Α έχουµε τη µέγιστη καµπυλότητα.  

 
• Στο σηµείο Β έχουµε την ελάχιστη καµπυλότητα. 

Στο σηµείο Α η µεγαλύτερη 
καµπυλότητα της τροχιάς είναι εµφανής. 
Εξαρτάται και από το b, όχι µόνο από το 
α/b. Όσο µειώνεται το b τόσο αυξάνεται 
η καµπυλότητα στο Α. 𝑟 𝑡 =  

𝑎 cos 𝜔𝑡
𝑏 sin 𝜔𝑡

,  𝜔 > 0


