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Κέντρο  Μάζας : Ορισμός

Ως κέντρο μάζας ενός συστήματος σωματίων (π.χ.,  ένας άνθρωπος) ορίζεται ως το 
σημείο του σαν α) όλη η μάζα του συστήματος να είναι συγκεντρώμενη εκεί και σαν β) 
όλες οι εξωτερικές δυνάμεις να εφαρμόζονται εκεί.

Χρήση: Διευκολύνει τη μελέτη της πιθανής κίνησης του συστήματος.
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Κέντρο  Μάζας : Σύστημα Ν σωματίων

Σύστημα n σωματίων (υλικών σημείων) τα οποία συγκεντρώνουν μάζες m1, m2, …., mn 
στα σημεία με διανύσματα θέσεων 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛.

𝑥𝐶𝑀 =
𝑚1𝑥1 +  𝑚2𝑥2 +  … +  𝑚𝑛𝑥𝑛

𝑚1 +  𝑚2 +  … +  𝑚𝑛
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖𝑥𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖

𝑦𝐶𝑀 =
𝑚1𝑦1 +  𝑚2𝑦2 +  … +  𝑚𝑛𝑦𝑛

𝑚1 +  𝑚2 +  … +  𝑚𝑛
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖𝑦𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖

𝑧𝐶𝑀 =
𝑚1𝑧1 +  𝑚2𝑧2 +  … +  𝑚𝑛𝑧𝑛

𝑚1 +  𝑚2 +  … +  𝑚𝑛
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖𝑧𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖

 

𝒓𝑪𝑴 =
𝑚1𝒓𝟏 + 𝑚2𝒓𝟐 +  … +  𝑚𝑛𝒓𝒏

𝑚1 + 𝑚2 +  … +  𝑚𝑛
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖𝒓𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑚𝑖
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Κέντρο  Μάζας : Στερεού Σώματος

Ένα σύνηθες στερεό σώμα περιέχει τόσο μεγάλο αριθμό σωματίων (ατόμων) ώστε 
θεωρούμε συνεχή κατανομή ύλης. Στις εξισώσεις τα “σωμάτια” αντικαθίστανται από 
στοιχεία μεγέθους μάζας dm ενώ τα αθροίσματα αντικαθίστανται από ολοκληρώματα.

CM

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑥𝑑𝑚

𝑀׬

 
𝑑𝑚

=
𝑀׬

 
𝑥𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑥 𝜌 𝑑𝑉

𝜌 𝑉

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑦𝑑𝑚

𝑀׬

 
𝑑𝑚

=
𝑀׬

 
𝑦𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑦 𝜌 𝑑𝑉

𝜌 𝑉

𝑧𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑧𝑑𝑚

𝑀׬

 
𝑑𝑚

=
𝑀׬

 
𝑧𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑧 𝜌 𝑑𝑉

𝜌 𝑉

dm=ρdV M=ρV

𝑥𝐶𝑀 =
V׬

 
𝑥 𝑑𝑉

𝑉
 𝑦𝐶𝑀 =

𝑉׬

 
𝑦 𝑑𝑉

𝑉
 𝑧𝐶𝑀 =

𝑉׬

 
𝑧 𝑑𝑉

𝑉

Ομογενές στερεό σώμα 
με ρ=σταθερό
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Απλούστευση λόγω Γεωμετρικής συμμετρίας

Ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων είναι πολύπλοκος για σώματα με τυχαίο σχήμα. 
Η παρουσία γεωμετρικής συμμετρίας σε ομογενές σώμα διευκολύνει τον υπολογισμό. 

𝑥𝐶𝑀 =
V׬

 
𝑥 𝑑𝑉

𝑉
 𝑦𝐶𝑀 =

𝑉׬

 
𝑦 𝑑𝑉

𝑉
 𝑧𝐶𝑀 =

𝑉׬

 
𝑧 𝑑𝑉

𝑉

Αν υπάρχει γεωμετρικό κέντρο σε ένα 
ομoγενές σώμα τότε συμπίπτει με το 

κέντρο μάζας.

Αν υπάρχει άξονας συμμετρίας σε ένα 
σώμα τότε το κέντρο μάζας βρίσκεται 

πάνω σε αυτόν.

Ενδέχεται το κέντρο μάζας να βρίσκεται εκτός του 
σώματος (πχ κουλούρι). 5



Α.  Σύστημα δύο σωματίων

Ο

y

z

x

𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝒎𝟏
𝒎𝟐CM

𝒓𝑪𝑴

𝒓𝑪𝑴 − 𝒓𝟐𝒓𝟐 − 𝒓𝟏𝒓𝑪𝑴 − 𝒓𝟏 Ԧ𝑟𝐶𝑀 =
1

𝑀
𝑚1 Ԧ𝑟1 + 𝑚2 Ԧ𝑟2

𝑀 =  𝑚1 + 𝑚2

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1 =
𝑚1

𝑀
− 1 Ԧ𝑟1 +

𝑚2

𝑀
Ԧ𝑟2 =

𝑚2

𝑀
Ԧ𝑟2 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2 =
𝑚1

𝑀
Ԧ𝑟1 +

𝑚2

𝑀
 − 1 Ԧ𝑟2 =

𝑚1

𝑀
( Ԧ𝑟1 − Ԧ𝑟2)

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1 =
𝑚2

𝑀
Ԧ𝑟2 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2 =
𝑚1

𝑀
Ԧ𝑟2 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2
=

𝑚2

𝑚1
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Α. Σύστημα δύο σωματίων

Ο

y

z

x

𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝒎𝟏
𝒎𝟐X

𝒓𝑿

𝒓𝟐 − 𝒓𝟏

𝒓 = 𝒓𝑿 = 𝒓𝟏 + 𝝀 𝒓𝟐 − 𝒓𝟏

ε

𝒓𝚾 − 𝒓𝟏

Τα σημεία όπου βρίσκονται οι μάζες 
𝑚1 & 𝑚2 ορίζουν ευθεία ε. Κάθε σημείο 
που κείται σε αυτήν χαρακτηρίζεται από 
διάνυσμα θέσεως Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟𝑋.

λ < 0:  Το σημείο κείται αριστερά της μάζας 𝑚1.
λ = 0:  Η θέση του σημείου συμπίπτει με αυτή της μάζας 𝑚1.
0 < λ < 1:  Το σημείο κείται μεταξύ των μαζών 𝑚1 & 𝑚2.
λ = 1:  Η θέση του σημείου συμπίπτει με αυτή της μάζας 𝑚2.
λ > 1:  Το σημείο κείται δεξιά της μάζας 𝑚2.
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Α. Σύστημα δύο σωματίων

Ο

y

z

x

𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝒎𝟏
𝒎𝟐CM

𝒓𝑪𝑴

𝒓𝑪𝑴 − 𝒓𝟐𝒓𝟐 − 𝒓𝟏𝒓𝑪𝑴 − 𝒓𝟏

𝒓𝑪𝑴 = 𝒓𝟏 +
𝒎𝟐

𝑴
𝒓𝟐 − 𝒓𝟏

𝒓 = 𝒓𝟏 + 𝝀 𝒓𝟐 − 𝒓𝟏

Σύγκριση των εξισώσεων δείχνει ότι το κέντρο μάζας ανήκει στην 

ευθεία που ορίζουν τα 2 υλικά σημεία. Επειδή 0< λ =
𝑚2

𝑀
< 1  το 

κέντρο μάζας του συστήματος κείται μεταξύ των μαζών 𝑚1 & 𝑚2

και πιο κοντά στην μεγαλύτερη μάζα*.

Το κέντρο μάζας του συστήματος δύο μαζών 𝑚1 & 𝑚2 κείται στην ευθεία η οποία τις 
συνδέει και απέχει από αυτές αποστάσεις αντιστρόφως ανάλογες πρός τις μάζες. 

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2
=

𝑚2

𝑚1

*

8

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1 =
𝑚2

𝑀
Ԧ𝑟2 − Ԧ𝑟1



Κέντρο μάζας συστήματος Γης - Σελήνης

Ο

y

z

x

𝒓𝟐
𝒓𝟏

𝒎𝚪

𝒎𝚺

CM

𝒓𝑪𝑴

𝒓𝑪𝑴 − 𝒓𝟐

𝒅𝟐

Πόσο απέχει το κέντρο μάζας του συστήματος Γης – Σελήνης από το κέντρο της Γης; 

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2
=

Ԧ𝑟CM

Ԧ𝑟𝐶𝑀 − Ԧ𝑟2
=

𝑑1

𝑑2
=

𝑚Σ

𝑚Γ
⟺

𝑑2

𝑑1
=

𝑚Γ

𝑚Σ

⟺
𝑑2

𝑑1
+ 1 =

𝑚Γ

𝑚Σ
+ 1 ⟺

𝑑1 + 𝑑2

𝑑1
=

𝑚Σ + 𝑚Γ

𝑚Σ
⟺ 𝑑1 = 𝑑ΓΣ

𝑚Σ

𝑚Γ + 𝑚Σ

⟺ 𝑑1 = 60𝑟Γ

𝑚Σ

𝑚Γ

1

1 +
𝑚Σ
𝑚Γ

= 60 ∙ 0.013
1

1.013
𝑟Γ =

0,78

1,013
𝑟Γ

𝒅𝟏

𝒅𝚪𝚺 𝑚Σ = 0,013 𝑚Γ

𝑑ΓΣ = 60 𝑟Γ

𝑟Γ = 6.500 𝑘𝑚
𝒓𝚪

Το κέντρο μάζας 
βρίσκεται κάτω από την 

επιφάνεια της Γης.

< 1

Θεώρηση πως η μάζα των 2 
σωμάτων είναι συγκεντρωμένη στο 
κέντρο τους. Αρχή των αξόνων Ο 
τοποθετείται στο κέντρο της Γης.
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Β.  Γραμμική πυκνότητα

Ο

y

z

x

C

𝚫𝒍𝒊 : Μήκος στοιχειώδους τμήματος
       της Γραμμής C. 
𝜟𝒎 : Μάζα στοιχειώδους τμήματος Δ𝑙𝑖 

𝜟𝒎 = 𝝆 𝒓𝒊  𝜟𝒍𝒊 ≡ 𝝀 𝒓𝒊  𝜟𝒍𝒊

𝝆 𝒓𝒊 : Γραμμική πυκνότητα μάζας
(Μάζα/Μήκος). 

Εάν 𝛥𝑙𝑖 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝒓 𝒅𝒍. 

𝒓𝒊

𝜟𝒍𝒊

Ολική Μάζα Γραμμής

𝛭 = 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑙𝑖→0

(෍

𝑖

 

𝛥𝑚𝑖) = 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑙𝑖→0

(෍

𝑖

 

𝜌 Ԧ𝑟𝑖 Δ𝑙𝑖) = න

𝐶

 

𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙

Κέντρο Μάζας Γραμμής

Ԧ𝑟𝐶𝑀 =
1

𝑀
𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑙𝑖→0

(෍

𝑖

 

Ԧ𝑟𝑖 𝜌 Ԧ𝑟𝑖  Δ𝑙𝑖) =
1

𝑀
න

𝐶

 

Ԧ𝑟𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙

Όπου Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝒊 + 𝑦 Ƹ𝒋 + 𝑧෡𝒌 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑥𝑑𝑚

𝑀
=

𝐶׬

 
𝑥𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙

𝑀

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑦𝑑𝑚

𝑀
=

𝐶׬

 
𝑦𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙

𝑀

𝑧𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑧𝑑𝑚

𝑀
=

𝐶׬

 
𝑧𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙

𝑀 10



Β1.  Ευθύγραμμη κατανομή 

Ο x

𝜟𝒙:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος. 

𝜟𝒎 = 𝝆(𝒙) 𝜟𝒙

𝝆(𝒙): Μεταβάλλεται κατά μήκος της 
          γραμμής μήκους L.

Εάν 𝛥𝑥 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝒙  𝒅𝑥. 

Δx

Κέντρο Μάζας 

𝑥𝐶𝑀 =
𝐶׬

 
𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥

𝑀
=

0׬

𝐿
𝑥𝜌 𝑥 𝑑𝑥

𝑀

𝑦𝐶𝑀 = 0

𝑧𝐶𝑀 = 0

L

Ολική Μάζα

𝛭 = න

𝐶

 

𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙 = න

0

𝐿

𝜌 𝑥 𝑑𝑥

Όπου Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝒊 + 0 Ƹ𝒋 + 0෡𝒌 = (𝑥, 0, 0)

Λεπτή ράβδος μήκους L

11

𝑑𝑙 = 𝑑𝑥

Επειδή τεμαχίζουμε τη ράβδο μόνο κατά τη 
διεύθυνση του άξονα x.

𝜌 Ԧ𝑟 = 𝜌 𝑥

Επειδή το διάνυσμα θέσεως Ԧ𝑟 και άρα και η 
πυκνότητα εξαρτάται μόνο από την τιμή του x



Β1i).  Ευθύγραμμη κατανομή 

Ο x

𝜟𝒙:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος. 

𝜟𝒎 = 𝝆(𝒙) 𝜟𝒙

𝝆(𝒙): Μεταβάλλεται κατά μήκος της 
          γραμμής μήκους L.

Εάν 𝛥𝑥 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝒙  𝒅𝑥. 

Δx

Κέντρο Μάζας 

𝑥𝐶𝑀 =
0׬

𝐿
𝑥𝜌 𝑥 𝑑𝑥

𝑀
 𝑦𝐶𝑀 = 0 𝑧𝐶𝑀 = 0

L

Ολική Μάζα

𝛭 = න

𝐶

 

𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙 = න

0

𝐿

𝜌 𝑥 𝑑𝑥

Όπου Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝒊 + 0 Ƹ𝒋 + 0෡𝒌 = (𝑥, 0, 0)

i) Σταθερή πυκνότητα ρ(x) = ρ0 (ομογενής)

𝛭 = න

0

𝐿

𝜌0𝑑𝑥 = 𝜌0 𝐿 − 0 =  𝜌0𝐿

𝒙𝑪𝑴 =
1

𝑀
න

0

𝐿

𝑥 𝜌0 𝑑𝑥 =
𝜌0

𝜌0𝐿

1

2
𝑥2

0

𝐿

=
𝑳

𝟐
 𝑦𝐶𝑀 = 0 𝑧𝐶𝑀 = 0

To κέντρο μάζας της λεπτού ομογενούς 
ράβδου βρίσκεται στο γεωμετρικό 

κέντρο της δηλαδή στη μέση.

Λεπτή ομογενής ράβδος μήκους L
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Β1ii).  Ευθύγραμμη κατανομή 

Ο x

𝜟𝒙:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος. 

𝜟𝒎 = 𝝆(𝒙) 𝜟𝒙

𝝆(𝒙): Μεταβάλλεται κατά μήκος της 
          γραμμής μήκους L.

Εάν 𝛥𝑥 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝒙  𝒅𝑥. 

Δx

Κέντρο Μάζας 

𝑥𝐶𝑀 =
𝐶׬

 
𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥

𝑀
 𝑦𝐶𝑀 = 0 𝑧𝐶𝑀 = 0

L

Ολική Μάζα

𝛭 = න

𝐶

 

𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙 = න

0

𝐿

𝜌 𝑥 𝑑𝑥

Όπου Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝒊 + 0 Ƹ𝒋 + 0෡𝒌 = (𝑥, 0, 0)

ii) Μεταβλητή πυκνότητα 𝝆 𝒙 =  𝝆𝟎(𝟏 +
𝒙

𝑳
)

𝛭 = න

0

𝐿

𝜌0(1 +
𝑥

𝐿
)𝑑𝑥 = 𝜌0 න

0

𝐿

𝑑𝑥 +
𝜌0

𝐿
න

0

𝐿

𝑥𝑑𝑥 = 𝜌0(𝐿 +
𝐿

2
) =

3

2
𝜌0𝐿

𝒙𝑪𝑴 =
1

𝑀
(න

0

𝐿

𝑥𝜌0 1 +
𝑥

𝐿  
𝑑𝑥) =

1

𝑀
(𝜌0 න

0

𝐿

𝑥𝑑𝑥) +
1

𝑀

𝜌0

𝐿
(න

0

𝐿

𝑥2𝑑𝑥) =
𝟓

𝟗
𝑳 𝑦𝐶𝑀 = 0 𝑧𝐶𝑀 = 0
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Β2.  Καμπυλωτή  κατανομή (τόξο κύκλου)

Ο
x

𝜟𝒍:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος.
𝜶 :  Ακτίνα κύκλου 

𝜟𝒎 = 𝝆 𝝋 𝜟𝒍 = 𝝆 𝝋 𝜶 𝜟𝝋

𝝆 = 𝝆(𝝋): Γραμμική πυκνότητα μάζας.
Μεταβάλλεται κατά μήκους τόξου.

Εάν 𝛥𝑙 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝝋  𝜶 𝒅𝜑. 

y
Δl=α Δφ Λυγίζουμε λεπτή ράβδο σε σχήμα 

τόξου κύκλου ακτίνας α.𝒓 (𝝋)

𝝋

𝝋1

𝝋2

𝜶

Η γεωμετρία του προβλήματος επιτρέπει τη χρήση πολικών συντεταγμένων για να
γραψουμε το διάνυσμα θέσεως της στοιχειώδους μάζας dm:

Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟(𝜑) = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜑 Ƹ𝒊 + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝜑 Ƹ𝒋
(Θεωρούμε το τόξο κύκλου στο επίπεδο Οxy με 

το κέντρο στην αρχή των αξόνων.).

Ολική Μάζα

𝛭 = න

𝜏ό𝜉𝜊

 

𝑑𝑚 = 𝛼 න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑑𝜑 Ԧ𝑟𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

𝜏ό𝜉𝜊

 

Ԧ𝑟𝑑𝑚 =
𝑎

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

Ԧ𝑟 𝜑 𝜌 𝜑 𝑑𝜑

Κέντρο Μάζας 

Διάνυσμα θέσης συνάρτηση μόνο φ.
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Β2.  Καμπυλωτή  κατανομή (τόξο κύκλου)

Ο
x

𝜟𝒍:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος.
𝜶 :  Ακτίνα κύκλου 

𝜟𝒎 = 𝝆 𝝋 𝜟𝒍 = 𝝆 𝝋 𝜶 𝜟𝝋

𝝆 = 𝝆(𝝋): Γραμμική πυκνότητα μάζας.
Μεταβάλλεται κατά μήκους τόξου.

Εάν 𝛥𝑙 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝝋  𝜶 𝒅𝜑. 

y
Δl=α Δφ Λυγίζουμε λεπτή ράβδο σε σχήμα 

τόξου κύκλου ακτίνας α.𝒓 (𝝋)

𝝋

𝝋1

𝝋2

𝜶

Ολική Μάζα

𝛭 = න

𝜏ό𝜉𝜊

 

𝜌 Ԧ𝑟 𝑑𝑙 = 𝛼 න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑑𝜑

Κέντρο Μάζας 

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝒙𝑑𝑚

𝑀
=

𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝒚𝑑𝑚

𝑀
=

𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑

𝑧𝐶𝑀 = 0

Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟 𝜑 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜑 Ƹ𝒊 + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝜑 Ƹ𝒋 = (𝜶𝒄𝒐𝒔𝝋, 𝜶𝒔𝒊𝒏𝝋)
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Β2i.  Καμπυλωτή  κατανομή (τόξο κύκλου)

𝜟𝒍:  Μήκος στοιχειώδους τμήματος.
𝜶 :  Ακτίνα κύκλου 

𝜟𝒎 = 𝝆 𝝋 𝜟𝒍 = 𝝆 𝝋 𝜶 𝜟𝝋

𝝆 = 𝝆(𝝋): Γραμμική πυκνότητα μάζας.
Μεταβάλλεται κατά μήκους τόξου.

Εάν 𝛥𝑙 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝆 𝝋  𝜶 𝒅𝜑. 

Δl=α Δφ
𝒓 (𝝋)

𝝋

Ο
x

y

𝝋1

𝝋2

𝜶

i) Σταθερή πυκνότητα ρ(φ) = ρ0 (ομογενής)

𝛭 = 𝛼 න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑑𝜑 = 𝛼𝜌0[𝜑2 − 𝜑1]

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌0𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 =
𝛼

𝜑2 − 𝜑1
න

𝜑1

𝜑2

𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 =
𝛼(𝑠𝑖𝑛𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛𝜑1)

𝜑2 − 𝜑1

𝑦𝐶𝑀 =
𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌0𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑 =
𝛼

𝜑2 − 𝜑1
න

𝜑1

𝜑2

𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑 =
−𝛼 (𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1)

𝜑2 − 𝜑1

𝑧𝐶𝑀 = 0 16



Β2i.  Καμπυλωτή  κατανομή (Ημικύκλιο)

Ο
x

𝝋𝟏 = 𝟎

𝝋𝟐 = 𝝅

y
Δl=α Δφ

𝒓 (𝝋)

𝝋 𝝋1
𝝋2

𝜶

i) Σταθερή πυκνότητα ρ(φ) = ρ0 (ομογενής)

𝛭 = 𝛼𝜌0 𝜑2 − 𝜑1 = 𝛼𝜌0𝜋

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼(𝑠𝑖𝑛𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛𝜑1)

𝜑2 − 𝜑1
=

𝛼(0 − 0)

𝜋 − 0
= 0

𝑦𝐶𝑀 =
−𝛼 (𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1)

𝜑2 − 𝜑1
=

−𝛼(−1 − 1)

𝜋 − 0
=

2 𝛼

𝜋

𝑧𝐶𝑀 = 0

Παράδειγμα  Ημικυκλίου 

To κέντρο μάζας του τόξου βρίσκεται 
επάνω στον άξονα συμμετρία του 
σώματος αλλά εκτός του τόξου.

(0,0.63α)
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Β2i.  Καμπυλωτή  κατανομή (τόξο κύκλου)

Ο
x

y
Δl=α Δφ

𝒓 (𝝋)

𝝋

𝝋1

𝝋2

𝜶

ii) Μεταβλητή πυκνότητα 𝝆 𝝋 = 𝝆𝟎𝒔𝒊𝒏𝝋, (𝟎 ≤ 𝝋 ≤ 𝝅)

𝛭 = 𝛼𝜌𝜊 න

𝜑1

𝜑2

𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑 = −𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1

𝛭 = 𝛼 න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑑𝜑

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼2𝜌0

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 =
𝛼2𝜌0

𝑀

1

2
න

𝜑1

𝜑2

𝑠𝑖𝑛2𝜑 𝑑𝜑 =
−𝛼2𝜌0

4𝛭
𝑐𝑜𝑠(2𝜑) 𝜑1

𝜑2

=
−𝛼2𝜌0

−4𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1
𝑐𝑜𝑠2𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑1 =

𝛼(𝑐𝑜𝑠2𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑1)

4(𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1)

sin2φ=2sinφcosφ

h(φ)=cos(2φ)=f(g(φ))
f(y)=cosy
y=g(φ)=2φ

𝑑ℎ

𝑑𝜑
=

𝑑𝑓

𝑑𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝜑

𝑑

𝑑𝜑
𝑐𝑜𝑠2𝜑 =

𝑑𝑓

𝑑𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝜑
= −2 𝑠𝑖𝑛2𝜑

18



Β2i.  Καμπυλωτή  κατανομή (τόξο κύκλου)

Ο

x

y
Δl=α Δφ

𝒓 (𝝋)

𝝋

𝝋1

𝝋2

𝜶

ii) Μεταβλητή πυκνότητα 𝝆 𝝋 = 𝝆𝟎𝒔𝒊𝒏𝝋, (𝟎 ≤ 𝝋 ≤ 𝝅)

𝑦𝐶𝑀 =
𝛼2

𝑀
න

𝜑1

𝜑2

𝜌 𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑

𝑧𝐶𝑀 = 0

𝛭 = −𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1

cos 𝛾 + 𝛿 = 𝑐𝑜𝑠𝛾 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝑠𝑖𝑛𝛾 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛿
cos 2𝜔 = cos2 𝜔 − sin2 𝜔 = 1 − 2 sin2 𝜔

⇒ sin2 𝜑 =
1

2
(1 − cos 2𝜑)

cos2 𝜔 + sin2 𝜔 = 1

𝑦𝐶𝑀 =
𝛼2𝜌0

Μ
න

𝜑1

𝜑2

sin2 𝜑 𝑑𝜑 =
𝛼2𝜌0

Μ
න

𝜑1

𝜑2
1

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑)𝑑𝜑 =

𝛼2𝜌0

Μ
( න

𝜑1

𝜑2
1

2
𝑑𝜑 − න

𝜑1

𝜑2
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝜑𝑑𝜑)

=
𝛼2𝜌0

Μ

1

2
𝜑2 − 𝜑1 −

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛2𝜑1

=
𝛼

2(𝑐𝑜𝑠𝜑1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑2)
𝜑2 − 𝜑1 −

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛2𝜑1 .
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Β2i.  Καμπυλωτή  κατανομή (Ημικύκλιο)

Ο
x

y

𝒓 (𝝋)

𝝋 𝝋1
𝝋2

𝜶

Παράδειγμα  Ημικυκλίου 

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼(𝑐𝑜𝑠2𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑1)

4(𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1)

𝑦𝐶𝑀 =
𝛼

2(𝑐𝑜𝑠𝜑1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑2)
𝜑2 − 𝜑1 −

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛2𝜑1

𝑧𝐶𝑀 = 0 𝛭 = −𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1

ii) Μεταβλητή πυκνότητα 𝝆 𝝋 = 𝝆𝟎𝒔𝒊𝒏𝝋, (𝟎 ≤ 𝝋 ≤ 𝝅)

𝝋𝟏 = 𝟎 𝝋𝟐 = 𝝅

𝛭 = −𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑐𝑜𝑠𝜑1 = −𝛼𝜌0 𝑐𝑜𝑠𝜋 − 𝑐𝑜𝑠0 = 2𝛼𝜌0

𝑥𝐶𝑀 =
𝛼(1 − 1)

−8
= 0

𝑦𝐶𝑀 =
𝛼

2(1 + 1)
[ 𝜋 − 0 −

1

2
0 − 0 ] =

𝛼𝜋

4

𝑧𝐶𝑀 = 0

To κέντρο μάζας του τόξου βρίσκεται 
επάνω στον άξονα συμμετρίας του 

σώματος αλλά εκτός του τόξου.

(0,0.78α)
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Γ.  Επιφανειακή πυκνότητα

Ο

x

z

y

S

𝚫𝑺𝒊 : Εμβαδόν στοιχειώδους στοιχείου
       της λεπτής επιφάνειας S (μεμβράνη). 
𝜟𝒎 : Μάζα στοιχειώδους στοιχείου Δ𝑆𝑖 

𝜟𝒎 = 𝝈 𝒓𝒊  𝜟𝑺𝒊

σ 𝒓𝒊 : Επιφανειακή πυκνότητα μάζας
(Μάζα/Εμβαδόν). 

Εάν 𝛥S𝑖 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝝈 𝒓 𝒅𝑺. 
𝒓𝒊

𝜟𝑺𝒊

Ολική Μάζα Επιφανείας

𝛭 = 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑆𝑖→0

(෍

𝑖

 

𝜎 Ԧ𝑟𝑖 Δ𝑆𝑖) = න

𝑆

 

𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

Κέντρο Μάζας Επιφανείας

Ԧ𝑟𝐶𝑀 =
1

𝑀
𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑆𝑖→0

(෍

𝑖

 

Ԧ𝑟𝑖  𝜎 Ԧ𝑟𝑖  Δ𝑆𝑖) =
1

𝑀
න

𝑆

 

Ԧ𝑟𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

Όπου Ԧ𝑟 = 𝑥 Ƹ𝒊 + 𝑦 Ƹ𝒋 + 𝑧෡𝒌 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑥𝑑𝑚

𝑀
=

𝑆׬

 
𝑥𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑦𝑑𝑚

𝑀
=

𝑆׬

 
𝑦𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝑧𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑧𝑑𝑚

𝑀
=

𝑆׬

 
𝑧𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀 21



Ο
x

𝜟𝑺:  Έκταση στοιχειώδους στοιχείου

r :  Απόσταση από αρχή αξόνων 

φ :  Γωνία από οριζόντιο άξονα 

𝜟𝑺 = 𝒓𝚫𝛗 𝚫𝐫

𝜟𝒎 = 𝝈 𝒓 𝜟𝑺 = 𝝈 𝒓 𝒓𝜟𝒓𝜟𝝋 Εάν 𝛥𝜑, 𝛥𝑟 → 0 τότε 𝒅𝒎 = 𝝈 𝒓 𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝝋

y

Γ1.  Επίπεδη Επιφάνεια

Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟 𝑟, 𝜑 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑 Ƹ𝒊 + 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑 Ƹ𝒋 = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑)

r
r+Δr

Δr

φ
φ+Δφ

Δφ

ΔS

Διάνυσμα θέσης της γωνίας φ αλλά και απόστασης r

ΔS

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑

0 ≤ 𝑟 < ∞
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋 φ
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𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑

Ο x

y

Γ1.  Ημικυκλική  στεφάνη

𝑹𝟏

dr

φ
φ+dφ

dφ

i) Σταθερή πυκνότητα σ(r,φ) = σ0 (ομογενής)

𝑹𝟐

𝒓 (𝒓, 𝝋)

𝛭 = න

𝑆

 

𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑥𝐶𝑀 =
𝑆׬

 
𝑥𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝑦𝐶𝑀 =
𝑆׬

 
𝑦𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝛭 = න

0

𝜋

න

𝑅1

𝑅2

𝜎 Ԧ𝑟 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 = 𝜎0 න

0

𝜋

( න

𝑹𝟏

𝑹𝟐

𝒓 𝒅𝒓) 𝑑𝜑 = 𝜎0 න

0

𝜋
𝟏

𝟐
𝑹𝟐

𝟐 − 𝑹𝟏
𝟐 𝑑𝜑 =

1

2
𝜎0𝜋(𝑅2

2 − 𝑅1
2)

d𝑺 = 𝒓𝐝𝛗 𝐝𝐫

𝑥𝐶𝑀 =
𝜎0

𝛭
න

0

𝜋

න

𝑅1

𝑅2

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 =
𝜎0

𝛭
න

0

𝜋

( න

𝑅1

𝑅2

𝑟2𝑑𝑟)𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 =
𝜎0 𝑅2

3 − 𝑅1
3

3𝛭
0 − 0 = 0

𝑦𝐶𝑀 =
𝜎0

Μ
න

0

𝜋

( න

𝑅1

𝑅2

𝑟2𝑑𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑 =
𝜎0 𝑅2

3 − 𝑅1
3

3Μ
𝑐𝑜𝑠0 − 𝑐𝑜𝑠𝜋 =

4 𝑅2
3 − 𝑅1

3

3𝜋(𝑅2
2 − 𝑅1

2)
23



Ο x

y

Γ1.  Ημικυκλική  στεφάνη

𝑹𝟏

dr

φ
φ+dφ

dφ

𝑹𝟐

𝒓 (𝒓, 𝝋)

Παράδειγμα  μισού  δίσκου 

𝛭 =
1

2
𝜎0𝜋(𝑅2

2 − 𝑅1
2)

𝑥𝐶𝑀 = 0

𝑦𝐶𝑀 =
4 𝑅2

3 − 𝑅1
3

3𝜋(𝑅2
2 − 𝑅1

2)

𝑧𝐶𝑀 = 0

𝑹𝟏 = 𝟎 𝑹𝟐 = 𝑹

𝛭 =
𝜎0𝜋𝑅2

2
𝑥𝐶𝑀 = 0 𝑧𝐶𝑀 = 0

𝑦𝐶𝑀 =
4𝑅

3 𝜋

• To κέντρο μάζας του ομογενούς μισού δίσκου 
βρίσκεται επάνω στον άξονα συμμετρίας του 
σώματος (άξονας y). 

• Η θέση είναι ανεξάρτητη της τιμής της 
επιφανειακής πυκνότητας.
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Ο

𝒓 

S

Γ2.  Ημισφαιρική  επιφάνεια

θ

φ

r

Η γεωμετρία του προβλήματος υποδεικνύει τη χρήση σφαιρικών συντεταγμένων 
για να γραψουμε το διάνυσμα θέσεως του στοιχειώδους στοιχείου καθώς και για τον 
ευκολότερο υπολογισμό της επιφάνειας του dS και μάζας του dm:

(r, θ,φ) → (x,y,z)

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

0 ≤ 𝑟 < ∞
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

Στην περίπτωση μεμβράνης r=R, 𝛥𝑆 = 𝑅𝛥𝜃 (RsinθΔφ)=𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝛥𝜃𝛥𝜑

𝜟𝒎 = 𝝈 𝒓 𝜟𝑺 = 𝝈 𝒓 𝑹𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝜟𝜽𝜟𝝋 Εάν 𝛥𝜑, 𝛥𝜃 → 0 τότε 𝒅𝒎 = 𝝈 𝒓 𝑹𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝒅𝜽𝒅𝝋

(Rsinθ)Δφ

RΔθ

R

25
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Ο

S

𝒓 

Ολική Μάζα Επιφανείας

𝛭 = න

0

2𝜋

න

0

ൗ𝜋
2

𝜎(𝜃, 𝜑)𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

Κέντρο Μάζας Επιφανείας

𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

(𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3 sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑦𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

(𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3 sin2 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑧𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

(𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

Γ2.  Ημισφαιρική  επιφάνεια

𝑥𝐶𝑀 =
𝑆׬

 
𝑥𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝑦𝐶𝑀 =
𝑆׬

 
𝑦𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝑧𝐶𝑀 =
𝑆׬

 
𝑧𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑀

𝛭 = න

𝑆

 

𝜎 Ԧ𝑟 𝑑𝑆

𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑧 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃

26



Ο

S

𝒓 

Γ2.  Ημισφαιρική  επιφάνεια

𝛭 = න

0

2𝜋

න

0

ൗ𝜋
2

𝜎(𝜃, 𝜑)𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3 sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑦𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3 sin2 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑧𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜎 𝜃, 𝜑 𝑅3𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

i) Σταθερή πυκνότητα σ(θ,φ) = σ0 (ομογενής)

𝛭 = 𝜎0𝑅2 න

0

2𝜋

(න

0

ൗ𝜋
2

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃)𝑑𝜑 = −𝜎0 𝑅2 න

0

2𝜋

0 − 1 𝑑𝜑 = 2𝜋 𝜎0𝑅2

𝑥𝐶𝑀 =
𝜎0𝑅3

2𝜋𝜎0𝑅2 න

0

2𝜋

(න

0

𝜋/2

sin2 𝜃 𝑑𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 = 0 𝑦𝐶𝑀 =
𝜎0𝑅3

2𝜋𝜎0𝑅2 න

0

2𝜋

(න

0

𝜋/2

sin2 𝜃 𝑑𝜃) 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑 = 0

𝑧𝐶𝑀 =
𝜎0𝑅3

2𝜋𝜎0𝑅2
න

0

2𝜋

(න

0

𝜋/2

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃) 𝑑𝜑 =
𝑅

2
To κέντρο μάζας βρίσκεται επάνω στον άξονα 
συμμετρίας του σώματος (άξονας y). 27



Δ.  Χωρική πυκνότητα

Ο

x

z

y

V

𝚫𝑽𝒊 : Όγκος στοιχειώδους στοιχείου
       σώματος με όγκο V. 
𝜟𝒎 : Μάζα στοιχειώδους στοιχείου Δ𝑉𝑖 

𝜟𝒎 = 𝜿 𝒓𝒊  𝜟𝑽𝒊

κ 𝒓𝒊 : Χωρική πυκνότητα μάζας
(Μάζα/Όγκος). 

Εάν 𝛥V𝑖 → 0 τότε  𝒅𝒎 = 𝜿 𝒓 𝒅𝑉. 
𝒓𝒊

𝜟𝑽𝒊

Ολική Μάζα Σώματος

𝛭 = 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑉𝑖→0

(෍

𝑖

 

𝜅 Ԧ𝑟𝑖 Δ𝑉𝑖) = න

𝑉

 

𝜅 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

Κέντρο Μάζας Σώματος

Ԧ𝑟𝐶𝑀 =
1

𝑀
𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝛥𝑉𝑖→0

(෍

𝑖

 

Ԧ𝑟𝑖 𝜅 Ԧ𝑟𝑖  Δ𝑉𝑖) =
1

𝑀
න

V

 

Ԧ𝑟𝜅 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑥𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑥𝜅 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

𝑀

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑦𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑦𝜅 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

𝑀

𝑧𝐶𝑀 =
𝑀׬

 
𝑧𝑑𝑚

𝑀
=

𝑉׬

 
𝑧𝜅 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

𝑀 28



Δ.  Χωρική πυκνότητα

Ο

x

z

y

V

𝒓𝒊

𝜟𝑽𝒊

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

0 ≤ 𝑟 < ∞
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

Αν το ευνοεί η γεωμετρία του σώματος, 
μπορούμε για παράδειγμα να χρησιμοποιήσουμε 
σφαιρικές συντεταγμένες για τον υπολογισμό 
του στοιχειώδους όγκου

𝑑𝑚 = 𝜅 Ԧ𝑟𝑖  𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑉𝑖 = 𝑑𝑟 𝑟𝑑𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜑 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 𝑑𝜑 𝑑𝑟

Ανάλογα με τη γεωμετρία του στερεού, η σωστή 
επιλογή συστήματος συντεταγμένων είναι κρίσιμη 
για τον υπολογισμό των dm & dV και τον εύκολο 
υπολογισμό του κέντρου μάζας.

29



θ

φ

r

Δ.  Κέντρο μάζας Ημισφαιρίου

i) Σταθερή πυκνότητα κ(r,φ,θ) = κ0 (ομογενής)

𝛭 = න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

ൗ𝜋
2

𝜅(𝑟, 𝜑, 𝜃)𝒓𝟐𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 𝒅𝒓

𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝑦𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

𝑜

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜃𝑑𝜑𝒅𝒓 

𝑧𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝛭 = 𝜅0 න

0

𝑅

𝑟2(න

0

2𝜋

(න

0

ൗ𝜋
2

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃)𝑑𝜑)𝑑𝑟 = 𝜅0 න

0

𝑅

𝑟2(න

0

2𝜋

𝑑𝜑) 𝑑𝑟 = 2𝜋𝜅0 න

0

𝑅

𝑟2𝑑𝑟 =
2𝜋𝜅0R3

3

R

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ ൗ𝜋

2
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Δ.  Κέντρο μάζας Ημισφαιρίου

i) Σταθερή πυκνότητα κ(r,φ,θ) = κ0 (ομογενής)

𝛭 = න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

ൗ𝜋
2

𝜅(𝑟, 𝜑, 𝜃)𝒓𝟐𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 𝒅𝒓

𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝑦𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

𝑜

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜃𝑑𝜑𝒅𝒓 

𝑧𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝑥𝐶𝑀 =
𝜅0

𝛭
න

0

𝑅

𝑟3(න

𝟎

𝟐𝝅

(න

0

ൗ𝜋
2

sin2 𝜃 𝑑𝜃)𝒄𝒐𝒔𝝋𝑑𝜑)𝑑𝑟 = 0

𝑦𝐶𝑀 =
𝜅0

𝛭
න

0

𝑅

𝑟3(න

𝟎

𝟐𝝅

(න

0

ൗ𝜋
2

sin2 𝜃 𝑑𝜃)𝒔𝒊𝒏𝝋𝑑𝜑)𝑑𝑟 = 0

R

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ ൗ𝜋

2
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φ

r

Γ.  Κέντρο μάζας Ημισφαιρίου

i) Σταθερή πυκνότητα κ(r,φ,θ) = κ0 (ομογενής)

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ ൗ𝜋

2

𝛭 = න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

ൗ𝜋
2

𝜅(𝑟, 𝜑, 𝜃)𝒓𝟐𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 𝒅𝒓

𝑥𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝑦𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑 sin2 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜃𝑑𝜑𝒅𝒓 

𝑧𝐶𝑀 =
1

𝑀
න

0

𝑅

න

0

2𝜋

න

0

𝜋/2

𝜅 𝑟, 𝜑, 𝜃 𝒓𝟑𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑dr 

𝑧𝐶𝑀 =
𝜅0

𝛭
න

0

𝑅

𝑟3(න

𝟎

𝟐𝝅

(න

0

ൗ𝜋
2

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃)𝑑𝜑)𝑑𝑟 =
𝜅0

𝛭
න

0

𝑅

𝑟3(න

𝟎

𝟐𝝅
1

2
𝑑𝜑)𝑑𝑟 =

3

8
𝑅

R
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θ

φ

r

Δ.  Κέντρο μάζας Ημισφαιρίου

i) Σταθερή πυκνότητα κ(r,φ,θ) = κ0 (ομογενής)

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ ൗ𝜋

2

𝛭 =
2𝜋𝜅0𝑅3

3

𝑥𝐶𝑀 = 0

𝑦𝐶𝑀 = 0

𝑧𝐶𝑀 =
3

8
𝑅R

Το κέντρο μάζας του ομογενούς στερεού σώματος βρίσκεται στον άξονα συμμετρίας 
του (άξονας y). Η θέση του δεν εξαρτάται από τιμή της χωρικής πυκνότητας μάζας 
του σώματος.

(0, 0 ,
𝟑

𝟖
𝐑)
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Εφαρμογή: Πλάκα αποτελείται από 2 επιμέρους μεταλλικά κομμάτια ίσου όγκου, με το καθένα να έχει 
διαστάσεις 𝑑1 = 13 𝑐𝑚, 𝑑2 = 12 𝑐𝑚 και 𝑑3 = 2.8 𝑐𝑚. Αυτές οι διαστάσεις είναι διευθετημένες ως προς 
καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων σύμφωνα με το παρακάτω σχήμα. Το Μέταλλο 1 έχει πυκνότητα 
𝜌1 = 8 𝑔𝑟/𝑐𝑚3 ενώ το Μέταλλο 2 έχει πυκνότητα 𝜌2 = 4 𝑔𝑟/𝑐𝑚3. Να βρεθούν οι καρτεσιανές 
συντεταγμένες του κέντρου μάζας της πλάκας (𝑥𝐶𝑀 , 𝑦𝐶𝑀 , 𝑧𝐶𝑀).

𝑥𝐶𝑀 =
𝑀1𝑥1 + 𝑀2𝑥2

𝑀1 + 𝑀2
=

𝜌1𝑉𝑥1 + 𝜌2𝑉 𝑥2

𝑉(𝜌1 + 𝜌2)
=

𝜌1𝑥1 + 𝜌2 𝑥2

𝜌1 + 𝜌2
= −6.5 𝑐𝑚

Θεωρούμε πως η πλάκα είναι ένα σύστημα δυο σωμάτων 
αφού αποτελείται από δυο επιμέρους μεταλλικά κομμάτια.  
Η μάζα των 2 επιμέρους ομογενών πλακών είναι 
συγκεντρωμένη στο γεωμετρικό κέντρο συμμετρίας τους. 

𝑦𝐶𝑀 =
𝑀1𝑦1 + 𝑀2𝑦2

𝑀1 + 𝑀2
=

𝜌1𝑉𝑦1 + 𝜌2𝑉 𝑦2

𝑉(𝜌1 + 𝜌2)
=

𝜌1𝑦1 + 𝜌2 𝑦2

𝜌1 + 𝜌2
= 10 𝑐𝑚

𝑧𝐶𝑀 =
𝑀1𝑧1 + 𝑀2𝑧2

𝑀1 + 𝑀2
==

𝜌1𝑉𝑧1 + 𝜌2𝑉 𝑧2

𝑉(𝜌1 + 𝜌2)
=

𝜌1𝑧1 + 𝜌2 𝑧2

𝜌1 + 𝜌2
= 1.4 𝑐𝑚

𝑥1 , 𝑦1 , 𝑧1 = −
𝑑1

2
 ,

𝑑2

2
,
𝑑3

2
= −6.5 𝑐𝑚 , 6 𝑐𝑚, 1.4 𝑐𝑚 

𝑥2 , 𝑦2 , 𝑧2 = −
𝑑1

2
 ,

3 𝑑2

2
,
𝑑3

2
= −6.5 𝑐𝑚 , 9 𝑐𝑚, 1.4 𝑐𝑚 

𝑥𝐶𝑀 , 𝑦𝐶𝑀 , 𝑧𝐶𝑀 = (−6.5 𝑐𝑚, 10 𝑐𝑚, 1.4 𝑐𝑚)
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